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Meclianisch-graphisclie  Lösung  der  kubiaclien 
und  biqoadratischen  Gleichungen. 

Von 

Carl  Bartl, 

wdlmd  Lehrer  m  der  Luideiliftigeraelinle  tn  Hertbeig  (Steiermark). 


Einleitung. 

Lässt  man  bei  geometrischen  Constructionen  nur  die  gegenseitigen 
Schnittpunkte  von  Geraden  und  Kreisen ,  und  Kreisen  untereinander 
als  zulässig  gelten  (weil  Gerade  und  Kreis  die  einzigen  Gebilde  sind, 
die  sich  nach  ihrer  Definition  graphisch  in  continuo  „genau"  darstellen 
lassen),  so  sind  die  auf  Ermittlung  solcher  Punkte  gestützten  Auf- 
gaben mit  ausschliesslicher  Anwendung  des  Zirkels  und  Lineals  ge- 
löst. —  Schon  Descartcs  stellte  in  seiner  1637  erschienenen  analy- 
tischen Geometrie  für  das  Kriterium  solcher  in  dieses  Gebiet  ge- 
hörigen Aufgaben  die  Bedin^rung  auf,  dass  es  möglich  sein  müsse, 
die  CoDStmction ,  auter  zu  Grundelegang  eines  Massstabes,  auf  die 
elementaren  der  vier  Grandrecbnangsoperationen,  sowie  jener  des 
Quadratwonelzcichens  snrflckfohren  za  können. 

Dieser  Bedingung  wird  Genüge  geleistet  bei  Aufgaben  1  ter, 
'2ter  oder  auch  'i^tcn  Ordnung  dann,  wenn  Letztere  in  solche  2t(r 
Ordnung  zerfallen,  also  die  betreffende  Bestiramungsglcichung  2"  Gra- 
•ea  sich  in  lauter  Gleichungen  2  ten  Grades  spalten  lässt  *).  Hierzu 


*)  DieM  Ktaen  MlkstTentlndlich  lolelie  lein,  deren  CoelBeienteii  retioiiBl 
iiad,  oder  hlkbflteai  QnadratintrMlii  enthalten. 

Atak.  i.  aeUk  «.  Fkfi.  i.  Beihe»  IM  L  1 
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gehÖrcB  z.  B.  schon  dio  ElcmentaranfgabeD  der  Cüuslraetion  gemein- 
samer Constraction  gemeinsamer  Krcistangentcn  und  jene  von  be- 
rübrenden  Kreisen  an  drei  Geraden  —  mit  4  Lusangen  —  ;  dann 
die  sogenannte  ebene  Bertihrungsaafgabc  für  Kreise  —  mit  8  Lu- 
snagea.  Aus  dem  Gebiete  der  nenereD  Geometrie  sind  Ideiier  zu 
redmeii  die  CoUineatioiisaQfgabeii  derVerzetchmiiig  von  KegelseluittB- 
linlen  aiiB  5  gegebenen  Umfaugsbe8timmangsstUcken,wcnn  danintor 
2  Paare  getrennter  Pnoicte  und  Tangenten  vorkommen  mit  4  LO- 
anngen  etc.  etc. 

Aber  jenes  oben  charakterisirte  Gebiet  der  mit  ausschliesslicher 
Anwendung  des  Zirkels  und  Lineals  zu  lüstiidon  Aufgaben  schliosBt 
so  mannhos  nahe  liegende,  intoresgaiUo,  historische  Probli m  aus  (wie 
z.  n.  die  Trisection  des  Wiuk  U.  las  graphische  Cabikwurzelziehen 
aus  Slrekeii  und  die  damit  zusammenhängenden  Aufgaben  aus  der 
Stereometrie,  Normalenprobleme  für  Kegelschuitte  u.  s.  w. 

Die  Vorteile  der  Uebersiclittichkeit  und  Unmittelbarkeit  jeder 
guten  graphischen  LOsnngf  gegenüber  jener  des  Calcnls,  lassen  selbst 

den  bedent^den  und  wesentlichen  Nachteil,  der  auch  bei  den  besten 
Zeicheninstrumenten  und  deren  sorgfältigsten  Behandlung  auftreten- 
den nnvermeindlichen  Fehler  noch  immer  in  den  Hintergrund  treten. 
Dieser  Nachteil  hat  daher  nur  eine  Aneiferong  der  Constmction  znr 
Folge,  dio  graphischen  Methüden  7m  ?erbessem  und  zu  vereinfBkchen. 
Hiebcr  gehören  auch  die  Bestrebungen  der  Mechaniker,  Instrumente 
herzustellen  mit  denen  sich  wenigstens  annähernd  so  einfach  und 
unmittelbar'  wie  der  Kreis  mittelst  des  Zirkels,  nun  auch  dio  Kegel- 
schnittslinicn  graphisch  verzeichnen  Hessen  (man  hat  solche  Instru- 
mente wohl  nicht  ganz  richtig  mit  dem  Namen  „Kegelschnittszirkel*' 
bezeichnet)  Würden  solch  vollkommene  Instrumente  erfunden,  so 
hätte  man  nun  allcrding-^  jenes  Gebiet  von  Aufgaben,  die  sich  nach 
mathematisch  genauen  rducipien  losnn  lassen  —  als  bedeutend  er- 
weitert anzusehen.  Die  Anforderungen  aber,  die  man  in  Bezug  auf 
Einfachheit,  Genauigkeit  und  Verwendbark' il  für  dio  verschiedensten 
Achsenverhältnisse  der  vm  Ik  schreibenden  Kegelsclinrtte  an  ?olche  In- 
strumente 7U  stellen  hat,  sind  viel  zu  grosse,  als  dass  sie  so  leicht 
zu  erfüllen  wären;  und  in  der  Tat  hat  sich  auch  bis  jetzt  noch  keines 
der  vorgeschlagenen  mechanischen  üiifsmittel  als  für  eine  allgemeine 
Einführung  brauchbar  erwiesen,  obwohl  ein  ziemlich  vollkommener 
Kllipsograph .  als  für  eine  geschlossene  Corve  geltend,  die  meiste 
Aussiebt  hiczu  hätte. 

Bas  BedOrfoisa  einer  graphischen  LOsnng  der  ftr  die  praktischen 
Zwecke  mit  genügender  Oeavoigkeit  au  oonstmirenden  Aufgaben 
dritter  und  Tierter  Ordnung  macht  sieb  Immer  noeh  ftthlbar;  dass 
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dicss  aber  durch  eine  incthanibciic  Beselin: ibung  der  Kegelschnitte 
za  erreichen  sein  wird,  küuute  wohl  uoch  lauge  ein  Wunsch  der 
Coostmcteure  bleiben. 


AafstelJiiag  des  Orondverfahrens. 

Fflhrt  man  nebflt  dem  Lineal  nnd  Zirkel  noch  den  rechten  Winkel 
(oder  cineD  atarren  Wiakd  ftberbaupt)  ala  neaes  ConstrnctionBvehikel 
än,  so  mnsa  biemit  schon  die  Möglichkeit  einer  graphiscfaea  Behand- 
Ing  ton  Anlsaben  höherer  Ordnnng  geboten  sein.  Denn,  verwendet 
■u  einen  rechten  Winkel  anf  der  Zeichenebene  in  der  Weise,  dass 
Aan  ihn  solange  ▼erschiebt  bis  gleichzeitig  der  eine  Schenkel  darch 
einen  Fixpnnkt  K  gehe,  der  Scheitel  auf  einer  Leitgeraden  LL  sich 
befindet,  während  der  andere  Schenkel  einen  Grandkreis  K  bertthrt, 
M  Hast  sich  der  Effect  dieees  Anlegens  eines  rechten  Winkels  an  die 
genannten  Gmndfactorcu  in  zweierlei  Weise  interpretiren.  Es  bilden 
ÜBiiifh  die  Tangenteuscbcnkel  der  ,,angelegtcn*^  rechten  Winkel  die 
Tier  gemeinschaftlichen  Tangenten  zwischen  dem  Grundkrois  K  und 
der  durch  Leitgerade  L  als  Scbeiteltaagentc  und  Fixpnnkt  F  als 
Brennpunkt  gegebenen  Parabel ;  odor  es  repr&sentiren  die  Lagen  der 
Sch<ütel punkte  der  rechten  Winkel  auf  der  Leitgeradon  L  die  Durch- 
schiBiUiipaukte  derselben  mit  der  durch  den  Grundkreis  K  und  den 
Fixpunkt  /•'  alt»  Mittelpnnkt  der  Lotstrablen  gegebenen,  bekannten 
Kreisfusspunktscarve;  (solche  Tangenten  au  A' bezieliung'^  wf  ine  Schnitt- 
punkte auf  L  küuntu  bfgn'itiicber  Weise  paarig  imagmar  worden). 
Beide  Erklärungen  aber  verihcireu  die  eingangs  gemachte  Bebauptuog. 

Die  vorbin  cbarakterisirte  mechanisebc  Verwendung  des  rechten 
Winkels  zur  graphiscben  Lösung  von  Aufgaben  kann  nur  dann  einen 
praktischen  Wert  erlangen ,  wenn  in  Folge  der  Einfachheit  und  Un- 
mittelbarkeit der  Methoden  das  Resultat  mit  jenom  gewünscbtoii  Grad 
Ton  Genauigkeit  erhalten  wird,  welcher  einem  solchen  nicht  nach- 
itebt,  der  bei  den  „nach  mathematisch  genauen"  Pnncipien  gelösten 
Aufgaben  erreicht  wird.  Dass  dies  möglich  ist,  lässt  sich  ohne  An- 
>u  iiung  von  Berechnungen  Ober  die  GeiiauigkcitsverhäUnisse  selbst 
bei  solchen  Fällen,  welche  eine  für  die  Anwendung  des  Grundver- 
fehrens ziemlich  ungünstige  gegenseitige  Lage  der  Gruiidfactoren  auf- 
weisen, durch  AusfQhrung  von  Beispielen  einfach  und  praktisch  zei- 
gen. In  d^r  Tat  sind  die  ElementaroperationeD,  aus  denen  sich  das 
Gnmdverührea  des  ,,AnIegen8  eines  rechten  Winkels^^  zusammen- 
s^^tzt,  sowohl  einzeln.,  wie  im  Zusammenhange,  als  mechanische  Ope- 
ration gCBommen,  leicht  genau  auszuführen. 
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Der  rechte  Winkel  steht  ms  jederzeit  zur  Yerfflgang  in  einem 
geprttften  Dreieckswinkel,  welcher  also  die  WinkelflAcbe  der  Zeichen- 
ebene  deckt,  oder  indem  man  einen  rechten  Winkel  an  ein  Lineal 
anlegt^  wodorch  sich  ein  solcher  mit  freigelassener  Wiukelfläche  ergibt 
Die  passendste  Form  für  Yorliegenden  Zweck  kann  aber  leicht  her- 
gestellt werden,  indem  man  auf  einem  Blatte  gut  transparenten  Bans- 
papiers  sich  ein  genaues  rechtwinkliges  Achsenkreuz  verzeichnet, 
dessen  Schnittpunkt  durch  ein  Punktringeichen  scharf  markirt  isL 
In  diesem  primitiven  Instrumente^  das  man  beliebig  auf  dem  Zeichen- 
blatt verschieben  kann,  hat  man  alle  vier  Quadranten  des  Achsen- 
kreuzes als  „freie"  rechte  Winkel  zur  Verfügung.  —  Im  Grnndver- 
fabrcn  hat  man  nun  zunächst  als  Elemcntaroperation  das  Anlegen 
des  einen  Winkelschonkels  an  den  Fixpunkt  F  —  die  primitivste 
Zoiclienopr  rntioTi ;  dann  jene  Bedingung  der  Berührung  des  zweiten 
Schenkels  au  den  Grundkreis  K ,  welche  als  AuKgeu  des  Lineals  an 
einen  Punkt  berührend  an  einen  Kreis  betrachtet  wenlen  muss.  Diese 
letztere,  in  der  Praxis  von  ifn  ronstructcureu  nicht  mit  Unrecht 
stillschweigend  als  zulässig  anerkannte  und  hHnfig  anfrewendete  Ele- 
mcntaroperation i<?t  nichts  anderes  als  ilie  duale  Ojieration  zur  Schnitt- 
bc>tiiii!iiun<,'  1  iucr  Geraden  mit  einem  Kreise,  und  sollte  deshalb  wohl 
gebilligt  werden  *).  Endlich  als  dritte  Elementaroperatioii  muss  an- 
gesehen werden  die  Erfüllung  der  Bedingung,  dass  der  Scheitel])unkt 
auf  der  Leitgeraden  LL  sich  betiiide  —  allerdings  eine  neue  mecha- 
nische Operation,  welche  aber  mit  ,,guten"  rcchteu  Winkeln  (die  man 
Wühl  ebenso  berechtigtigt  ist  voraus  zu  setzen,  als  „gute"'  Lineaie, 
gute  Zirkel),  am  besten  jedoch  mit  dem  truher  erwähnten,  „ver- 
schiebbaren" Achsenkreuz  mit  der  gewünschten  Präeisiou  gewiss  leicht 
ausgeführt  werden  kann.  IJehrigens  ist  das  Anlegen"  des  rechten 
Winkel  au  die  Grundfactoreu  miiner  noch  eine  einfaehore,  weniger 
Uebung  erforderliche  Operation  als  jene  ^auch  zu  den  mechanischen 
Operationen  zu  rechncudL')  des  Ablesens  an  einem  Kecbenschieber  bei 
gegenteiliger  Schicberstelluug  oder  jene  beim  Gebrauche  der  graphi- 
schen Rechentafeln  vorkommenden. 

*)  Hfeher  geMrt  anch  dtt  Aii1eg«a  eioea  Lineals  berührend  «n  twei 
Kreise,  dea  daal  gogcnOboi  der  Schnitt  twder  Kreise  steht,  welch'  letstere 
wieder  tu  dtm  primitiTStea  Zeicbcnopcrationco  gehört.  Der  den  crstcrcn  der 
genannten  Operationen  tu  machende  Einwurf,  dass  dieselben  unsicher  werden, 
wenn  der  Punkt  und  Krei?;  .  rospectivc  die  beiden  Kreise  7.iim  Anlcfron  eine« 
Lineals  711  luihe  aneinander  gelegen  sind,  trifft  ganx  in  derselben  Weise  auch 
den  aügcmcin  zulästigen  dualen  Verfahren  der  Schnittbestiiumung,  wenn  die 
schneidende  Gerade  eine  dem  Krcisradios  nahe  gleiche  Entfernung  vom  Uittel» 
poohl  des  Kreises  besitit  oder  bcaiebnngsweise  die  beiden  Scbniltkreise  sehr 
nnhe  nnsiaander  liegende  Mhtelpnnhte  mit  wenig  vertchleden  langen  Bedien 
aofweisen. 
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Wie  später  gezeigt  werden  soll,  besitzt  das  besprochene  Grund- 
Teif&bren  auch  ModtficationeD,  welche  für  den  Fall  einer  (für  dcsson 
iBweBdung)  aogüDstigen  Lage  der  Gmndfactoren,  die  Genauigkeit 
des  Besnltata  zo  crhdhen  im  Stande  sind  —  Kriterinm,  das  Judo 
SUD  graphischen  Calcol  gnt  Terwendbare  Methode  besitzen  soll. 

£rweiternng  des  Grnndverfahrena. 

Eme  naho  liegende  Erweiterung  fftr  das  bis  nun  besprochen^ 
GroodTerfahren  nnter  Voranssetzang  obiger  Gmndfactoren  besteht 
diriDy  dass  man  die  Leitgerade  LL  darch  einen  Leitkreis  Lk  ersetst. 
Dies  masB  conaequenterweise  gestattet  sein,  weil  ein  Kreis,  so  gnt 
me  die  gerade  Linie,  als  scharf  zo  zeichnendes  Gebilde  anzusehen 
ist  Wihrend  also  der  eine  Schenkel  des  „angelegten**  rechten  Win- 
keis  darch  den  Fizpnnkt  Fgeht,  befinde  sich  der  Scheitel  aof  dem 
Umfange  des  Leiftreises  I*  und  berOhre  der  andere  Sehenkel  den 
Giandkreis  K,  Die  Tangentenschenkel  der  möglichen  Winkellagen 
repräsentiren  nun  hier  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zwischen 
dem  Gniudkrcis  und  jenem  Regelschnitte,  der  den  Fixpnnkt  zo 
etaem  Brennpunkt  und  den  durch  F  gehenden  Durchmesser  von  1« 
rur  Uaoptachse  bat  Liegt  F  innerhalb  des  Kreises  Lk,  so  ist  dieser 
Kegelschnitt  eine  Ellipse;  fflr  F  ausserhalb  gelegen  ~  eine  Hyperbel. 
Es  gibt  dann  stets  einen  zu  F  bezüglii^h  des  Mittelpunktes  von  £| 
symmetrisch  gelegenen  Punkt  F\  der  in  derselben  Weise  wie  /'  als 
Ftx|iuakt  verwendet  wrrdou  kann  und  nun  dieselben  Tangenten- 
schenkeilagen  wie  F  liefert.  —  Die  zweite  Interpretation  des  erwei- 
terten Vi^rfahrens  ist  auch  wieder  jener  (ies  Grundverf;ihreus  analog. 
Es  bilden  nämlich  hier  die  auf  dem  Leitkreis  Li  erhaltenen  Lagen 
Jer  Schdtclpankte  der  an  die  Grundfactoren  angelegten  rechten  Winkel 
die  Schnittpunkte  von  7.;  mit  der  dureh  d^n  Grundkrns  A'  und  Fix- 
pankt  als  Mittelpunkt  der  Lotstrahieu  gugcbeneu  KreiäiusspimktS' 
curve. 

Es  ist  nan  far  das  nrsprflngliche  nnd  erweiterte  Verfahren  die 
Frage  sehr  nahe  liegend,  ob  vielleicht  doreh  Anweadnog  eines  be- 
liebig verschiebbaren  stairen  Winkels  9  (in  derselben  Weise  wie  bis 
jetzt  der  rechte  Winkel  benutzt  wurde)  sich  nun  Aafgaben  von  einem 
höheren  Grade  als  die  für  das  bisherige  Verfahren  aogedenteten  — 
gRsphisch  behandeln  Uessen. 

Diese  Frage  beantwortet  sieb  sofort  als  verneinend,  wenn  mm 
&acbg)ehonde,  einfache  üetrachtung  anstellt. 

In  Fig.  1.  sei  eine  beliebige  Leitcnrve  Le  gegeben,  auf  welcher 
ficfa  der  Scheitel  S  des  Winkels  9  bewege,  während  der  eine  Schenkel 
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Stete  durch  den  Fixpankt  Fgebe,  und  der  andere  in  einem  bolieUgwi 
Momente  der  Bewegung  die  Lege  TT  angenommen  hAtte.  Denkt 
man  sich  anf  alle  möglichen  Lagen  des  xweiten  der  genannten  Sehenkel 
ans  die  Pezpendikd  FB  geftUt,  so  Hast  sich  der  geometrische  Ort 
der  Pookte  R  solört  angeben.  W&hrend  der  Bewegoog  des  Winkels 
9  beschreiben  nämlich  die  Strahlen  FS  und  FR  za  einander  con- 
groente  Strahlenbttschel  nm  F  als  Träger.  Da  femer  die  Strecken 
F8  ond  FR  fftr  alle  homologen  Punkte  der  Lc  und  der  in  Rede 

stohünden  Curvc  der  R  in  dem  constanten  Verhältnisse        stehen , 

sm  q> 

SO  mftssen  die  Pankte  R  eine  zn  Lc  ähnliche  Curve  darcblaufen, 
deren  homologen  Punkte  gegen  jene  der  Le  nm  F  als  Ccntnim  iu 
der  Winkelgrösse  (90^  —  ip)  verdreht  erscheinen.  Das  Aehnlichkeite- 

verhältoiss  von  Le  zur  Curve  der  R  ist  offenbar  .  ^  -.    Es  können 

sin  (p 

demnach  die  Lagen  der  freien  Schenkel  TT  auch  erhalten  werden 
in  jenen  eines  beweglichen  rechten  Winkels,  dessen  einer  Schenkel 
stets  durch  /'  geht,  während  der  Scheitel  die  der  Lage  nach  oben 
näher  de&nirte,  zu  Le  ähnliche  Curve  der  R  durchläuft 

Dies  Ergebniss  fBr  unsere  mechanischen  Yerfidiren  angewendet, 
in  welchen  statt  der  allgemeinen  Leitcarve  entweder  Lellgerade 
oder  -Kreis  vorliegen,  hat  es  also  hier  die  Bedentnng  des  Ersaftiea 
eines  aDgemeinen  Winkels  ^  durch  einen  "rechten,  wenn  nor  Leü> 
gerade  respective  Kreis  „entsprechend**  geändert  weiden.  Diese 
Aendemng  geschieht  in  dem  Uebergaage  anf  ein  ähnliches  Qebilde 
im  Yerhältnisse  Itsinq»  besOglicfa  des  Fixpnnktes  F  als  Centmm, 
and  nachberiger  Verdrehung  um  dasselbe  in  der  WinkelgrOsae  (90—9) 
nach  der  Seite,  wohin  das  Perpendikel  aas  F  auf  eine  der  Lagen 
des  freien  Schenkels  von  tp  flUlt^  unter  ^  immer  den  spltsen  von  den 
bei  8  auftretenden  Nebenwinkeln  verstanden. 

Umgekehrt  läast  sich  ahcr  das  hier  gewonnene  Resultat  recht  gut 
fUr  eine  Hilfsmethode  hei  unseren  mechanischen  Verfahren  verwerten. 

Denken  wir  uns,  dass  Leitgerade  respective  Leitkreis,  dann  Fix« 
puakt  und  Grundkreis  in  einer  far  das  ,,Anlcgen**  eines  rechten  Win- 
kels verhältnissmässig  ungtinstigen  gegenseitigen  Lage  gegeben  seien, 
so  kann  man  stets  die  Anwendung  des  teehten  Winkels  durch  jene 
eines  beliebigen  Winkels  qi  ersetzen,  f&r  welchen  die  neuen  Leifc- 
factoren  gegen  K  und  F  gflnstiger  gelegen  sind.  Die  neuen  Loit- 
ihctoren  fftr  ^  ergeben  sich  ans  jenen  Dir  den  rechten  Winkel  nadi 
der  bereite  oben  aufgestellten  Regel  mit  zeciprokcm  Aehnlicbkelte- 
verhältniss  nnd  entgegengesetztem  Drehungssinn.  Dabei  kann  der 
Winkel  9  in  seiner  zweckmässigsten  Form  als  das  anf  einem  gut 
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transpaiBBtoi  Baospapiere  vonetcbneto,  schicfwinkclige ,  mit  der 
Neigung  9  Tenehene  Aehseakrens  snir  Anefähniog  der  mechaoiechen 
Yttfüaea  beultet  werden. 

Man  ersieht  indes  leicht,  dass  die  besprocLcuc  Modiflcirung  der 
LeitCsLctoren  sich  aof  den,  auch  durch  unser  Rcsaltat  gewonncncu, 
bekannten  Sati  stttlzt,  dan  ftr  dnen  Kegelschnitt  der  geometrische 
Ort  der  Fmapnnkte  der  ans  einem  Brennpunkte  aof  dessen  Tangenten 
anter  eonstantem  Winkel  gezogenen  Strahton  ein  &ei8,  respective  fflr 
die  Parabel  eine  Gerade  (Tangente)  ist. 

Wenn  nun  auch  eine  solche  Moditicirung  der  gegebenen  Leit- 
factorcn  behufs  Anwendung  eines  Winkes  rp  aus  GeuauigkeitsTück- 
sichteu  sich  selten  als  gar  so  notwendig  herausstellen  wird*),  so  ist 
es  doch  als  ein  bedeutender  Wert  der  mechanischen  Verfahren  an- 
zusehen, wenn  sie  wie  die  anderen  auf  mathematisch  genaue  Prin- 
cipien  basirbaren  grai)liischcn  Methoden,  Modificationun  mr  Verbesse- 
rong  der  Genauigkeit  des  zu  erzielenden  Besoltates  aufweisen. 

Zun  Schlosse  mag  noch  auf  eine  weitere  Conseqaenz  hingewiesen 
werden,  die  sich  ans  dem  Grandveiiabren  ableiten  Iftsst  Ersetzt  man 
nämlich  von  den  bisher  gegebenen  Grnndfactoren  auch  den  Fizpnnkt 
Fdarch  einen  Fixkreis  Ft,  so  dass  noch  Gmndkreis  und  Leitgerade 
oder  Kreis  als  Grnndfactoren  gegeben  sind,  so  wird  entsprechend 
dem  früheren  der  rechte  Winkel  an  dieselben  nun  so  „anzulcgen^^ 
sein,  dass,  während  seine  Scheitel  sich  auf  der  Leitgeraden  oder  dem 
Leitkreis  befindet,  seine  beiden  Schenkel  Tangenten  an  Fk  und  A' 
sein  müssen.  Die  sich  ergebenden  Lagen  des  Scheitels  des  rechten 
Winkels  auf  den  Leitfactoren  müssen  demnach  angesehen  werden  als 
die  Durchschnittspunktc  der  letzteren  mit  einer  Art  Fusspunktscunre, 
die  sich  aus  Fixkreis  Fk  und  Grundkreis  Ä""  in  der  Weise  ableitet, 
dass  für  jede  Tangeute  des  einen  dieser  Kreise,  die  Fusspunkte  der 
hiezu  senkrechten  Tangenten  des  anderu  Kreises  Punkte  der  Cnrve 
bilden.  Diese  Art  der  Verallgemeinerung  des  Gmndvcrfahreus  iu- 
TolTirt  in  der  Tat  die  Behandlung  von  Aufgaben  von  einem  höheren 
als  dem  vierten  Grade. 


*)  Die  BetnebtuQgcn  der  Lagen-  nud  GrOssenverhftltnitse  der  Grund* 
ÜMtoran  onler  Rftekaieht  auf  die  Q«iiftii{gk«it  des  durch  nntere  mechanischen 
▼edkhren  wa  endeleiHleD  Beeultatee  Ähren  su  dnein  Ihr  dieielben  reeht  gttn* 
«igea  Sugebeiit.  Wihre&d  saweilett  4er  eine  Schenkel  des  „Mgelegten** 
fechten  WiakelB  wegen  zu  schiefer  NdgoQg  enr  Leitgeraden  die  Lage  des 
Scheilele  auf  derselben  nicht  prEcis  gcnag  angibt,  enetzt  diesen  Mangel  sofort 
der  andere,  «nf  ihm  se;;krcchte  Schenkel.  Die  unpftnstigste  Stellung;  scheint 
finratreien,  wenn  der  Fixpunkt  gebr  nahe  der  Leitgcroüon,  beiiehnng«weise 
(leo  Leitkreiee  sa  liegen  kommt. 
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Da  das  hier  gesetste  Sei  nur  in  einer  graphisdien  Behtndinng 
der  kabitcben  nnd  biqnadratledien  Gleichnngen  besteht,  bo  genügt 
hiezn  die  Anwendung  des  oniHraoglichen  Grandverfthrenfl,  wobei  nnr 
eine  Leitgende  als  Leitf&ctor  gegeben  iit,  in  aairdchender  Weise, 
80  dass  es  nicht  notwendig  wird,  Ton  dem  ansl&lirliGh  besprochenen 
erweiterten  YerCahren  oder  der  zum  Schlosse  angedentoton  Conseqnena 
in  der  Folge  einen  Gebraach  an  madien. 

Bemerkungou  zur  Behandlangsart  des  Themas. 

Die  Inangriffnahme  des  gestellten  Problems  erheischt  vor  Allem 
die  Aaffindoog  jener  Beziehungen,  welche  zwischeu  den  Bestimmungs- 
stacken  der  Lagen-  und  GrössenTerhfiltnisse  nnserer  Grandfaetoren 
nod  den  adttelst  der  Anwendnng  des  mechanischen  Grandverfiihreas 
erzielten  Resultate,  analytisch  aa^edrflckt,  bestehen,  nm  jene  ein* 
fiicfasten  answfthlen  zn  können,  die  zn  einem  Vergleiche  mit  den  an 
lösenden  Gleichungen  sich  am  besten  eignen.  Ans  solchen  Verglei- 
chungen  sind  die  nötigen  Daten  zur  Yerzeichnong  der  GrundfiscCoren 
abzuleiten,  auf  welcbe  das  mechanische  Verfahren  angewendet,  die 
verlangto  Lösung  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichungen  erhalten 
werden  muss. 

Wenn  nun  durch  diese  Methode  im  Principe  jedes  Problem  3ter 
und  4ter  Ordnung  behandelt  werden  kann,  nachdem  bloss  die  hiezu 
nötigen  analytischeu  Gleichungen  aufzusu  llrn  sind,  so  wird  man  auch 
bei  den  zumeist  elegaotoreu  synthetischen  Lusungcu  von  Construc- 
tionsaafgaben ,  die  in  letzter  Linie  auf  die  gemoinBchaftlichon  Tan- 
genten zweier  Kegelschnitte  baairt  sind,  für  die  graphische  Behand- 
lung den  rechten  Winkel  gemäss  dem  Gruudverfahren  in  Anwendung 
bringen  können.  Man  bat  dann  im  Allgemeinen  das  System  besagter 
flilfskegelschnitte  in  ein  solches  collinear  verwandtes  über  zu  führen^ 
wo  einem  der  Kegelschnitte  eiii  ivreis  entspricht  (der  dann  als  Grund- 
kreis  A  zur  Geltung  kommt)  und  von  der  dem  aiuicTen  verwandten 
Curvü  die  Hauptachsen  ^beziehungsweise  Breunpunktcj  auzugeben 
sein  werden.  Die  gemeinsamen  Tangenten  zwischen  Kreis  und  dem 
letzt  genannten  Kegelschnitt  sind  dann  in  das  arsprttnglichc  System 
znrttckznflllhren.  Häufig  gelingt  durch  zweckentsprechende  Wahl  von 
Collineationsachse  und  Centmm  eine  derartige  Ansftthruug  dieser 
Transformation,  dass,  während  dem  einen  der  ursprünglichen  Kegel- 
schnitte im  neuen  System  ein  Kreis  entspricht,  dem  andern  eine 
Parabel  homolog  ist,  wodurch  dann  die  Ermittlung  der  gemeinsamen 
Tangenten  im  ersten  System  anf  das  „Anlegen'^  eines  rechten  Winkels 
an  Fixpunkt,  Leitgerade  und  Gmndkreis  im  zweiten  System  zurück- 
geführt erscheint 
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Als  eio  Weher  gehöriges  Beispiel  möge  die  graphische  Bestim- 

mang  von  y'y,  uuter  y  ciue  beliebige  reelle  Zahl  oder  eine  Strecke 
vemaiuleii,  im  Folgeaden  etwas  uäher  besprochen  werden. 

Trftgt  man  in  Fig.  2.  Of=ii  and  OF^y  avf  die  Achsen  auf, 
osd  wftre  nan  im  Stande  den  Linionzug  FGHf  anzugeben ,  der  bei 
Gmi  H  rechte  Winkel  aufweist,  so  erhielte  man  in  der  Strecke 

0£r  sofort  die  y  ij.  GH  stellt  aber  nichts  anderes  vor  als  eine  go- 
meinsame  Tangente  jener  zwei  ParaUelü,  die  in  O  ihren  gemein- 
schaftlichen Scheitel  haben  und  deren  Achsen  respectivc  Brennpunkte 
in  Ox,  Oy^  rcsp.  F  iäich  befinden.  GH  steht  n  imlich  gleichzeitig 
aaf  den  Strahlen  GF  uml  7/7'' senkrecht,  welche  man  aus  den  Breun- 
poakten  sn  den  Schnittpunkten  der  crsteren  mit  den  Scheiteltangenten 
der  Parabeln  sieben  kann.  Denkt  man  sich  eine  der  Parabeln,  z.  B. 
jene  mit  dem  Brennpunkt  /,  sehr  gcuan  constmirt,  so  kdnnte  mit 
HflÜB  derselben  nud  durch  Anlegen*'  eines  rechten  Winkels,  dessen 
«oer  Schenkel  dnrch  F  gehe,  wfthrend  der  Scheitel  anf  der  Ox  sich 
befinde  nnd  der  andere  Schenkel  die  Parabel  bertthro,  sofort  die  Lage 

der  gemeinsamen  Tangente  GH  und  damit  0/f—  y  erhalten  wer- 
den. Bei  Bcnntzuug  einer  schon  vorhandenen,  sehr  genau  verzeich- 
neten Parabel,  deren  Abstand  des  Bremipuuktes  vom  Scheitel  als 
luustructiuiiseiuheit  genommen  werden  muss,  lässL  sjch  auf  diese 

Weise  fftr  beliebige  Werte  von  y  unmittelbar  die  y' y  mit  einer  für 
das  graphische  Rechnen  ausreichenden  Genauigkeif  berstelleu.  Gra- 
phische Methoden  setzen  ja  oft  Curven  höherer  Ürünuug  voraus, 
die  erst  mühsam  coustruirt  werden  inüsseu,  während  hier  nur  tsinc 
genau  verzeichueto  Parabel  verlangt  wird. 

Die  oben  defioirte  Lage  der  GH  kann  anch  noch  in  anderer 
Welse  in|||e£ust  werden. 

Sind  F  nnd  f  die  TMger  zweier  congmenter  Strahlenbasohel, 
deren  homologe  Strahlen  zn  einander  parallel  laufen,  so  werden  die- 
selben dnrch  Ox  und  Oy  in  projectiviscben  Pnnktreihen  geschnitten, 
deren  Erzeugniss  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  die  O«  nnd  Oy  zu 
A^ptoten  bat,  und  deren  reelle  Achse,  den  Winkel  FOf  balbirend, 
die  Ling»  2a  ^  besitzt.  Die  Lage  der  Geraden  <?irbüdet  uun 
such  eine  Tangente  an  diese  Hjperbel  und  nach  fraher  auch  eine 
soLcbe  der  oben  bezeichneten  Parabeln.  Ersetzt  man  die  Bedingung, 
dass  {?£r  Parabeltaugente  sein  muss,  durch  jene  des  „Anlegens**  eines 
rechten  Winkels  ganz  in  derselben  Weise  wie  frttber,  wobei  also 
jetxt  die  gleicbsi^itigo  Hyperbel  von  dem  einen  Winkelschenkel  be- 
rtthrt  werden  muss,  so  erhftlt  man  in  demselben  die  Lage  von  OS 
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and  damit  y^y.  Dass  auch  hier  wieder  jede  vorliegende  gleichseitige 
Hyperbel  zweckmässig  vorwendet  werden  kaun,  ist  selbstverständlich ; 
die  Achse  derselben  reprftsentirt  dann  die  Strecke  y2^,  wuraas  sicli 

die  MatssUboinheit  mm  Mewen  ▼on  yy  ableitet. 

Wie  flieli  die  Bestimmiing  der  gemolnsameii  Kegelschoittstangento 
Off  In  beiden  besproebeDen  AnfiGusiuigea  znrflckfllhreD  IftaaC  anf  jene 
zwiscben  dnem  Kreis  nnd  eln«i  Kc^elsebnitl  wofde  ecbon  fiBr  den 
allgemeinen  Fall  erörtert  —  Die  Dnrcbflnlirong  derselben  in  dem 
▼erliegenden,  wo  die  gegebenen  Kegelschnitte  eine  besonders  gOn- 
stige  gegenseitige  Lage  besitzen,  kann  weiter  keine  Schwierigkeiten 
bieten. 

Wird  die  Bcstininiung  der  Hauptachsen  frogpoctive  Brenopaukte) 
jones  Kegelschnittä  des  transforrairteu  Systems,  für  welchen  eben  die 
gemeiusamon  Tangenten  mit  dem  Kreise  durch  ,,Winkolanlcgon"  er- 
halten wmlen,  umständlich,  so  leidet  hierunter  die  Genauigkeit  des 
SchluBsrcäuUates  wesentlich.  Dies  wird  schon  in  anserm  spcciellon 
Fall  bei  £nnittlang  von  GU  merklich  fühlbar. 

Nachdem  die  snr  Ansfllhrung  ?on  solchen  Kegelschnitts-Tirans- 
formationen  nötigen  Gonstmctionen  Ungst  an  den  bekannten  gehören, 
das  Problem  des  graphischen  Knbikwnrzelziehons  aber  spftter  ohne- 
hin doreh  zwecfcmSssigere  Verfahren  gelöst  wird,  so  kann  die  oon- 
stmctive  Bnrchihhniiig  eines  hieher  gehörigen  Beispieles  demnadi 
fflglich  nnterbi^iben. 

Behandlung  der  kubischen  Gieichnngen. 

Schneidet  man  die  swischen  einem  Kreise  nnd  einer  Parabel 
möglichen  vier  Tangenten  dnrch  eine  beliebige  Transversale,  so  re- 
piisentiren  die  Strecken  von  einem  gegebenen  Punkte  derselben  bis 
zn  den  erhaltenen  Schnit^mnklen  mit  den  ersteren  die  vier  Wurzeln 
einer  biqnadratischen  Gleichung,  die  sich  znr  Bereehnnng  jener 
Strecken  ans  den  Tangentenbedingnngen  unter  Toranssetznng  der  die 
Grösse  nnd  IiSge  des  Kreises  gegen  Parabel  und  Transversale  be- 
stimmenden Dimensionen  aufstellen  lässt  Kreis ,  dann  Scheitelan- 
gente  und  Brennpunkt  der  Parabel  bilden  beziehungsweise  Gmnd- 
kreis,  Leitgerade  und  Fixpunkt  für  Anwendung  des  Grund?erfahrens, 
wobei  also  die  Tangentenschenkel  der  rechten  Winkel  jene  gemein- 
samen Cnnrentangenten  darstellen  weiden. 

Soll  nun  aber  durch  einen  solchen  Transversalschnitt  die  Lösung 
\ou  liubischen  Gleichungen  erzielt  werden,  so  ist  entweder  eine  jener 
vier  gemeinschaftlichen  Taugenten  selbst  als  die  bekannte  Trans* 
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versale  der  flbrigeii  drei  zu  nehmen,  oder  aber  allgeiiu*iiuT  eine  be- 
liebig cclcgte  Transversale  mit  den  vier  gcmi  inschaftlicben  TangenU'u 
TU  schneiden,  von  welchen  jedoch  eine,  als  durch  die  specielle  Lage 
der  Grundfartoren  bekannt  oder  gegeben  vornusgasctzt  werden  musa. 
Der  dieser  le  tzteren  entsprechende  Wurzelwert  auf  der  Transversalen 
ist  nun  gleichfalls  bekannt  und  repräscntircn  die  den  übrigen  ent- 
sprechenden, solche  einer  kabiscbeo  Gleichung.  Zorn  forliegenden 
Zwecke  werden  nur  jene  Tnuiaveraal«i  hvuehbar  sein,  ftr  welche 
die  ea%eBte]llen  Gleichiusea  der  Schaittptmkto  Coefifidenten  der  Un* 
bdanmtfln  nnfweiien,  die  sich  in  einfachst  möglicher  Ferm  aus  den 
QrOisea-  «nd  Lagendimemionen  der  Gra&dfactoren  zasammenseCaen. 
Der  Spidnuim  in  der  Wahl  bei  der  Lage  der  Omndlactoren  nnd 
TransTertalen  ist  wohl  bedeutend  aod  iMit  flieh  Ton  Tomeherdn  anf 
die  Ezifltens  Ton  mehr  als  einer  LOsongsmethode  einer  Gleichang 
sehlieeaea,  so  dasa  man  flir  einen  Spectalfall  ndt  Rftdaicht  auf  Ein- 
bchheii  und  Genanigi^eit  wird  answihlen  können. 

Tn  der  Theorie  der  kubischen  Gleichungen  bildet  die  Lösung  der 
euien  kabischen  Gleichung 

f*— a"»0,  d.i.  «  — "J^a 

den  Ausgangspunkt  für  jene  der  rcdncirtcn ;  bei  der  graphischen  Be- 
handlung crgiebt  sich  die  Methode  des  Kubikwurzelziehens  als  ein 
spccieller  Fall  der  Lösung  der  allgemeinen  kubischen  Gleichung  oder 
indirect  aus  jener  der  rcducirten.  Die  Tollständigen  Gleichungen 
können  sofort  in  ihrer  gegcbcnou  Form  zur  Bebandlung  gelangen, 
ohne  dasb  es  nötig  wird,  wie  dies  bei  der  AuUösuug  m  gewöhnlicher 
Weise  zu  geschehen  pflegt,  dieselben  vorher  anf  reducirtc  zu  trans- 
formiren. 

Die  allgemeinate  Form  der  TolUtftndigen  kubischen  Gleichungen 
■Oge  dnivh 

dargestellt  sein,  wobd  unter  o,  6  und  e  nicht  blos  die  numeriichen 
Werte  der  Coeffideoten,  sondern  auch  ihre  Qnalitfttswerte  ndteiabe- 
gnffen  edn  sollen.  Behanntlich  hat  diese  Gldchung,  je  nachdem 
der  Coeffidenten-Ansdrudc 

(36— a»)        (9c— a6) 

iä^  brzieiiungsweise  1  reelle  und  2  imaginäre,  dann  3  reolle,  darunter 
2  gleiche  oder  3  reelle  von  eiuauder  verschiedene  Wurzeln  (irru- 
daöbler  Fall).    Diese  Unterscheidung  wird  jedoch  bei  der  graphischen 


<0 
«,  0 

>0 
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Belumdlnng  im  Allgemeinen  die  Methode  niebt  beoiaflnsiOQ.  Alle 
knbiiChen  Gleiebnogen  besitzen  wenigstens  eine  reelle  Wiinel  und 
mnss  dieselbe  stets  durch  das  mechanisclie  Verfabrcu  erbaltcu  werden 
können,  wfttarond  die  beiden  anderen,  wenn  reell  —  auch  direct, 
wenn  imaginär  —  aber  durch  Lösung  einer  weiteren  Aufjgabo  von 
der  2ten  Ordnung  sich  ergeben  mUssen.  In  dem  Falle  zweier  glei- 
cher Wurzeln,  lassen  sich  tibrigens  die  Werte  der  Wurzeln  rational 
durch  die  Cocfficienten  ausdrücken.  Unter  Voraussetzung,  dass  obitrer 
Dotenuisauteuausdrack  verschwindet,  wird  also  die  gleiche  Wurzel 

,   9c—  ab 

and  die  davon  verschiedene  dritte  Worzei 

H  -  — (%i  +«)  ^  

Liefern  diese  Ansdrflcke  die  nubestiinmto  Form  {,  so  ist  dies  ein 
Zeichen  vom  Vorhsadensein  dreier  gleicher  Wnrzoin,  deren  Bestehen 
also  an  die  Bedingnngen  geknüpft  ist,  dass 

9c  — a6   uud   U  =  a* 

wird,  womit  das  Glfüchongspolynom  in  einen  vollständigen  Kuhns 
übergeht,  und  die  gleiche  Wurzel  den  Wert 

O 

yi  •  yi  —  jfs  " — 3 

besitzt. 

Behufs  Aufstellung  der  analytischen  Ausdrücke  für  die  Trans- 
versalschnitte wird  folgende  Wahl  des  Acbseosystems  zweckentspre- 
chend sein. 

Wir  haben  nach  früher  eine  gemeinschaftliche  Kreis-Parabel- 
Tangeute  als  bekaunt  vorauszusetzen  uud  nehmen  dieselbe  [Y'vjl.  ?>.) 
gleich  zur  y  Achse,  während  wir  den  zum  iJeruhrun^'si)unkt  des 
Krci&es  gehörigen  DurchinesBer  als  LuL,'e  der  x  Achse  wühlen.  Der 
Fixpunkt  F.  darauf  bezogeu,  hatte  diu  Coordinaten  e  uud  /,  uud  die 
Leitgerade  L  ü.uss  in  der  Höhe  /'  Über  dem  Ursprung  die  y  Achse 
schueidcü,  ist  aber  sonst  iu  der  unabhängigen  Neigung  (p  gegen  die 
X  Achse  vorauszusetzen.    Der  Kreisradius  sei  mit  r  bezeichuet 

Eine  nnbeatimmte  Kreistangontc 

fi  *  m 
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mit  dea  Achscnabschnitten  n  und  m,  hat  sich  mit  dem  uuä  F  darauf 
errichteten  Lote 


m     n  '  \»  mj 


nf  der  Leilgeradefi  L 


bedingungsweise  in  einem  Punkte  zu  aclincidoii.  Dies  ist  sofort  in 
dem  Verachwioden  der  Besaltante  dieses  Gleichungssystems,  also  io 


1  1 

n  m 

—  1 

1, 

« 

m 

— » 

1  —1 
m  n 

«  m 

n 

» 

m 

71 

m 

1,     — tgq>. 

-/ 

1, 

-  0 


u%edrfickt  Nach  leichter  Rcduction  oud  Auswertung  der  Detern 
■iaante  findet  man  für  -  dio  Gleichong 


tg9  — 1,  e 


Daraas  und  aus  der  Bedingung,  dass  n  und  m  oincr  Kroistangentc 
angehören,  ergeben  sich  (zur  Elimination  you  m)  die  beiden  Werte 


filr  -  in 


Ii           f-\-etg(p  —  n        n' — r* 


Ordnet  man  die  letsU  Gleichsten uug  nach  n,  so  ergibt  sich  znnftcbst 
eine  Bedingung  biefllr  in 

»»-(/— «xtg<H-2r.Ctg9)nH-'(2/^tg<p4-2«—r),n-l-r«)(/--«Ctgv)—0  (1) 
Eine  zweite  reeultirt  durch  Einführung  der  beiden  Werte  von  £  in 
die  Taogentengleichnng 


Wkd  encbeint  nach  Ordnung  fUr  n  in  der  zweifachen  Form 
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(y-|-«Ctg<3P+/— ectgqp)n-|-[z(  /ctgv-f        . (/— «Ctgv)]— 0  ' 

Nimmt  man  daber  obig©  Gleichung  (1)  am  besten  mit  erstercr  der 
letzten  (2)  zusammen  uinl  oliminirt  daraus  u,  so  rauss  sich  als  Aus- 
dnirk  für  die  drei  gemeiu seh aftlichan  Taogentea  zwiicheD  Gnindkreis 
und  Parabel  F*'')  ergeben. 

Es  wird  nun  nicht  nOtig  die  Elimioatioii  fiftr  den  aUgemeinsten 
Fall  dnrchzuMroD ,  weil  flr  sweckentsprecbende  TnuBvenalBciinitte 
die  Anidr&eke  dnrcb  ein&che  Sobstitutioncn  erhalten  werden  können. 
Solche  Transversalen,  fiOr  welche  yoransdchtUch  bemerkenswerte 
Ausdrücke  dch  eigeben  dorften,  entnimmt  man  ans  den  Tangenten* 
gleichnngen  (3).  Diese  liefern  filr  die  Schnitfgeraden 

«  —  0,  «  —  2r   und   (/— ectgg))y4-(/ctg94-«)*  =  0 

beaehnngsweise  die  Werte  für  das  sn  eliminirettde  «  in 

»  — jr,         -   und  «-^  (y+»Gtg^+/^«Glg9»); 

9 

hie?on  wollen  wir  im  Allgemeinen  Jedoch  nnr  vom  ersten,  das  ist 
dem  Schnitt  der  y  Achse  Gebranch  machen  and  die  letzteren  nnr  Ar 
spedetle  Lagen  von  F  nnd  L  spftter  svr  Anwendung  bringen. 

Die  Gleicliung  für  die  Schnittpunkte  der  gemeinschaftlichon  Kreis- 
Parabel-Tangenten  (oder  Tangenten-S<  ht  iikol  der  „angelegten"  rechten 
Winkel)  mit  der  y  Achse  ist  demnach,  obige  (1)  in  y  goschriebco: 

^^f^MXgt^^retvii^^^  (I) 

Vergleicht  man  diost  Ibe  mit  der  vollständigen  kubischen,  so  er- 
geben Bich  zur  Berechnung  der  Grussen  r,  ctgcp,  e  und  /  nur  die 
drei  Gleichnngen 

a  —  —  {/— 0etg9+3'*ctg4P) 
Ä-.r(2/"ctg9  4-2«  — r) 

wobei  also  eine  Unbekannte  noch  willkttrlich  ansnuehraen  bleibt  Als 
diese  wird  offenbar  der  Grundlraaradins  r  zn  wftiden  sein,  nnd  man 
findet  aas  der  ersten  nnd  dritten  den  Wert  von 

i«t««_  c-i-ar» 
=  

wodnreh  sich  znr  Eestimmnug  von  e  nnd  /  ans  den  beiden  letzten 
die  Beziehangen  herieiten 


Google 
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2rh  -  (c  -f  ar>)/      (6  -f  r«)r«  (g) 
(c+or«)  e+ 2rV  -=  2r«  (g') 

Statt  dieselbea  nach  9  und  /  anftolöaen,  kann  man  bemerken,  dan 
lieh  /)  ein&eber  ergibt  ans  dem  Schnitt  der  beiden  dorch  die 
letiten  Oleidrangea  reprftflentlrten,  aufeinander  aenkrechten  Ge- 
raden g  nnd  IHese  aelbat  werden  am  rascheaten  dnich  ihre 
Aebsenschnitfee  nnd  gm^'  zn  verzeichnen  sein.  Um  gleich  fttr  alle 
FftUe  die  Ausdrücke  znsammenzostellen ,  bat  man  fSr  die  redndrten 
a  —  0  nnd  für  die  eineu  kubischen  Gleichungen  a  0  nnd  b 
zu  setzen;  ausserdem  durfte  es  in  den  meisten  Fällen  vorteilhaft 
sein,  den  Grundkreisradins  r  gleich  der  Constmctionseinhcit  zn  wfth- 
Im,  wofür  dio  Ausdrücke  noch  angegeben  werden  mOgen. 


A.  YollatAndige  knb.  Gleichnngen. 

r  aligcmoin  und  r  s  1 


gM  = 


99  


Für  obigen  Wort  von  ctg<p  kann  man  demnach  einfuhren 

^9  2r'  2  "Ä,  

woraus  man  sogleich  erkennt,  dass  die  Leitgerade  L  entweder  pa- 
rallel liafi  za  den  bezilglich  den  Coordinatenachsea  znr  Geraden  g 
za  verzeichnenden  symmetrischen  Linien  oder  aber  auf  jenen  der 
Geraden  ^  senkrecht  steht  • 


Sr 


&  Redttcirte  knb.  Gleicbnngen. 

r  allgcmem  nnd  r  «  1 

(&  +  rV 


9w  = 


9t 


c 


Clg9  ^ 


9m 


h  +  \ 

2  » 


9» 


ctgy-  — ö 
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C.  Beiae  kub.  Gleichungen  oder  y  ->  V—c* 

r  f*  11 

ff«  — 2'    99'""^  ff«  "^2'  ^»""""^ 

ff»'—  2r,    ^y'«-  ^  2,  <? 

ctg  9  wie  oben. 

Das  ganze  Yerfabrcu  zar  graphischen  Lösnng  von  knbischen 
Gleichungen  besteht  zuerst  in  der  Verzeichnung  der  Grnndfactoren, 
an  welche  dann  der  rechte  Winkel  „anzulegen"  ist,  dessen  Tangenten- 
scbeokel  auf  der  y  Achse  die  Yerlangten  Wurzelwerte  abBchneidet 

Nach  zweckmftssiger  Wabl  in  der  OiOne  des  Gnudkreiaes  wird 
man  den  Fizpnnkt  F  dnrcb  den  Schnitt  der  beiden  Geraden  g  nnd  g' 
darstellen.  Von  den  letateren  verzeichnet  man  znerst  die,  einschere 
AosdrQcke  der  Achsenschnitte  anfweisende  g\  wflhrend  g  durch  den 
Punkt  gm  auf  g'  senkrecht  zn  fAhren  ist  und  F  bestimmt  Wird 
dessen  Ordinate  auf  der  y  Achse  irgendwie  flbertragen,  so  ist  durch 
den  erhaltenen  Punkt  (y  Achsenschnitt)  die  Leitgerade  nach  der  oben 
nfther  angegebenen  Biditiing  zn  iQhren,  oder  ma^  kann  aoch  den 
c  Aehsenschnitt  der  letztem  bestimmen,  wenn  man  die  Grosse  g»  aof 
der  s  Achse  vom  Absdssenpnnlct  e  des  Punktes  F  nach  der  dem 
Torseichen  von  gm  entgegengesetzten  Richtung  abtrlM^  Die  Con- 
struction  der  AusdrQcke  wird  selbst  bei  allgemeinen  r,  die  nicht  in 
Masszahlen  ansgedrflckt  zu  werden  brauchen,  vcrh&ltaissmäsng  ein» 
fach  und  soll  deshalb  hier  nicht  weiter  darauf  eingegangen  werden. 
Ergeben  sich  die  Grundfactoron  in  einer  fbr  die  Anwendung  des 
mechanischen  Verfkhrcns  nngflnstigen  Lage,  so  kann  lüeselhe  bei 
Aenderung  des  Wertes  von  r  stets  leicht  behoben  werden,  was  als 
Vorzug  der  Methode  bezeichnet  werden  muss. 

Schleifende,  ungenaue  Sdinitte  der  Taagentenschenkel  mit  der 
y  Achse  werden  eintreten  bei  extrem  kleinen  oder  grossen  Wurzel- 
werten  (in  Bezug  auf  die  GrOsse  von  r  genommen).  Um  in  solchen 
Fällen  die  Schnittpunkte  genauer  zu  erhalten,  wird  man  im  ersteren 
den  scharf  bestimmten  Borfthrungspunkt  des  Tangentenschenkels  nnd 
Gmndlcreises  mit  dem  Punkte  »  —  2r  verbinden  und  hiesu  die  Pa- 
rallele durch  den  Kroismittelpnnkt  ziehen,  welche  nnu  unter  sehr 
gttnstigem  Winkel  die  y  Achse  im  verlangten  Punkte  trifft.  Im  zwei- 
ten Falle  —  bei  grossen  Wurzelwerten  —  verzeichne  man  nch  den 
zum  Goordinatenursprung  bezQglich  des  Tangentenschenkels  symme- 
trisch gelegenen  Punkt  und  hat  dann  durch  denselben  auf  dessen 
Verbindungslinie  mit  dem  «  Achsenschnittpunkt  des  Tangentenschen- 


der  kMidUm  und  InquaAvikehM  GUiekunifm, 


17 


kds  eine  Senkrechte  za  errichten.  Diese  wird  nun  in  einem  doppolt 
so  grossen  Winkel  als  eben  der  Tangentenscbenkol  mit  der  y  Achse 
eioschliesst,  die  letzter?  im  verlaugten  Punkte  treffen.  Sollte  selbst 
dieser  Winkel  fOr  die  Genauigkeit  des  Schnittes  noch  so  klein  sein, 
so  ist  er  nach  demselben  Verfahren  weiter  zu  verdoppeln  n.  s.  f. 

s  

Zur  Constniction  TOn  V — c  soli  noch  bemerkt  werden,  dass  bei 
(n-ossen  Radicanden  die  Wahl  von  r  =  1  uT)7werkmäs<!if^  wird,  und 
r  als  beliebig  grosse  ganze  Zahl  zn  Tiebin< n  ist,  wudurch  ein  ge- 
naueres Kesoltat  erzielt  werden  kann.  Die  Fixpunkte  F  für  sämmt- 
Uche  Werte  des  Radicanden  von  —  qo  bis  -f-  ^  liegen  alle  auf  einem 

Kreise,  der  über  die  Punkte  «  ~  |  und  «  «  2r,  als  Durdunesser- 

cnden,  beschrieben  werden  kann  Gleichzeitig  wird  man  hier  stets 
die  graphiiche  Probe  über   die  Richtigkeit  des  Kesuitates  durch- 

3   

ffthren  <Pig.  4).   Man  hat  behufs  dessen  den  Punkt  y  ~  V— ö  mit 
Punkt  X  =-\-l  za  verbinden  nnd  hiezu  durch  den  Punkt  y  + 
die  Parallele  bis  zur  s  Achse  zn  ziehen.  Diese  wird  die  Strecke 

— y«^  daselbst  abschneiden.  Bei  richtiger  Constniction  wird 
dann  letztere  Parallele  lotrecht  stehen  avf  der  Yerbindangslinie  dieses 

Pnnktes  x  ^  —  Ve*  mit  dem  Punkte  y  —  V — c. 

Ein  Yerfabreo  für  das  graphische  Kabikwnrzelziehen,  bei  welchem 
ftr  beliebigo  Werte  des  Radicanden  immer  derselbe  Fixpnnkt  für 
das  mechanische  „Winkelanlegeu*^  zur  Benntzang  kommt»  soll  spftter 
mdireel  aas  der  LQsong  einer  rednoirten  Gleiehnug  abgeleitet  werden. 

Darstellung  der  imaginären  Wnrzelwerte. 

Einer  wesentliehen  Ergänzung  bedarf  vorstehende  LOsnngsmetfaode 
dann,  wenn  die  gegebene  knbische  Gleichung  nur  eine  reelle  Wnrzel 
hat,  indem  es  sich  um  die  Darstollnng  der  beiden  flbrigen  imaginären 
Warzehi  handeln  winL  Das  Kriterium  dieses  Falles  wurde  schon 
oben  angegeben  und  hiczu  bemerkt,  dass  letztere  Aufgabe  nur  mehr 
eine  solcbe  2ter  Ordnung  ist,  den  reellen  Wurzel  wert,  der  immer 
durch  das  aiechanische  Yef&bren  gefunden  werden  kann,  als  bekannt 
waussetiend.  Werde  derselbe  mit  bezeichnet»  so  Ist  das  Glei- 
ehangspolynom  durch  (y— wi)  teilbar,  und  der  Quotient  der  Division 
ist  die  betreffende  Gleichung  2ten  Grades,  deren  Wurzeln  die  fehlen* 
des  der  kabischen  sind.  Man  hat  also: 

da  vunosaetmiigagenUlss 

Axtk.  (L  MAth.  u.  Phj*.   a.  B»ik«,  Teil  L  3 
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sein  iniiss.  ]>ie  Wnrzelii  der  qvadiatischen  Gleidiiiiig,  dem  Coeffi- 
deuten  wir  mit 

t9|-{-a  =  2cr    imd    (2irja-f  &)  = /J* 

bezeichnen  wollen,  finden  sieb  als  compicxc  Zahlen^  in  Punkten  der 

Eb^^nc  darj:rstf  llt  in  welchen  der  Kreis  aus  dem  Ursprung  al?  Mittel- 
punkt mit  dem  Radius  ß  beschriebvii  von  der  durdi  den  Punkt 
y  =  —  a  zur  X  Achse  j,'czogenen  Parallelen  geschnittcu  wird.  lu 
Fig.  3.  ist  das  Beispiel  der  graphischen  Lösung  von 

f*-f  5y— 33  -  0 

(iur  hf»eführt  und  wurde  nach  Verzeichnnncr  von  F  und  L  fbei  der 
Annahme  von  r     2)  die  reelle  Wurzel  t,  erhalten.  Somit  ist 

«--fi,  ^  =  vii  BDd  ;^^|  «-izfryniö 

FOr  redacirte  Gleidinngen  wird 

Für  die  reinen  kubischen  oder  die  Knbikwnrzel  ist  dann 

d.  b.  die  Punkte  ir^,  rr^.  ir^,  welche  die  gleichnamigen  Warzelwerte 
darstellen,  sind  die  Punkte  der  Dreiteilung  des  Kreises  mit  dorn 
Radios  (Tj  aus  O.  In  Fig.    kamen  sie  gleichfalls  zor  Verzeichnung. 

Eine  zweite  Methode  der  Darstellnng  imaginärer  Wnrxdwertc, 
die  mehr  wissenschaftliches  Interesse  hat,  soU  an  demselben  61ei- 
cbnngsbeispiele  der  obigen  Fig.  3.  non  in  Fig.  6.  dnrchgeftihrt  wer- 
den. Man  gelangt  hiesn  durch  folgende  BetrMhtnngen. 

Nachdem  durch  das  mechanische  Verfahren  au?  K,  L  und  F  der 
reelle  Wurzelwert,  also  Punkt  »r,  abgeleitet  wurde,  hat  man  zu  he- 
deukeu,  dass  die  noch  fehlenden  Werte  in  den  Schnittpunkten  des 
imaginären  Tangentenpaarcs  zwischen  Grundkreis  und  Paraht^l  (LF) 
mit  der  transversalen  j/  Achse  reprüseutirt  sind.  Dieses  heif^st  mit 
anderen  Worten,  sucht  man  zuerst  den  reellen  Contingenzpuuki  dieser 
coiijugirten  Tangenten,  so  sind  die  Punkte,  welche  die  imaginären 
Wurzulwortc  darstellen,  die  beiden  imaginären  Doppelpunkte  jener 
Pnnkteinvolntion,  die  auf  der  ^  Achse  dnrch  eine  Strahleuinvolution 
erzeugt  wird,  welche  für  jenen  Gontingenzpnnkt  als  Trlgcr  in  Bezug 
anf  einen  der  Kegelschnitte  (Kreis  oder  Parabel)  gegeben  mdieint. 
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Die  imaginiFeii  Doppelpnnkte  aber  ersetzen  sich  dnrch  reelle  der 
£beiie,  die  zu  beiden  Seiten  des  Trikgers  (y  Achse)  als  Mittelpankto 
Ton  rechtwinkligen  StrableninTolationcn  auftreten,  die  zur  Punkte- 
isTolatien  perspectiviach  liegen.  Es  kommt  also  zan&chst  darauf  an 
jenen  reellen  Contingenzpunkt  der  beiden  imaginären  gemeinsamen 
KreiS'Parabeltan^entcn  —  wir  wollen  ihn  mit  o  bezeichnen  —  aus 
dem  bekannten  C!ontiogenzpankt  ir^  abzuleiten. 

Behufs  dessen  suche  man  den  Schnittpunkt  P  der  homologen 
(Bertthrungspunktsvorbindungen)  OT  und  OpTp^  so  ist  derselbe  der 
Schnittpunkt  jener  beiden  gemeinschaftlichen  Kreis-Parabel-Sccanten, 
die  als  CoUincatlOttsachsen  sowohl  zu  als  auch  m  als  Centra  einer 
eoUinear  verwandten  Zuordnung  von  Kreis  und  Parabel  genommen 
werden  können.  Es  muss  daher  die  gemeinsame  Polare  pp  des 
Pnnktes  P  in  Bezag  auf  Kreis  und  Parabel  jenen  Punkt  o  enthalten. 
Zieht  man  eine  jener  gemeinschaftlicbcn  Krcis-Parabel-Secanten  dnrch 

deren  Richtung  ÄXfg^  durch  die  Gegeuachsc  uAX^  bestimmt  ist 
(welche  eine  KreistanL'oiitc  zu  dem  dem  unendlichfernen  Punkte  u^q 
der  Parabel  cntsprecheudcn  Kreispunkte  u  sein  muss),  so  schneidet 
dieselbe  die  vorhandenen  Kreistan|i:enten  der  tr,  in  5  und  ö'.  Ver- 
zeichnet man  sich  die  aus  den  letztern  Punkten  noch  möglichen 
zweiten  Kreistaiigcüten  und  ordnet  nun  die  Berührungspunkte  s  und  q 
beziehungsweise  jenen  7p  und  Op  zu,  so  mü'<>'^ti  sich  die  Strnhlen 
tTp^  SfT,  sowie  qOp  auf  der  Polaren  im  fraglichen  Coutingenz- 
puokte  to  schneiden;  sp  ist  nämlich  der  dem  Kreispunkte  .«r  homoIngo 
Parabelpunkt  und  ^It  hier  zufällig  mit  dem  Parabelsch eitel  zusammen. 

Nachdem  u  gefunden  ist,  gibt  das  rechtwinklig  entsprechende 
Strahlenpaar  der  Involution  d.  i.  tooR,  (aR'  die  beiden  entsprechenden 
Paukte  R  und  R\  über  welche  als  Durchmesserenden  der  Kreis  x 
tu  verzeichnen  kommt  Ein  zweites  Punktepaar  würde  gleichfalls 
einen  solchen  Kreis  liefern,  der  wie  x  jene  imaginär  ersetzenden, 
reellen  Punkte  der  Ebene  enthalten  müsste.  Einfacher  werden  die- 
selben aus  dem  Involutionsccntrnm  J  abgeleitet,  da  sie  im  Schnitte 
des  Kreises  x  mit  der  Senkrechten  dtircli  J  geführt,  gleich- 

falls sich  orLTbi  n  müssen.  Das  Involutionscentruin  ./  aber  bestimmt 
sirb  durch  lUm  Strahl  J^ri^  welcher  dem  durch  co  zur  y  Achse  parallel 
gezogenen  Strahl  der  Involntion  homolog  ist  -,  der  Punkt  /  auf  der 
X  Achse  gelegen  —  ist  der  Pol  dieses  Strahles  als  Polare  bezüglich  des 
Kreises. 

Die  erhaltenen  Pnnkto  jr,  und  sind  die  Träger  jener  recht- 
winkligen, zur  Punkteinvoiutioii  pf  rspeetivisch  liegenden  Str.ihlen- 
involution,  und  zugleich  die  graphische  Darstellung  der  complcken 
Werte  der  noch  f*'hlendou  imagiu&rca  Wurzeln  unserer  gegebeoou 
kahiscben  Gleichung. 
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Dm  ▼ontehende  Verfahren  kann  auch  in  dem  Falle  angewendet 
werden,  wenn  die  knbiBcbe  Gleichang  drei  reelle  Wnrzeln  hat  nnd 
einer  oder  zwei  dieser  Werte  sich  durch  das  mechanische  Verfahren 
angenan  ergeben  würden. 

Man  kann  jodoch  in  einem  solchen  Falle  zur  genaueren  Bcstira- 
mung  einer  der  Wurzeln  eine  aus  der  Theorie  der  kubischen,  für 

rcducirtt*  Gleichungen  gcitondc  Relation  benutzen.  Verlegt  man  näm- 
lich den  Urspruug  O,  d.  i.  den  Aufangspaukt  der  Zählung  um  die 

Grdsse      ^  nach  0\  so  werden  bekanntlich  ftür  den  neuen  An« 

fangspunkt  O'  die  Wnrzelwerte  zn  solchen  einer  redncirten  Gleichung 
and  fUr  diese  gilt  der  Sali,  dass  die  algebraische  Summe  Je  zweier 
Wnrzeln  gleich  ist  dem  Entgegengesetzten  der  dritten.  Sind  also 
zwei  von  den  Wnrzelwerten  genau,  so  Iftsst  sich  darnach  d^  dritte, 
nnsicfaere  corrigiren. 

Transversalschnitte  fUr  speciello  Lagen 
der  Grandfactoren. 

Obwohl  im  Vorstehenden  das  ProbU  in  der  mechanisch-graphischen 
Lösung  der  kubischen  GleichiiTiiz«  [i  im  Allgemeinen  und  Speciellen 
durebgeführt  erscheint,  sollen  liier  ducb  noch  einige  Transversal- 
schnittc  hervorgehoben  werden,  welebe  bei  besouderea  Lageu  von  L 
und  F  gegen  K  bemerkenswerte  Resultate  liefern,  die  sich  zwar 
weniger  fttr  voUstäudige,  aber  recht  gut  für  redncirte  kubische  Glei- 
chungen verwenden  lassen. 

Lisst  man  die  Leitgerade  L  mit  der  y  Achse  zosammenfsllen, 
so  ist  in  obige  Gleichnng  (1) 

etg9^  0 
eiuzufttbren,  wodurch  sie  übergeht  in 

n»— /Vi»+r(2«— r)n+/r«  =  0  (3) 

nnd  mit 

(«— 2r)n»+2ryn— r%  —  0  (2) 

zusammen  zn  nehmen  ist,  nm  die  nnbestimmto  GrOsso  n  zu  eliminiren. 
Dies  kann  wieder  im  Besonderen  geschehen  für  «     0  nnd  x  ^2r^ 

welche  beziehnngsweise  liefern  » y  nnd  n  »       Damach  werden 

9 

die  Aosdracke  fttr  den  y  Achsenscfanitt,  respective  den  der  panllelen 
Kreistangente 

If'-J^+KSe-Oy+A-«  -  0  (4) 

y«  +  (2c-r)^Sf»-r»i,  +  ^-  -0  (5) 
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Ifit 


laflseo  sich  Gl«ichiingea  bebtndelti  von  der  Form 


mit  letzterem  die  unter  die  Grappen 

gehörigen  bei  beliebiger  Variation  der  Yonseicheii  Ton  a  und  & 
Blebei  sind  aber  nnter  o,,  h  nnd  0  nor  die  nnmeriBdien  Werte  der 
Coefficienten  verstanden.  Gleiclizeitige  Aendemng  dar  Vorzeichen 
von  a  und  e  in  die  entgegengesetzten  nnd  die  Beibehaltnng  des 
Zeichen«  von  h  involvirt  nnr  den  üebergaug  sn  einer  Oleichnng  mit 
den  numerisch  i^eichen  aber  entgegengesetzt  bezeichneten  Wnrzeln 
der  nrsprünglichen. 

Die  Vergleiche  der  a-l!:rmcincn  Formpii  mit  (4)  und  (5)  ergeben 
Relationen,  ans  dencu  sich  die  BestimnuiugsgrusscQ  r,  c  und  /  leicht 
durch  die  bckauntcu  Coefficienten  b  und  c  reell  ausdrücken  lassen. 
Es  iTiML"^  jofiocli  HUF  darauf  hingewiesen  worden,  da  die  Ausführung 
weiter  keine  Schwierigkeiten  bietet.  Uebrigens  lassen  sich  diese  Ke- 
saltate  nicht  so  zweckmässig  anwenden,  als  jene,  welche  sich  bei  der 
allgemeiueu  Lage  von  L  ergaben.  Diese  Bemerkung  gilt  übrigens 
aaeh  für  die  wenigen  noch  später  za  entwickelnden  allgcmeinern  Fälle. 


Specialisirt  man  ^e  Abseisse  des  Fixpnnlttes  F  anf  t 


so 


ergibt  sich  für  den  Ausdruck  (5)  die  roducirto  kubische  Gleichung 

**-r»y  +  ^-0  (H) 
die  ftkr  ooseni  Zweck  sofort  verwendbar  ist 

Die  Ausdrücke  für  andere  Transversalschnitte  leiten  sich  aus 
dem  Eluiuiiationsrcsultat  von  n  ans  obigen  Gleichuiigeu  (3)  uud  (2) 
ab.   Dasselbo  ist  dargestellt  in: 

r(2c--r)     >V*  0 
1         -/    r(3s-.r)  A« 

0       «— Sfcr      2rv     — r*x 

0 


l 

0 
0 

0 


Ir 


iry  — 


r 

0 

0 
0 


0 

y 


-«  f 

0  1 

y  X 


0 


0 


X — 2r  y     r      Ü  U 


oder  dorch  eine  Determinante  niedrigerer  Ordnung  aasgedrflckt  in 

(     r  y  2r  —  x 


-0 


Google 


Für  0  bekommt  mm  die  Schnitte  mit  der  m  Aclue  in  der  Glei- 
chong: 

Tia&Bformirt  ntn  dieselbe  von  «  auf  -ly,  so  folgt  die  ^nfiiebere 

,^_2(26--r)ij»-[/»— (2«— r)«]i|+2</«-  0  (6) 

Die  Wnneln  i}  sind  dann  die  OnUnaten  in  den  <r  Adisentclinitt- 
punkten  bis  za  der  dnreli  den  Ursprang  gehenden  Geraden 

•  r 

Der  Aasdrack  (6)  kann  vrieder  dienea  allgcmeiue  Gleichungen  von 

der  1  ürm 

nfl  ±  äff — (i|  ±  c  0 

zu  bcbandclD,  wobei  beliebige  Variation  der  Vorzeichen  von  a  und  e 
gestattet  ist 

Setzt  man  in  (6)  wieder  Absdsse  «  » |,  so  erhilt  man  die 

redacirte  Gleichung 

«?W*i|+/»r  =  0   und  (HD 

also  iUr  die  x  Achse: 

Es  mag  noch  der  Ausdruck  fOr  dio  Schnittpunkte  einer  Traus- 
versalen  aufgestellt  worden,  die  dnrch  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
gebend,  senlorecht  steht  auf  des  letzteren  Yerbindangslinic  mit  dem 
Fizpunkte  F;  eine  solche  ist  in  Fig.  6.  verzeichnet 

Die  auf  der  Transversalen  vom  Mittelpunkt  dos  Kn  iscs  als  An- 
fangspunkt o  zn  zähU'ndon,  durch  die  TaiiL*  iiten  ab^:(>schi;ittcucü 
Streckeu  seien  mit  z  bezcicbuct,  der  Neigungswinkel  der  Transver- 
salen zur  X  Achse  mit  «,  dio  Strecke  oF  mit  «  und  das  Transvcr- 
salcnstück  vom  Mittelpunkt  dos  Kreises  bi^?  zur  v  Achse  mit  L  Dann 
sind  in  obige  Deterniinaiito  fol[»ende  Subsiitutioueu  uinzuführcn: 
y-«  «sin  er,  r  —  «— /sina,  /*  =»  «cos« 
X  =-  r*)-sC0Sff,    ex-^fy  =  r(<5 -f- « COS «) 

Hebt  man  die  Factoren  r  weg  nnd  zieht  dio  dritte  von  der  ersten 
Colonnc  ab,  so  wird: 


«eosa  sSiaa        r— sCOBo 

— «sin«  «cos«  r-|-«eosar 

«cos« — «sina  «sina-4-«co8o  2«sino 


«  0  r— «Cosa 
0  j  r-|-«C08« 
•  2«8in« 


=  0 
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Fohrt  man  schliesBlich  noch 

r 

t  —  

Cosa 

ein,  M  folgt  die  letzle  Form  und  ihre  Auwertong  in 

*    0    <  — «I 

0  «  f  +  =  *3_|.(^__2«tgo)«^  — =0  (7) 
«     «  2atga| 

An  I,  «  nad  tf  Iftsst  sich  sofort  wieder 

r—iG08a,  /">«co8a,  0  »  r— /aino  • 
dweh  GonrtnictiOB  herstellen. 

Der  Aasdmck  (7)  kann  wieder  mit  der  allgemeinen  Form 

für  beliebige  Vorzeichen  von  a  nnd  c  verglichen  werden  und  liefert 
piiieu  immer  angebbarea  Winkel  a,  sowie  b  und  t  reell  durch  a,  b 
und  0  aoflgedrückt. 

Zum  üebergang  auf  eine  redneirte  Gleichnqg  hat  man  wieder 

r 

t  =  2«  tg  a   oder   r  ==  2«  sm  a     2(r  —  e)    d.  L  «  2 
n  ipedalisiren  und  erhält  damit: 

z^—s^z-^-aH  ==  0  (IV) 

Zar  Anwendung  dieser  Gleicfanng  dürfte  sich  die  Anordnung  in  Fig.  7. 
eignen,  welche  ans  Fig.  6.  durch  Rechtsdrehnng  um  den  Winkel 
«)  entstanden  ist  In  Fig.  7.  ist  also  die  y  Achse  Transversale, 
fliegt  aof  der  tt  Achse,  während  eine  Krcistangcntc  von  x  Achsen- 
Neigung  a  als  Loitgerade  L  auftritt.  Bei  der  Ck>nstriictIon  wird  man 
i  und  2«  auf  die  Achsen  von  O  aus  auftragen,  um  in  der  Verbin- 
dungslinie der  erhaltenen  Punkte  die  Leitgerade  L  darzustellen.  An 
dieselbe  ist  der  Grundkreis  K  berührend  (aus  dem  Mittelpunkte  O) 
a  besehreihen.  F  befindet  sich  im  Abstände  •  vom  Mittelpunkte. 

Die  bis  jetzt  eriialteneii  redncirten  Gletchnngen  haben  als  charak- 
teristiflches  Merkmal  den  negatiTen  Coefficienten  der  ersten  Potenz 
der  Unbekannten.  Damit  sind  also  alle  Fälle  erledigt,  die  unter  die 
Ford 

gehören,  wobei  die  doppelten  Vorzeichen  des  letzten  Teiles  gleichen 
aber  entgegengesetzt  bezeichneten  Wurzeln  entsprechen.    Da  den 
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absolaten  Werten  von  p  und  q  kein©  Schranken  gesetzt  sind,  so  ist 
auch  der  Fall  mit  zwei  gleichen,  und  der  irrcdu'iblt'  mit  droi  ver- 
schiedenen reellcü  Wurzeln  raiteinbegriffen.  Die  erhaitcncu  Gleichua- 
gtiu  haben  auch  das  GomeiDsame  der  YorauszaseUenden  Bedingung, 
dass  die  Abscisse  von  F  d.  i. 

r 

zu  uehmeu  ist. 

Werden  onsere  Resultate  der  obigen  Form,  die  als  gegebene, 
aufzulösende  Gleichung  gilt,  gegenüber  gestellt,  so  bekommt  man  für 
die  Constraction  der  Grandiactoren  folgende  Werte  der  hieza  oAtigen 
Dimensionen,  und  zwar 

bei(U)  y»--rV-f-}*-0,  r-yp,  /-^-f 

bd(in)  iy»-./«ij+/v-o,       /-Vi»,  ^-J^^l 

bei  (IV)     — A  +  A  — 0,  VPi     *  =  ~ 

£inc  zweite  besondere  Lage  der  Gmndftctoren  geht  aus  der 
allgemeinen  ben  or,  indem  man  in  die  x  Acbse  versetzt  Damacb 
ist  in  Gldebong  (l)  das      0  zn  setaen,  woditreb  sie  abergebt  in 

n»—  (2r— «)clg9n*H-r(2*— *•)«— r*«ctg4f  ä  0  (8) 

Diese  beben  wir  wieder  bebnüi  Elimination  von  n  mit  obiger  Olei- 
cbnog  (2)  znsammenznbalten. 

Die  eiufacbston  bervorzubebenden  Transversalachnitte  sind  aacb 
hier  wieder 

für  x  =  ü,  wodurch  n  =  y 

anzosetzen  kommt  Damit  werden  ans  (8)  die  folgenden: 

—  (2r  -  e)  ctg  (pjf^-i-  r(2c  -  r)  y  —  r^e  ctg  y  =  0  (9) 

Sf^H-''-^rtgvy«H-^^rV--^*l«y  =0  (10) 

Von  diesen  ist  jedoch  nur  erstere  (9)  verwendbar  zur  Behandlung 
der  vollständigen  Gleichungen  von  der  Form 
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Die  andern  FAUe  bei  positivem  b  siud  nar  bedingnngsweise  zu  lösen 
BögUdL  Es  rnuss  n&mlich  numerisch  gonominen 

Mn,  dsjnit  das  r  ans  dem  Vergleiche  der  Coefficientcnausdrücke  sich 
«rgeben  kann.  Die  AnsdrQckc  fQr  r,  «  nnd  ctgqp  durch  a,  b  und  o 
sid  überhaupt  wen^r  einfach  zu  constmiren  and  das  erste  allge* 
■eise  TeriahreiL  Torzuzieben. 

Bei  Spccialisirang  von  «     2r  folgt  aus  (9): 

»»+3r*jf  —  2r5ctg9>  —  0  (V) 

r 

Bild  bei  jener  von  ^        ^^'^  (10): 

jr»+3rV— 2r»tg9  -  0  (VI) 

Diese  reducirton  Gleichungen  sind  für  coinpleinoutäre  Winkel  cp  ein- 
ander gleich,  so  dass  fär  e  —  2r  und  einem  bestimmten  q>  auf  der 

f  Achse  dieMÜben  Wvrzelwerte  erscheinen  als  für  «    ^  nnd  dem 

Winkel  (90  —  g>)  auf  der  i)ar<allelen  Taugcntc  x  =  2r.  Es  braucht 
demoach  nur  der  Ausdruck  (V)  woiters  berücksichtigt  zu  werden. 

Derselbe  Ifist  nun  die  redndrteu  Gieichnngen  von  der  Form 

mit  dmnkteristisch  positivem  p,  und  erh&lt  man  beim  Vergleiche  mit 
(¥)  sofort: 

Die  Gleicbangcn  dieser  Gruppe  habea  bekanntlich  bei  beliebigen 
nunirris«  hen  Werten  von  j>  und  g  stets  eine  reuUc  und  zwei  imagi- 
näre Wurzein. 

Von  Interesse  ist  die  Aosnfitznng  der  Gleichung  (V)  zur  Anf- 
stellnng  eines  besonderen,  indirecten  Verfahrens  des  Kubikwurzel* 
Ziehens  aus  einer  beliebigen  reellen  Grösse,  das  gegenttber  dem  be- 
reüs  oben  darchgefükhrten  zweckmftssige  ConstmcÜonsvorteile  gewährt 

Graphisches  Kubikwurzelzieheu. 

Zur  Einfachheit  der  Ableitung  des  Verfahrens  können  wir  im 
Folgendeu  den  Gmndkrcisradins  r     1  setzen  und  erhalten  damit 

,8^3y-.2ctg9-0  (V') 
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80  dass 

wird.  Lösen  \\\r  diese  Gleicbimg  trigonometrisch  auf  and  nennen 
deu  ersten  HUfswiukel  den  zwcitcu  t^,  so  folgt  bei  unseren  Coeffi» 
denten  j>  und  9  nach  bekannten  Formeln: 

tg2=  tgip  d.  i.  2  9) 

somit 

nnd  die  reelle  Wnrael 
Setzen  wir  <p  in  der  Form 

unttT  s  eine  beUobige  reelle  Zahl  verstanden,  voians,  so  können  wir 
tTj  sehr  Icicbt  durch  das  mechanische  Verfahren  erhalten  nnd  kennen 
also  damit  ^.  Damach  ist  in 

ctgtl»  —  y» 

die  Teriangte  KnUkwitrsel  gefanden. 

Es  ist  demnach  nnr  nötig  die  Constraction  so  anzuordnen,  dass 
man  bei  constantem  Grundkreis  und  auverändcrtcm  Fixpunkt  für 

beliebig  viele  gegebene  Zablen  oder  Strecken  =  sowohl  die  Wurzel- 
werte  einfach  finden,  als  auch  gleichzeitig  am  Kesultate  eine  gra- 
phische Genanigkeitsprobe  aiistellcu  kann.  Diesen  Zweck  dürfte  das 
Arraugcnieut  in  Fig.  erfüllen. 

An  den  Grandkreis,  mit  dem  Radius  r  —  1  beschrieben,  ziehen 
wir  durch  den  Scheitel  O  die  Achse  der  y  oder  wie  sie  in  der  Figur 

1 

bezeichnet  wurde,  als  jene  der  y' z  und  durch  den  scharf  markirten, 
höchsten  Punkt  //  die  zur  jc  Achse  j  u.Ulelo  Horizontalachse  der  z. 
O  und  //  sind  die  Aufangs-Zählpuuktc  für  die  bezeichuetcu  Grössen 
ihrer  Achsen.  Nun  trage  man  auf  der  obern  Horizontal-Achso  von 
H  aas  4*'  rechts  und,  zum  Zwecke  der  später  darcbgefübrien 
Probe,  dasselbe  von  0  aus  auf  der  y  Achse  nach  abwärts  aut  Her- 
naeh  lege  man  die  Tangente  durch  den  ersteren  Punkt  an  den 
Kreis,  so  ist  damit  sofort  der  oben  definirte  Winkel  fp  bestinunt. 
Es  ist  also  nur  die  Leitgerade  L  durch  0  parallel  zur  tetzten  Tan- 
gente zu  neben.   Zeichnet  man  überdies  an  den  Grondkreis  noch 

die  parallele  zweite  Tangente,  so  schneidet  diese  offenbar  von 
H  aus  gerechnet  links  auf  der  Achse  ab.  Nun  „legen^^  wir  durch  F 
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n  L  und  K  den  rechten  Winkel  „an^S  so  erhalten  wir  durch  den 

üngenleiiichenkel  anf  der  y  Achse  sofort  in  Öw^  die  Strecke 
—  SctgSfp  markirt  Werden  schliesslich  sor  Yerbindiingslinie  w^f 
die  paraDden  Tangenten  an  den  Kreis  geiogen,  so  liefern  diese  die 


dgifr     1?«  nnd  — tg^  —  —  |/j  auf  der  y  Achse. 


Die 


ijidpiinkte  der  Strecken  sind  mit  ihren  Werten  für  den  Anfangs- 
i&hlpnnkt  O  bcnaunt,  daher  obige  Bezeichnung  der  ^  Achse.  Behufs 

dsr  Geoanigkeitsprobc  hat  man  den  Pnnkt  y  z  mit  dem  Krcismittel- 
0  an  wliinden  and  hiean  die  Parallelo  dnrch  den  nntem 


Pankt  M  (der  $  Achse)  sowohl,  als  jenen  ^|/^  za  ziehen,  welche 

aaf  der  c  Achse  die  Strecken  -^nß  und  |,/^s*  von  O  ans  gerechnet, 

abschneiden  mAssen.    Ist  das  Resultat  genau,  so  muss  die  Verbiu- 

3  i 

Igstinie  (y  -.  Vz')  auf  diesen  eben  gezogenen  Parallelen  nun  auch 
senkrecht  atehen.   Die  Parallele,  die  man  dann  durch  den 


Pankt         zur  obbenannten  Yerbindongslinie  sieht,  wird  auf  der 

y  Aehae  ^  oarkiren,  Ton  dessen  Uebereinstiaimang  mit  jenem  der 

HoriaoBtaladise  man  sich  xa  ttberzeugen  hat  Da  durch  dieses  Probe- 
ferfrhren  auf  der  «  Achse  die  Quadrate  der  Kubikwurzeln  erhalten 
Warden,  so  ist  dieselbe  in  der  Figar  darnach  bezeichnet  worden. 

Jene  Punkte  der  Ebene,  welche!  die  noch  fehlenden  eomplexeu 
Wene  der  Kubikwurzeln  darstellen,  liegen  bekanntlich  für  alle  -\-» 
Lui  den  beiden  Strahlen,  welche  mit  der  Achse  als  dritten  die 
Dreiteilung  des  vollen  Winkels  um  O  bilden  und  zwar  in  einer  Ent- 

3 

femung  vou  O  gleich  dem  reellen  Werte  von  y z. 

Sind  die  g^ebencu  Werte  von  «  numerisch  sehr  gross  oder  sehr 
klein,  so  wird  auch  *p  sehr  klein  nnd  L  für  das  „Anlegen**  des 

rechten  Winkels  ungünstig  ansfallen.   Man  hat  dann  statt  s  nur  -3; 

»ifzutrageo,  unter  n  eine  boliebifrn  rational«',  ^anze  oder  gebrochene 

Zahl  ^  1  verstanden  und  erlnUt        ijünstigcr  Wahl  von  »  immer 

gate  Verhaltnisse  fttr  die  Ausführung  der  Coustructiou.   Die  daraus 

.1 

erhattene  Worael  ist  dann  der  nte  Teil  von  V«,  Aber  auch  bei 
Werten  von  s,  die  sehr  nahe  der  Einheit  sind,  wird  eben  7  sehr 
ashe  an  90*  nnd  das  Verfahren  wieder  nnsicher,  und  wird  man,  um 
den  ansrnweichen,  den  GoefBcionten  n  <C  1  za  nehmen  haben. 
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Anmerknug.  Mit  dem  sraphiffb«?.  Kübikwur7?!?!*^h«Pi  *iüd 
die  LöMOfen  raaücfcer  Aufgabea  au?  ö  r  SicrtomvErie  ver- 
knüpft: ;o  di-i  VerwändiniigCD  von  PiMvenicni  la  inhalts- 
gleiche  WärfcL  das  verall gemeine rtt  Delrsche  Problem  der 
BestimroaDg  einer  Dimension  jcctö  frmffücbeii  Kürpers, 
welcher         beliebig  normirtem  InhAitÄverimtnisä  einem 

Ans  den  Tafeln  folgert  man  leicht  die  näherongsveisen 
tr:jD-:n:ctr:5chei:  Tair-nton  Cenrriwinkel  einer  7.  11 
un  i  13  T- ilang  des  Kroisnmianjcs  mit  nachstehend  ange- 
gebenen ünearen  Feiilent  der  TeilngsselmeB: 

hjO      »  .  1 

£aisttg-^  =  v2     bei  eiaea  Selaeafeyer  ¥ob 

 ^! 

615 

1 

Die  Radiraadea  sud  eben  lllr  die  Ammeuimag  bei  beliebigeB 
KieiseB  okite  ToiMSsriiug  etaes  Xasnlabes  leicbt  bemt- 
stellen. 

Kol  d'^-a  Tolhta.ndijc!i  k::biiLiicDL  Gkicbunctn  -.'uräv  iioob  auf 
einen  besondereü  TrAiüVcrädlacbnitt  hingewieäcü,  livr  tior;  cuxch  dio 
Gleichang 

cbanJrtehsirt  ist  and  f är  ■  als  i^nbstilauoiiinreft  ia  vi)  erg»b: 

Für  uns<  rc  Specialisimng,  wo  F  auf  der  x  Achse  liegt,  bat  man 
fir  die  Iransrersaie,  da  jetil/  »  0  ^t,  die  Gkkbaag 

dL  L  aber  aasere  Ldtgerade  £  selbst 

wir  die  Strecken,  die  ani  derselben  durch  die  Scheitel- 
paakte  der  anju!rrenden  rechten  Wbkel  —  gezählt  vom  Unpiuag 
aas  —  aMckirt  wetdea,  a,  so  bat  iBaa  ntatfbü  ta  aetaea 

X  s  ies69,    f  =^  asia^ 

and  erhält  dAmit 

8-<-tfess9 

m  — »  :  

sm^ 
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der  |w6ucA<ii  und  bi^imdTaÜtekm  Gl^dam^. 

Für  die  föigenden  Betrachtangen  wollen  irir  dio  bisherige  posi- 
tive mit  dt  r  negativen  Seite  der  x  Achse  vortoiwchen,  haben  also  in 
obiger  Gleichung  (8)  das  -|-r  durch  --r  sa  ersetzen,  wodurch  sie 
Abelgeht  in 

it>4.(2r-f  0)ctg9nS^r(2e-|-r)ii->r'«etg4»  —  0  (8') 

Entwickelt  mau  vun  tlvm  Substitutioiisresultatc  der  Grösse  u  nur 
die  Teile  mit      so  lassen  sie  sich  in  den  Aasdruck  zusammonziohen 

2c03(p 

«onus  man  die  weitere  Bediugung 

ciiüiimmt,  für  welche  der  Ausdruck  des  Transvcrsalsclmittes  sich  in 
einer  reducirten  kubischen  Gleichung  darstellen  wird.  Darnach  ist 
in  (8  )  zu  setzen  für 

rCOBip 

«  ■»  —  

vmtp 

Kach  leichten  Reductionen  folgt  der  einfache  Ausdruck 

23  —  3r3»2  +  2r3  cos  <p  =  0  *)  (VII) 
der  mit  der  aUgemeinen  Form 

Tcrgliclten  für  r  und  9>  die  Werte 


•)  KQrxcr  als  darch  alle  fliese  Spcnalisirungen  erhält  man  diesen  Aas- 
crg'^k  durch  dte  Aaffn^sung,  das«  die  Strecken  x  nichts  anderes  sind  iils  die 
R:uiienvectoren  för  die  Funkte  der  durch  Grundkrcia  und  Fixpnnkt  F  gege- 
benen Kreisfuskpunktscarve  bezugcii  auf  ein  rularcoordinatensj^stcm.  Dio 
PbUracbse  desselben  verbisdot  dea  Kreismittelpnokt  mit  F  dem  Mittelponkt 

Lotstnblen«  nnd  der  Pol  des  Syttemi  ist  der  Schnittpnnkt  dieter  Oenden 
OHt  dm  KreiM.  Fftr  ein  reehtwinkliges  AehiMMjrstem  mit  dem  Pol  des  obi- 
SM  SfHenw  »1«  ürtprong  ttod  der  Polaraclu«  «le  poeitiTer  Seite  der  *  Aehae 
•U  die  Gleiebang  d«r  Krriafiuipiinktiaim  bekenodldi 

y+C«-«)«]!*  -  [y«+(«+r)(»-e)]« 
vomt  dareb  üebergeag  e«f  das  PoIarfjrMen  («»  ^)  die  PolsrgMehang  — 
■ii  obigar  flbereiiistiiDmeiid  —  sieh  in 

•^^3r*e-i-2«'co89V  —  0 
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liefert  Daraus  erkennen  wir  aber  sofort  die  Einscbrinkaog  in  den 
Werten  der  Coefficienten  durch  die  BedingoDg 


wenn  ein  Winkel  q>  möglich  sein  soll.  Obiger  Aiisdrnck  (VII)  eignet 
sich  daher  ansscliliesslich  zur  Behandlung  des  irreduciblen  Falles 
der  mhicirten  kubischen  Gleichungen.  In  Folf^e  des  einfachen  Zn- 
sammeuhaiiges  dieses  Falles  mit  der  „Dreiteilung  des  Winkels"  kann 
die  erhaltene  Gleichung  (VII)  mit  Vorteil  zur  Bchaudluug  dieses 
Problems  ansgeutitzt  werden. 


Sot/.t  man  wieder  den  Grundkreisradios  r  »  1  und  fährt  den 
Winkel  a  —  180—  2^  ein,  so  geht  (VII)  über  in 


ist  dann,  wie  aus  Fig.  9.  orsidillieh,  ni<^tB  anderes  als  der 
Gentriwiukel  dos  Gmndkreises,  der  aber  jmen  Bogen  ansteht,  den 
die  Leitgerade  mit  der  Noignng  <p  von  diesem  Kreis«  abschneidet 
Darnach  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  nach  der  bekannten 
trigonometrischen  Lösung 


Wir  erhalten  demnach  dircct  von  einem  Winkel  a  die  Sehnen 
seines  dritten  Teilens,  des  Drittels  seines  Ezplemontes  und  des  nm 
einen  ganzen  Umfang  vermehrten  Winkels  —  fttr  den  Gmndkreis. 
Da  alle  drei  Wurzeln  der  reducirten  kubischen  Gleichung  in  diesem 
Falle  reell  sein  mtlssen,  so  kann  fOr  den  nngHustigcn  Fall  einer  sich 
ungenau  efgeboudeu  Wurzel,  dieselbe  nach  der  algebraischen  Summe 
•  der  beiden  anderen  corrigirt  werden. 

Verlängert  man  den  schiefen  Sriienkel  von  a  über  den  Mittel- 
punkt hinaus,  so  erhält  man  von  der  i)ositiven  sc  Achse  an  gerechnet 
den  Winkel  181)  — «,  der  nun  ebenso  behandelt  werd(>n  kann,  wie 
fruiier  «,  so  dass  der  zugehörige  Winkel  y  jetzt  in  über- 
ging. Dann  erliaiten  wir  auf  der  neuen  Leitgeraden  L\  welche  den 
Endpunkt  des  Winkel-Scbcnkels  (180  — er)  mit  O  verbindet,  offenbar 
sofort  dnreh  „Anlegen'"  des  rechten  Winkels  die  Wurzel  werte  der 
Gleichung  (Vii )  iür  diesen  Winkel  in 


Triscction  des  Winkels. 


— 32-|-28in^  =  0 
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.  — «\         ,  ^        180  — a\ 

IC,  —  chord  ( — g — J ;  chord  i — ^ —  j 

eliord(^+") 

üm  weitere  Eigenechaften  der  Figur  nachzaweiscn,  denke  man 
fldi  in  einem  Halbkreise  des  6mndkreise&  aus  den  Endpnokten  soi- 
M  Dordunessera  die  erhaltenen  Wnrzel werte  to  und  als  Sehnen 
aofgctragen,  so  mQssen  folgende  Paare  dieser  Werte  als  (roclitwink- 
hge)  Sapplementaraebnen  sich  znsammenfilgen,  nämlich 

ehord^lSO— nnd  chord  ^  d.  i.  wj' und 

chord  ^120-f|^     „    chord  ^6U  —  ^)    „  ir,  „ 

dioid^l20— ^)     ^    chord  ^60  +  ^)    ,«  »»  ,>  V 

■ad  die  Winkel,  welche  dann  diese  Snpplementarsehnen  mit  dem 
Direhmeflser  hUden,  mttsaen  dann  besiehnngsweise  sein 

filr  «r/  Winkel  für        (dO  —  ^ 

„       „    (^  +  1)'     «'ä'  (^""s) 

Da  aber  in  vnserer  Fignr  die  beiden  Leitgeraden  L  nnd  anf- 
«iaander  senkrecht  stehen,  femer  Ton  0  ans  auf  denselben,  Termöge 
des  mechanischon  Yerfiihrens,  die  in  Bede  stehenden  Wnnelwerte 
bis  zn  den  gleichbeaeichneten  Punkten  gerechnet,  abgeschnitten  er- 
lalten  werden,  so  mQssen  nmgekehrt  die  von  F  ausgehenden  Schen- 
kel der  „angelegten**  rechten  Winkel  zwischen  den  rechtwinkligen 
Leitgeradenaehsen  L  md  L'  Strecken  gleich  dem  Durchmesser  des 
Gnndkreises  aufweisen,  das  heisst,  man  hat 

Bsd  die  Winkel  in  den  entstandenen  rechtwinkligen  Dreiecken,  deren 
Kitbeten  die  besagten  Wnnelwerte  sind  nnd  deren  Hypotenuse  stets 
^dch  2lr  vom  Chundkreiso  ist,  mflssen  die  in  der  Figur  eingezeich- 
Werte  haben,  welche  ans  obiger  Zusammenstellung  zu  out- 
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Aas  den  Dreiecken 

(E,  O,  bczicliuugsvveise  ir„       w^^  ir^',  <r,\  ?r^') 

IT 

ontnebmcn  wir  mit  Racksicbt,  dan  qp  =r  90— ^  Neigangen 

der  aus  F  ausgehenden  Schenkel  der  „anjrelcgteu"  recbtoii  Wiukol 
/iif  T  Achse,  die  in  der  Fi^ur  oingezeii  hiu  L  wurden.  Die  zu  ihnen 
parallel  gezogenen  KrcisdurclmiLSScr  verbinden  die  Berührungsjjunkte 
paralleler  Tangcntenschenkcl  uud  sind  zugleich  Teilungsliuiuu  für  die 
Trisection  der  Winkel 

(ISO—a)  and  (360+«),  dann  (360  —  «)  und  (180+«), 

endlieh  (540—«),  a 

von  denen  f  und  die  Sehneu  ilirer  dritten  Teile  Bind.  Das  Ver- 
fahreu  bietet  gewiss  ausreicheud  viele  Geuauigkeitsproben. 

Die  Anordnnngen  in  Fig.  10  ond  11  sind  für  die  Trisection  be- 
liebig Terilnderlicber  «  und  ihrer  Supplemente  getroffen,  wenn  zu- 
gleich  sämmtlicho  Teilangslinien  direct  dnrcb  das  „Winkehinlegen^* 
sich  ergeben  soUon.    Dazu  bedarf  es  dreier  Leitgeraden  dnreh  O. 

Die  erste  Li  geht  parallel  zum  schiefen  Schenkel  des  gcgcbenon 
Winkels;  die  beiden  anderen  7.^.  beziehungsweise  durch  die  End- 
punkte ps,  ff^  eines  zu  X|  paraUelon  Kreisdnrcbmessers. 

Zu  den  Vcrfaijrungsweisen  des  graphischen  Kubikwurzelzichrns 
und  der  Trisection  dos  Winkels  nui^^e  die  Remerkunf»  gestattet  sciu, 
dass  nach  verzeichne  tcu  iiiundfactoren  zur  mechanischen  J^ösung  der 
Aufgabe  der  Gebrauch  des  Zirkels  entfällt  und  lediglich  nur  „Winkel- 
anlegeü"  und  Parallolverschiebungcn  angewendet  wordeu,  was  zur 
Kascbheit  der  Ausführung  beiträgt. 

Dass  sich,  sowie  ans  den  letzten  redacirtcn  Glcichnngttn  (V)  and 
(VII)  auch  aus  den  früheren  (II)  bis  (IV),  Consiructionsverfahren  für 
du  Kubikwurzelzicbott  und  die  Trisection  des  Winkels  ableiten  lien- 
sen,  zeigen  die  Ausdrücke  der  trigonometrischen  Lösung  jener  Glei- 
chungen Eben  daraus  wird  mau  aber  auch  erkennen,  dass  die  aus 
diesen  Ausdrücken  folgenden  Constructionen  niemals  so  einfach,  als 
die  oben  durchgeführten  sich  gestalten  können,  weshalb  deren  Auf- 
stellung Dar  ein  roüssiges  Uateruehmen  wäre. 

Anmerkung.  Eine  Trisection  von  q»  =  120®  führt  zur  Ü  Toi- 
luug  des  Krcisumfangs. 

Nützt  man  ferner  eine  ältere,  bekannte  Construction  der  nähe- 
mngswcisen  Verzeichnung  eines  regulären  11  Eckos  aus  einer  Seite, 
welche  auf  die  6  Teilung  des  Winkels  von  60®  baairt  ist,  entsprechend 
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aas  uud  umformt  dieselbe,  so  ergibt  sich  du  m  Fig.  12.  dargestellte 
Aftberaogsweise  Teilaag  des  Kreisumfaogcs  in  IX  gleiche  Teile.  — 


Gmiidkreis,  F  Fixijunkt  und  L  Leitgerade,  welch  letztere  die  ver- 
längerte Sehue  des  Ceutriwinkels  von  7b^  ist.  „L^^gt"  man  au  diese 
Grundfactoren  den  rochtcn  Winkel  „an",  so  trifft  dessen  Tangenten- 
scheukei  deu  uutcr  30*^  gezogenen  ivreisdurchmesser  in  6  und  die 
Terbindangslinio  öF  schneidet  auf  dem  Kreise  vom  Anfangspunkte  A 
gerechnet  den  angenäherten  Ilten  Teil  des  Kreisumfangcs  ab.  Eiue 
tinfacfae  Berechnung  ergab  einen  linearen  Schncnfehlcr  der  Näherung 


Sieht  man  in  obig'T  Fig.  9.  die  beiden  Leitgeraden  L  und  Z,, 
als  rechtwinkliges  Achsenpaar  der  Ebene  an,  so  ist  ein  beliebiger 
Punkt  in  einem  Quadranten,  und  in  der  Figur  ist  die  Lösung  fol- 
gender planimetrischcr  Aufgage  gegeben: 

nDareh  einen  gegebenen  Pnnkt  sind  drei  Gerade  so  sn  riehen, 
daas  fie  innerhalb  rechtwinlEliger  Achsen  gleiche  Strecken  von  der 
Länge  der  doppelten  Entfernung  des  Punktes  vom  Acbsenmittelpunkt 
aufweisen.** 

Die  Ilalbirungspunkte  jener  Strecken  liegen  auf  einem  Kreise, 
der  aus  O,  durch  F  gehend,  beschrieben  wird.  Verbindet  man  einen 
derselben  mit  O,  so  ergibt  sich  durch  Betrachtung  der  Winkel,  die 
in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  auftreten,  das  aus  den  Achsen  und 
der  betreÜBnden  Strecke  gebildet  wird,  der  Zusammenhang  unserer 
Angabe  mit  jener  der  Trisection  des  Winkels  LÖF. 

Zu  den  Fig.  10  und  11  kann  man  noch  die  Bemerkungen  machen, 
dass  sich  die  TaugeuteuBchenkel  der  obern  und  unt'Tn  rechten  Winkel 
bei  Anwendung  von  beziehungsweise  mit  deu  Fixpuuktschenkeln 
der  rechten  Winkel  bei  den  Benutzungen  von  und  respectivc 
in  den  Punkten  u  und  v  schneiden,  welche  auf  dem  k  ri  isdurchmcsser 
—  der  Neigung  «  gegen  die  x  Achse  —  liegen  mtissen.  Diese  Be- 
dingung kanu  als  Genauigkeitscontrolie  des  Verfahrens  dienen.  Es 
wird  genflgen  dieselbe  an  Fig.  10.  und  Punkt  u  nachzuweisen. 

Durch  Anwendung  der  Leitgeraden  Zg  ist  der  Winkel  (IW)  in 
der  liaie  (2  a)  halbirt  worden.  Zu  letsterer  kt  der  ilspunlOschettkel 
Mt         F,  K  „angelegten**  zechten  Winfcd  parallel,  somit  hat  man 

oi  II  Ol'  II  Fk  und  wegen  oO  auch  tö"  «>  1^ 

Ssanach  ist 


Der  mit  s  <nm  gegebenen  Kreise  eoncentrisch  beschriebene  K  ist 
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Wkl.  (ttoV)  -  Wkl.  il'ot),  also  Wkl.  {uox)  -  3.Wkl.  (2'ar) 

oder  die  Linie  uo  mnaa  mit  dem  Schenkel  Bo  dei  g^benen  Winkels 
siiBammenfallen,  d.  b.  der  durch  den  Fizpnnktschenkel  des  rechten 
Winkels  bei  Anwendung  Ton  ftnf  der  Tangente  in  3'  erhaltene 
Ponkt       auf  Bo  liegen. 

Man  kann  demnach  die  zweiten  Teilnngalinien  auch  aas  u,  o 
oder  1',  1  abldten  dnrch  die  Parallelen  m  Fkt^  Vo  rosp.  Fr,  10, 
aber  damit  woden  ^en  die  Teilnngalinien  nicht  Yon  etnand^  nn- 
abhftDgig  erhalten  wie  bei  Anwendong  Ton  nnd 

Mit  unscrea  HilfsmitteJu  sind  wir  auch  im  Stande  die  Werte  der 
Kubikwurzel  einer  gegebenen  complexen  Zahl  darzustellen.  Es  ist 
dies  in  Fig.  13.  durchf^eführt.  ' 

£8  sei  eine  complcxe  Zahl 

gegeben  nnd  der  Punkt  der  Ebene,  welcher  sie  reprftsentirt,  gleich 
bezeicfanet.  Dann  kommt  die  Aufgabe  der  DarstcHnng  der  Knbik- 
wnrceltt  aas  dieaer  Zahl  darauf  hinaus,  zwischen  dem  Anfiuigspnnkte 
pmm-\-i  and  dem  Punkte  P  gebrochene  Linienzflge  mit  2  Ecken  so 
einzuschalten,  dass  die  drei  aufeinanderfolgenden  Dreieckei,  welche 
respectiye  von  den  Seiten  des  Linienznges  und  den  Vcrbindungs- 
strahlen  der  Ecken  sowie  der  Punkte  (+ 1)  und  P  mit  dem  Mittel- 
punkte 0  gebildet  werden,  einander  ähnlich  sind.  Hicbcl  sind  die 
Seiten  des  Linienznges  zu  einander,  sowie  jene  Yerbindungsstrahlen 
einander  homolog.    Der  erste  Eckpunkt  eines  solchen  Linienzugea 

—  von  +1  gerechnet  ~  stellt  dann  yp  —  ;?,,  p^,  p.^^  der  zweite 

=  Pi*,  pj^,  pi'  dar.  Es  ist  iiiöltülIi  diese  BcdiiijL'uug  der  Liuieu- 
züge  auf  dreifache  Weise  zu  criullcn,  die  diu  ilrci  Wurzrlwerten 
entsprechen.  W'as  zunächst  die  Mittelpuiii<tsstraiik  n  anbelangt,  auf 
denen  die  dieselben  darstellenden  Punkte  liogeii  müssen,  so  wird 
durch  jene  der  Wirte  71, ,  der  Winkel  yOr=(p  in  drei  Teile 
geteilt,  wie  es  der  Utdiugung  culspricht.  Um  die  Straliicn  für  die 
beidon  andern  Werte  zu  erhalten  sind  die  dritten  Teile  des  einmaligen 

und  zweimal  genommenen  Dmfangs  d.  i.  ^  und  ^  zweimal  nach- 

o  2(p 

einander  au  ^  und  ^  anzunigen.  Die  Entfernungen  der  fraglichen 
Punkte  Ton  O  ergeben  sich  aber  als 

yOP^  C{Pi  —  Op,  =  Opj  und  VOP*     Opi'  -  Ops'  =  Ops* 

OP  =  ViH-  ri' 

d.     sind  auf  den  üroisen  der  Funkte  pi,  gelegen. 
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Svfifat  man  dieselben  Wimelwerte  sor  coigugirteD  Zahl 

fOB  P,  00  erkennt  man  sofort,  dass  sich  auch  zo  jedem  der  frflheren 
Werte  ein  coiyngirtcr  findet,  d.  h.  za  jedem  Eckpunkt  der  LinieasOge 
eia  ihm  aymmetrischer  bezüglich  der  y  Achae  als  ^mmetrale. 

Denkt  man  sich  die  beiden  coajugirten  Zahlen  P  nnd  F'  als 
Bidieanden  filr  die  Wnnelansdrlleke  der  Gardasiicfaen  Aafldaanga* 
foiael  einer  kubischen  Gleichung,  so  müssen  sor  Bildung  der  reellen 
Wnndn  dieser  Gleichung  bekanntlich  die  dnander  coigagirton  Eu- 
bOEwuR^werte  für  P  mit  jenen  für  P'  zusammen  genommen  werden* 
Dies  gibt  die  doppelten  reellen  GrOssenteile  solcher  Wertepaare.  Wir 
fcSanen  aber  dieWurzchi  einer  solchen  Gleichung  direct  durch  unser 
aechanisehes  Ver&hren  erhalten,  indem  wir  den  Kreis  durch  p^^ 

Ps  als  Grandkrcis,  F  in  der  Distanz  OF^  2^  -»  204  als  Fiz- 
pnakt  nnd  die  durch  Ä  mm  Strahle  OP  parallel  gezogene  L  als 
Xioitgerade  nehmen,  worauf  die  mit  den  durch  pt  ttnd  erhalte- 
nes Werte  Atr^,  Ate,  und  Aw^  übereinstimmen.  Dieser  Fall  kann 
eben  als  ein  Beispiel  für  die  gegenseitige  Prüfung  der  Fnndamental- 
Ctestmctsonen  des  Knbikwurselziehens  und  der  Trisection  des  Win- 
kels gelten. 

Man  könnte  nun  auch  jede  redacirte  kubische  Gleichung 

bei  beliebigen  Vorzeichen  und  ncmcriscben  Werten  von  p  nnd  g, 
üborbatipt  durch  die  Construction  der  Cariianiscben  Formel  lösen  und 
hatte  aar  die  Eubikwarzeln  aus  den  Werten  der  Unbekannten  von 

zu  bestimmen  und  die  drei  Werte  der  ersten  mit  jenen  der  zweiten 
oütsprechend  /usammon  /u  nehmen.  Die  beiden  reellen  g(  bi  n  auch 
die  reelle  Wurz'^l  b  r  kubischen  Gleichung.  Um  auch  die  imaginären 
zu  erhalten,  diirleu  nur  jcuc  complexen  Werte  der  Kubikwurzeln 
Tusamroengefasst  werden,  deren  Prodact  gleich  jeu< m  der  reellen 
Werte  ist.  Auch  diese  Untersuchung  kann  bekannter  Massen  gra- 
phisch Torgonomoieu  werden. 

Aber  sowol  lelzt  erwähnte  Auflösungsart,  als  etwa  jene  der  Gon- 
rtnction  der  Wurzelausdrüche,  wie  sie  sich  ans  einer  trigonometri- 
achen  Lösung  der  kubischen  Gleichungen  ergeben,  empfehlen  sich 
weniger,  ala  jene  im  Texte  durchgeführten,  die  einfhcher  sam  Ziele 
fthnn. 
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Behandlung  der  biquadratiscbcu  Gleichungen. 

Sollen  wir  dnich  TransversalBChnitte  von  den  vier  gemeinflehafit- 
Uehon  Kreis-Parabel-Tangenten  die  Wnncdwette  einer  biquadratischon 
Gleichung  erbaltcn ,  so  kOnnen  wir  ein  Achsensystem  in  Bezug  auf 
GrandkreiB  nnd  Fixpunkt  ganz  ebenso  wie  bei  den  kubischen  Glci- 
ehuDgon  wftblen,  wobei  wir  dieselbe  Bezeicbiiuog  der  Grössen  bei- 
bebalten,  und  nur  der  Leitgc  raden  L  haben  wir  eine  allgemeine^  durch 
keine  Bedingung  eingeschränkte  Lage  zu  geben.  Die  Lagenverhält- 
nisse der  Grundfactoren  zeigt  darnach  (Fig.  14.),  in  welcher  L  auf 
der  y  Achse  -\-k  abschneidet  and  anter  qt  gegen  die  «  Achse  geneigt 
ist.  Ihre  Gleichung  wird 

y— a;tg<f  — —  0. 

Damit  ändert  sich  die  dritte  Zeile  der  bei  den  kttbischen  Glei- 
changeu  aufgestellten  Bedingungadeterminaute  auf 

I  1,   -tg<jp,  — Ä  I 

und  die  Determinante  geht  Uber  in: 


1 
n 

1 


1 

m 


—  1 


n  \h  mj 
—  tg9 


—  * 


n 


n 
m 


—  1 
m 

1  _tg9 


+  tgV 


—  n 


{-':) 


fn  m 


=  0 


Da  der  Bedioguug  einer  Kreistangeute  geinSss 


2m 


sein  muBS,  und  wir  kttrzehaiber  (fr— /)  =  ^  neuneii  wollen,  so  ergibt 
die  Auswertung  von 

— r*)-f  2rwtg<p         2rn{h  —  n) 

die  nach  n  geordnete  Gleichung,  die  wir  wegen  Beibehaltung  des 
ff  Achsenschnittes  gleich  in  p  schreiben  wollen: 
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Behois  Behandlung  der  voUständigcu  biqnadratiscben  Gleicbong 

m  welcher  wieder  nnter  a,  c  xmä  d  nicht  die  nnmerischen,  son« 
den  aach  die  Qnalitätswerte  der  Coefficientcn  verstanden  sein  sollen, 
bat  man  die  letztern  den  entsprechenden  von  (VIII)  gleichzusetzen 
ond  erhält  vier  Gleichungen  für  die  5  Grössen  r,  ö,  <p,  c  und  /*, 
wobei  wir  wieder  r  willkürlich  annehmen  können.  Das  erhaltene 
GleicliungssTStem  ist  ohne  Schwierigkeiten  aufzulösen  und  ergibt 
ioigeode  rationaleu  Werte  der  obigen  Bestimmungsgrössea: 

vahreiid  e  und  /  wieder  durch  die  Gleichaogeu 

r{c-f  ar«)/'-f2(</  — r*)e      rpd— r»(&  +  r«)]  (g) 
2(c/—  r*)/—  r(c-f  ar«)e  —  —  2r=^c  (g') 

darstellen  laaaen. 

In  einem  concreten  Falle  wird  m m  nach  AnnaiiTtie  von  r  wieder 
zoiiüchst  F{r,f)  durch  den  Sehirltt  der  beideu  auf  ciuauder  stehen- 
dtü,  durch  und  (g  )  repräscutirton  Geraden  g  und  bestimmen. 
Hierauf  sucht  man  6  und  findet  k  ^f-^-^,  durch  welchen  Punkt  der 
;  Achse  —  wie  aus  tg9>  ersichtlich  —  die  Leitgerade  L  parallel, 
lespective  senkrecht  la  den  symmetrisdien  Linien  dtf  g  beziehungs- 
leise  /  Ar  die  Coeidinatenachsen  als  SjnuBetralen,  zn  legen  sein 
vinL  Die  Geraden  g  nnd  g'  werden  aber  am  do&disten  dorch  ihre 
Aducnachnittpnnkte  angegeben,  wobei  zu  beaebten  ist,  dass  sie  anf- 
dnaader  swikrecfat  stehen.  Die  Werte  fttr  diese  Achseaabscbnitte 
BoQen  noch  für  vollständige  nnd  redncirte  GleiehnQgen,  bei  allge- 
■daen  r  und  fttr  r  —  1  im  Folgenden  angef&brt  werden: 

A.    Vollständige  biquad.  Gleichungen, 
r  altgemein  nnd  r  ^-^  1 
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9*  = 


3rf—  (&4-1) 


3</— (6  +  1) 
a-|-c 


1 


—  e 


Nusfadem  im  AjUgcmemen  dio  Auffindung  der  reeUen  Wnneln 
durch  du  mecfaaniBcIio  Ter&fareu  ermügUeht  ist,  werde  noch  zur 
.YervoUstandiguDg  jene  der  imagiaftren  Wurzeln  beeprochen.  Das 
Torhaadensein  von  solchen,  woüen  wir  conseqaeaterweise  aach 
graphiech  ennittela.  Za  dem  Zwecke  Ycrzeicbae  man  sich  separat 
eine  mOfrlichst  genaae  Parabel  die  fOr  Untersachnng  beliebig 
vieler  FäUe  genügt  Aas  den  gegebenen  Gleichangen  leite  man  die 
Orand&ctoren  her,  aad  aas  diesen  flbertrage  mau  den  Grandkreis  K 
ähnlich  so  in  die  Figar  der  Parabel  P  nach  Ir,  wie  er  gegenttber 
jener  durch  Leitgeraden  L  und  Fixpunkt  P  bekannter  Massen  ge- 
gebenen Parabel  im  Systeme  der  Grundfactoren  gelegen  ist  Ein 
Blick  auf  k  und  P  belehrt  uus,  ob  4  reelle  oder  1  Paar  oder  2  Paare 
imaginärer  Tangenteu  zwischon  diesen  Gebilden  gemeinschaftlich  zu 
legen  möglich  sind.  Dem  entspricht  dann  auch  das  Vorhandensein 
eben  solcher  Wurzeln  der  betreffenden  biqoadratischeu  Gleichnng. 

Ist  ein  Paar  imaginärer  Wnndn  vorhanden,  so  ist  ihre  Anf- 
snchung  bekanntlich  eine  Aufgabe  2t6r  Ordnung. 

Es  sei  das  Trinom 


d.  i.  dem  Producte  der  Wurzelfactoren  der  erhaltenen  reellen  Wur- 
zeln tPj  und  w,,  wobei  also 


y*-|-my-|-n  ■=  (y  —  ir^)  (y  — i/?,) 
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wird,  so  ist  das?  iroirf  benr  Gleichungspolynom  durch  dieses  Xriiiom 
teilbar  und  der  Qaoticut  wird  einfach 

y*4-(a-i»)y+^  =  0 

di  in  Folge  der  Vorsiissetzaiig  dann 

»(a  — »)  ^  « — I»-  und  d  —  a[(* — n) — i»)] 

werden  mass.  Der  gleich  Null  gesetzte  Quotient  liefert  aufgelöst  die 
fehlenden  imaginären  Wurzeln  —  wie  es  bei  den  kubischen  Glci- 
chongen  der  Fall  war  und  durchgeftihrt  wurde.  Man  kann  aber 
aach  —  ganz  in  derselben  Weise  wie  dort  —  die  Ermitthing  der 
imagiuaren  Wurzeln  auf  jene  d»'r  imaginären  Doppelpuukte  emer  auf 
der  TransversaLeu  i/ü  auftretenden  Paukteinvolution  zurückführen, 
^^obei  im  Allgemeinen  der  Coutingcnzpunkt  der  reellen  Tangeuten 
iiiLJür  auf  der  Trar.-v^  rsaieu  zu  liegen  kommt.  Die  Anführung 
eines  Bei=pi''lL'3  kann  wegen  der  völligen  Gleichförmigkeit  mit  jenem 
htti  den  kabiächeu  (rleichougen  erledigten  Falle  hier  füglich  unter- 
bleiben. 

Sind  mm  2  Paare  imaginftrer  n&d  zwar  migleidie  Wurzeln  vor* 
Ittaden,  so  ist  dies  der  einzige  Fall,  der  sich  direct  nicht  behandeln 
lisst 

Man  wird  der  Ermittlung  eiues  solchen  Wurzelpaares  durch  die 
muhjaiii  aufzustrllciideu  Gleichungen  für  u  und  die  sich  aus  dem 
Sabslitiitioni-rcsultate  von  y  =  w-j-it?  nach  Trennung  dor  reellen  und 
.ix.min;iren  Teile  ergeben  —  jedenfalls  das  Zurückgehen  auf  die  be- 
iaiuiii'  kubische  Resolventc  vorziehen.  Neunen  wir  die  Wurzeln  der 
itUkrcü  ij,  uiid  33,  SU  lässt  sich  die  reolle  durch  lias  lacchauische 
Verfahren  finden,  woraus  sich  die  beiden  imagütarcii  bekauntcrraasseu 
ableiten.  Zur  .Vuf.^teilung  der  Wurzelwerte  der  biquadratischen  Glui- 
cbuQg  siuU  die  (Quadratwurzeln  aus  obigen  Werten  nach  dem  Schema 

itsaminenzuuehmen ,  wobei  entweder  die  oberen  oder  die  unteren 
Zti  liLii  des  letzten  Teiles  gelten,  wenn  der  Coefficient  der  ersten 
PviLiiz  der  Unbekanuteu  jener  ans  der  gegebenen  vollständigen  biqua- 
dratische n  Gleichaug  abgeleiteten  redncirten  entweder  positiv  oder 
resp.  negativ  ist. 

Sind  die  beiden  Paare  der  imaginiren  Wurzeln  aber  gleich ,  so 
in  deren  Aafsnchnng  eine  Aufgabe  2ter  Ordnng,  die  spAter  noch 
äamsl  berflhrt  wird. 
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Bttrtl:  Jdtchuutek'grapkuekt  UitMg 


Noch  besonders  za  besprechen  siud  die 

F&lle  mit  gleichen  Warzeln. 

Dtreh  die  Behandlwig  dieser  Ffille  für  biqnadratische  Gleiehungen 
Bind  offenbar  auch  jene  der  knbischen  erledigt,  Ton  denen  botreffen- 
den Ortes  nnr  das  analytische  Kennzeichen  ihm  VorhandenseinB  an- 
gegeben wurde. 

Hat  die  gegebene  biquadratische  Gleichnng 

1)  ein  Paar  gleicher  Wurzeln,  so  bertthrt  der  Gmndkreis  die 
Parabel  {LF)  nnr  einmal  nach  Iter  Ordnung. 

2)  Für  2  Paare  gioichcr  Warzeln,  die  «)  rooll  oder  ß)  imaginär 
sein  küuuen,  wird  die  Parabel  vom  Grundkreis  doppelt  berührt  and 
zwar  in  reciieu  resp.  imagiulireQ  Paukten  *). 

8)  Der  Grandkreis  wird  zum  Oscnlationskreis  der  Parabel,  wenn  ' 
die  gegebene  Gleichung  drei  gleiche  Worzehi  besitzt 

4)  Endlich  ist  K  Osculaiioiiskreis  im  Scheitel  der  Parabol,  wenn 
die  betreflFeude  biquadratischc  Gieicliuug  vier  gleiche  Wurzeln  auf- 
weist.  K  gebt  dauu  am  Scheitel  mit  der  Parabel  eine  Berührung 
>      dritlur  Ordnung  ein. 

Die  Gonstatirnng  dieser  Fälle  wird  auf  graphischem  Wege  natnr- 
gemftss  etwas  unsicher,  da  Parabel  und  Kreis  Berührungen  Iter, 
2ter  und  3tcr  Ordnung  eingehen  werden.  Hier  wird  dann  in  be- 
stimmter Weise  das  analytische  Kriterium  für  die  Gleich ungscoeffi« 
cienten  den  Fall  entscheiden,  und  dann  die  graphische  Dar&teUang 
die  Auffindung  der  Wurzeln  leicht  ermöglichen. 

Unter  Yoraussetzuog  der  Kormalform 

wo  unter  a,  c  und  d  auch  die  Vorzeichen  einbegriffen  sind,  be- 
stehen fSr  das  Eintreten  der  einzelnen  Fülle  folgende  analytische 
Kriterien  fOr  die  Coefficienten,  denen  gleich  die  entsprechenden  Be- 
merkungen Aber  die  graphisclie  Bestimmung  der  Wnrzelwerto  an- 
geschlossen werden  mögen: 

•)  Ist  statt  einer  KroistRnpcntc  eine  Gerade  in  allgemeiner  Lage  nls  TraiiB- 
rersale  gegeben,  so  ist  der  Fall  von  2  Paaren  gleicher  reeller  Wurzeln  mirh 
mOglicb,  wenn  die  Transversale  mit  einer  der  3  Diagonalen  des  vollstin- 
digen  Vicrt»cits  aus  den  gemeinsamen  Kreis'-Parubel-Tiingcnten  /.usammenfallen 
würde.  In  aoaerm  Falle  können  gleiche  Warzelpaare  nur  für  doppelt«  B«> 
ilUining  TOB  Kreit  «nd  Pwftbel  «intreton. 
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Ad  1).  Ein  Paar  ^eiclur  Wnneln  i8l  Torhanden  für  die  Er- 
ikang  der  Bedingang 


Sind  die  beideu  ungleicheu  Wurzeln  imaginär',  so  ist  deren  Be« 
itimmojig  die  bekaziute  Au%abe  zweiter  Ordueng. 

Ad  2).  Besteben  die  Wurzeln  ans  zwei  Paaren  gleichen,  reellen 
<dff  imaginiren  Werten,  so  mOsaen  die  Gleichungen  stattfinden: 


lad  die  AnffiiLdiing  der  Wnrzehi  redndrt  sich  anf  eine  Anfgahe 
stsiter  Ordaiuig.  Ihre  Werte  ersehdnen  in  den  Formen: 


woraus  man  sogleich  die  Bediuguug  iur  das  Keell-  oder  iuiagiuar- 
sein  eutminint. 

In  der  graphischcu  Darstellnng  muss  dann  der  Kreis  der  Parabel 
doppelt  berührend  eiabeschrieben ,  also  der  Mittelpunkt  auf  der  Pa- 
rabeladise  gelegen  sein*  Sei  p  der  Halbparameter  der  Parabel,  gleich 
der  doppelten  Entfemaug  des  Fizpnnktes  von  der  I^eitgeraden,  dann 
r  dir  Gnindkreisradius,  so  maas 


leio.  iü  beiden  FäJlcn  findet  mau  die  immer  reelle  Sehne  der  Be- 
rtbnmggpuiiktc  zwischen  Kreis  und  Parabel,  indem  mau  iu  der  Ent- 
femoag  p  vom  Kreismittelpuukt  (gegen  den  Parabelscheitel  hin  gc- 
Men)  eine  Parallele  ztir  Scheiteltaugcnto  L  zieht  Der  Pol  dieser 
Sebe  bezüglich  Parabel  oder  Kreis  ist  auf  der  Parabelachse  gelegen 
nd  ngleich  Schnittpnnkt  der  reellen  oder  imaginären  gemeinschaft- 
fickea  Tangenten  in  den  Berahrangspnnkten.  Um  ihn  zn  erhalten, 
hat  man  nur  vom  Brennpunkt  F_  die  Entfernung  bis  zun  Ereis^ 
aittalponkt  in  eutgcgeugesetzter  Bichtang  auf  die  Parabelaehae  zn 
Vertragen.   Die  Schnittponkts  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  auf 

transienalea  y  Achse  stellen  jeder  ein  Paar  gleicher  Wurzeln 
te*  Benm  Aoffindong  ist  in  dem  Falle,  als  sie  ioiagiuär  sind,  schon 

Oeisgsnbeit  der  Darstellang  der  imaginären  Wurzeln  der  knhi- 


\Qd  —  ac 


für  reelle      Wnrzeln  r  >  p 

„    imaginäre     „      ^  <ip 
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sehen  Gleichangcn  gezeigt  worden.  Unter  Yoraoasetzang  obiger  Be- 
dingungen ist  das  nrsprttngUche  äieichiuigspolynom  das  voUstäiidige 
(Quadrat  von: 

itod  dio  Wnizelii  dieses  gleich  Noll  gesetzten  Amdnickes  sind  za- 
gleich  die  verlangten  der  gegebenen  biqnadratischen  Gleichung 

Ad  3).  Die  Gleichung  4  teii  Grades  besitzt  drei  gleiche  Wurzein, 
wenn  ihre  Coefficientea  die  Bedingung  erfüllen: 

lOA— 3a*  12c— a6  1 
Soft       ö&*— 36<i    Q{bc—Zad)  .  =  0 
6  3a  & 

Die  gleiche  Wnrsel  tri,,,^  hat  dann  den  Wert: 

3  3«*^'  —  oÄ«  —  2ic 

und  steht  mit  der  vierten,  ungleichen  Wnnel  iio  einfachen  Zusam- 
menhang dnrch  die  Belation: 

Da  sieh  die  Wurzeln  ans  den  Coeffidenten  der  Gleichung  rational 
darstellen,  so  kOnnen  selbe  auf  einfochem  Wege  ohne  das  mechanische 
Verfahren  ermittelt  werden. 

Der  Grundkreis  A'  (Fig.  15.)  ist  in  dioscm  Falle  Osculatioiiskreis 
der  Parabel  F,  also  sein  Mitti  ] jiuukt  o  der  Krüramungsinittelpunkt 
eiues  Parabelpunktes  'J*»sseu  Krummuugsradius  r  bekannt  ist.  Schneidet 
man  mit  der  Grösse  aus  o  nach  der  entgegengesetzten  Seite  der 
Parubclachsc  auf  der  Directrix  DD  der  Paraljel  den  Punkt  A'  ab 
(der  auf  der  Figur  nicht  ausdriicklieh  bi/eichnot  ist),  so  erhält  man 
in  üiV  die  Parabelnormale  ftir  den  Krünimungsmittelpunkt  <>  und  im 
Schnitte  P  mit  dem  Kreise  A'  deu  befrcITeuden  Berühruii.:--  iresp. 
Schnitt-)  Punkt  des  Osculationskreiscs  uod  der  Parabel  Die  Tan- 
gente in  /*  repräsentirt  drei  gemeinschaftliche  Kreis-Parabt  l-Tangouten 
und  schneidet  auf  der  y  Achse  vom  Ursprung  genommen  die  drei- 
fache Wurzel  3  ab.  Die  Wurzel  bestimmt  sich  uaraus  am 
eiufachsteu  mit  Uüfe  obiger  Relation. 

Die  nach  folgender  Bemerkung  ermittelte  4te  gemeinschaftliche 
Kreis-Parabel-Tangente  mag  zur  Genauigkeitsooutrolle  des  bisher  Er- 
haltenen dienen.  Der  Gmndkreis  K  und  die  Parabel  L  sind  zu- 
einander collinear  verwandt  f Or  die  Tangente  im  Oscnlationspunkte  P 
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als  Collineationsachso  und  ein  noch  unbestimmtes  Ccntrum,  das  aber 
iü  diesem  Falle  bekanntlich  auf  der  Collineationsachse  gelegen  sein 
mass.  Aasserdem  liegt  es  auf  einem  Verwandtschaftsstralil.  Der 
dem  Oseulationspuukte  P  des  Kreises  diametral  gcgonüberliegcndo 
Puukt  u  ist  mit  dem  uneodlich  entfernten  Punkt  homolog,  mithin 
sdmeidct  die  durch  u  auf  die  Leitgerade  L  errichtete  Senkrechte  auf 
der  Taugente  von  P  das  fragliche  Coilineationscentrum  m  ab.  Durch 
t)  lässt  sich  die  letzte  gt  ineiuschaftliche  Kreis-Parabeltangente  genau 
ie|{eQ  und  schneidet  auf  der  y  Achse  ab. 

Ad  4).  Der  äiuserste  Fall  von  vier  gleicben  Wurzeln  tritt  ein, 
wenn  daa  GleichongspoIyDom  eino  volisUindigo  4te  Potenz  des  Warsel- 
f&tUM  ist,  also  die  Coefficientea  die  Bedingungen  erfüllen: 

wobei  die  Wurzel  selbst  den  Wert 

—  g 

beiitzt  Der  Gnindkreis  K  berttbrt  die  Parabel  im  Scheitel  nacb 
3ter  Ordnung  und  hat  den  Radiug 

wibretid  die  Leitgerade  L,  als  Scheiteltangente,  die  vier  gemein- 
Mhsftlichcn  Kreis-Parabel-TangcDteu  repräsenttrt  und  auf  der  y  Achse 
4en  Wnnelwert  w  abscbueidet. 


Scbiassbemorknugcn. 

1.  Auf  eine  wcscutlicbc  Erweiterung  der  in  vorliegender  Arbeit 
amgeffthrteii  Lösungsmethoden  höherer  Gleichungen  soll  im  Folgen- 
den  noch  aufmerksam  gemacht  werden. 

Bis  jetzt  sind  hauptsftcblich  jene  Gleichungeii  3ten  und  4ten 
Grades  henrorgehoben  worden,  deren  Coefficienten  der  Potenzen  der 
üobekanalen  in  Zablenwerteu  gegeben  waren.  Bei  der  analytischen 
Bdaadlong  von  Aufgaben  Ster  and  4ter  Ordnung  gelangt  man  aber 
IS  solchen  Gleichungen  des  entsprechenden  Grades  deren  Coefficienten 
sb  Attdradce  von  der  Iten  bis  3ten  respectiTe  Iten  bis  4ten  Di- 
Msüoa  sich  aua  den  Angabsstrecken  darstellen. 

Dil-  entwickelten  Losungsmethodeu  kounrn  aber  auch  für  solche, 
durchatts  homogene  Ausdrücke  enthaltenen  Gleichungen  unverändert 
^tgeveadet  werden.   Es  ergibt  sich  dieses  leicht  aus  der  Betrachtung 
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der  Ausdrücke  für  dio  GnindfactorcD  e,  /;  k  (respective  d)  und  ctgq?, 
welche  bei  wirklicher  Wahl  von  r  als  Strecke,  mit  Rücksicht  der 
Dimeusionen  der  Gleichangscoefticientcm  durchaus  homoj^'one  Ausdrücke 
der  ersten,  b^ziebungswoise  uulltcu  iJiraension  werdou,  sowie  aas  dem 
Umstände,  dass  bot  der  ganzen  Ableitung  die  eingeführten  Grössen 
sowohl  Angabsstrecken  einer  Aufgabe  3ter  oder  4ter  Ordnung,  als 
auch  solche  bedeuten  könn<'n,  die  mit  Zugruudelcfynn^'  einer  Mass- 
stabeinheit, die  gegebenen  Zahlcnworto  einer  Gleichung  solchen  Grades 
rupräseutiren.  Bie  Ausdrücke  für  die  Grundfactorcu  s-tzcu  sich  aus 
den  Gleichungscoefficienton  rational  zusammen,  sind  also  eindeutig 
bestimmbar,  nachdem  die  Coefhcientcn  aus  den  Augabsstrecken  der 
Aol^be  hergestellt  wurden. 

Darnach  kann  man  also  die  analytische  Lösung  jeder  Aufgabe 
3ter  oder  4ter  OrdiiunL'  constructiv  ausführen.  Dies  ist  in  der  Tat 
in  der  vorstehenden  Ahhundlun;j;  mit  den  beiden  Fundamentalproblc- 
men  —  der  „Trisection  des  Winkels"  und  des  „graphischen  Knbik- 
wurzelziehons"  (welches  ja  geometrisch  anfgefasst  gleich  ist  der  Ver- 
wandlang eines  Parallclepipeds  in  einen  volumgleichen  Warfei)  — 
in  der  ein&cbsten  Weise  dnrchgef^lhrt  worden.  Der  gleiche  Weg 
dürfte  noeh  f&r  manche  von  derlei  Aufgaben  der  passendste  sein. 
Im  Allgemeinen  mnss  man  jedoch  zugestehen,  dass  diese  Methode 
hftnfig  an  einer  Umständlichkeit  nnd  geringen  Uebersichttichkeit  leiden 
wird.  Eine  beledigende,  rein  geometrische  Lösung  der  Aachen 
3ter  nnd  4  ter  Ordnung  rermögen  nur  die  Lehren  der  nonereu  Geo- 
metrie zn  liefern,  mit  deren  Ansfabruugon  man  das  in  vorliegender 
Arbeit  angewendete,  mechanische  Verfahren  vereinen  kann. 

Eine  auf  rein  pfpometrische  Enlwirklun;;en  basirte  Lösung  des 
behandelten  Haui»tprobIenies  hat  in  genialer  Weise  Chasles  in  seiner 
Abhandlung  „Coustruction  des  racines  des  e([uatiou8  du  troisirnic  et 
quatrienie  degre'*  veröfientlicht  im  Journal  des  mathematiques,  public 
pai"  Liouviile  t.  XX.  pag.  32U  geliefert  Er  führte  die  Aufgabe  auf 
jene  der  Besümuiung  der  Schnittpunkte  eines  gezeichnet  vorliegenden 
Kegelschnittes  mit  einem  audereu,  durch  fünf  Punkte  gegebenen, 
zurück. 

Auch  Dr.  Herrn.  Kortüni  weist  anf  eine  Losuug  der  kubischen 
nnd  biquadratischeu  Glciclmügeu  mittelst  Coustruction  hin.  Es  ge- 
schieht dies  in  seinen  „zwei  Abhaudlungcn  über  geometrische  Auf- 
gaben dritten  und  vierten  Grades"  (Bonn  1869),  worin  die  Aufgabe 
gelöst  wurde,  die  Bestimmung  der  Durchsclmittspunkte  zweier,  dureh 
je  5  Punkte  gegebener  Kegelschnitte  znrückzuiiiln\  u  uui  jene  zwischen 
einem  Kreise  und  einem  ein  für  allemal  gezeichnet  vorliegenden 
Kegelschnitte.  In  den  Lüsungsraethoden  vorstehender  Arbeit  ist  der 
unbedingt  notwendige  Kegelschnitt  stets  oine  Parabel,  die  dann  durch 
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das  aogewcndcte,  raechanischc  GrandvcTfahren  ersetzt  wurde.  Dies 
ergab  ebcu  den  für  die  praktischen  Zwecke  ziemlich  directen  Weg, 
d  r  mit  ßerücksichtignng  der  bcschriebeuen  Hilfscoostractionen  auch 
immer  aasreichend  genaue  Resultate  liefern  wird. 

2.  Will  man  das  in  Torliej^ender  Arbeit  angewendete  mecba- 
Qjsche  Veriahren  mittelst  des  rechten  Winkels  nicht  als  zalässig 
gelten  lassen,  so  ist  doch  in  dor  ganzen  DarchfUhrang  anch  schon 
die  LOsimg  mittelst  einer  einfachen  Hilfscurre  mit  inbegriffen. 

E?  'wnrdf  schon  bei  Aufstolluii^'  jeiios  Gniiidvorfahrcns  homorkt, 
di&s  der  durch  dasselbe  auf  der  Lcitgoradcn  orbalteDe  Scbeitolpunkt 
des  beweglichen  rechten  Winkels  oh«'ii  nichts  anderes  ist  als  der 
Darcbsohnitt  jener  Geraden  mit  der  Kreisfusspunktscurvo ,  die  durch 
d>  n  Gruudkreis  K  uud  Fixpuokt  F  als  Strahleamittelpuakt  gegeben 
erscheioL 

Das  in  der  Nfthe  jenes  fraglichen  Schnittpunktes  verlanfende 
Correnstflck  kann  mit  grosser  Schärfe,  also  der  Pankt  selbst  ans- 
reicbend  genaa  ormittelt  werden  und  ist  dann  in  der  anseinander^ 
gesetzten  Weise  zur  Bestimmung  der  fraglichen  Wnrzelwerte  der  ge- 
gebenen Gleichung  entsprechend  anszunOtzen. 
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n. 

üeber  ein  Problem  der  Curventheorie. 

Von 

R.  Hoppe. 


Das  Problem,  am  welches  es  sich  haudclt,  lautet  folgeudermassou. 

Zwischen  den  Winkeln,  welche  die  Tangcute,  Hauptoormali  mtd 
Binorraalc  einer  gesuchten  Gurre  mit  irgondwelcheu  festen  Geraden 
bilden,  ist  eine  Relation  gegeben-,  man  soll,  bei  willkQrru  h  bleibcu- 
dem,  beliebig  zu  ergänzendem  Bogenclement,  den  eutwickoiteu  analy* 
tischen  Ansdmck  der  Cnnro  tinden. 

Die  Relation  kann  eine  primitive  oder  eine  Differentialgleichung 
sein;  dagegen  darf  sie  das  Bogenelement  nicht  enthalten,  weil  sonst 
2  Relationen  rar  Bestimmung  erfordert  würden. 

Die  Anfgabc  ist  dann  gelöst,  wenn  die  Kichtuogscosinus  der  Tan- 
gente /,  fj,  h  als  Functioiiou  eines  Parameters  bekannt  sind,  indem 
alsdann  tUr  beliebiges  Bogenelement  d»  die  Werte  der  Coordiuaten 

daraus  hervorgehen. 

Die  Lösung  ist  leicht  und  bekannt  erstens,  wenn  nur  die  Nei- 
gung einer  der  3  begleitenden  Axcn,  d.  h.  der  Tangente,  Haupt-  od«r 
Binormale,  gegen  2  feste  Gerade  in  der  Relation  vorkommt,  weil 
dann  ihre  Richtung  vollständig  bestimmt  ist;  7^v'^^t'^ns.  wenn  die  be- 
stimmende Relation  sich  nur  auf  eine  feste  Gerade  bezieht 

Säen  boEoichiiet  die  Biehtnogscoainus  der 
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Tangente  durch  /,  g,  h 
Haaptnormale  ^  g'y  h* 
fiinoraale        „     I,  m,  • 

klimmt  man  die  festo  Gerade  zur  x  Axc,  so  ist  gegeben  die  allgc- 
Bdoe  Belation: 

die  der  besonderu  Aolgabe  entoprecheodc 
«nd  eine  beliebig  gewählte 

lodorch  /,  f  \  l  als  Functionen  des  Parameters  <p  bestimmt  sind 
sod,  wenn  F  linear  oder  rein  quadratisch,  so  wie  auch  io  manchen 
acdem  Fällen,  dargestellt  worden  können.  Kennt  man  dann  entweder 
g,  h'  oder  /,  n  oder  /,  /',  l,  so  kann  man,  wie  in  T.  1»VI. 
S.  59  gezeigt,  leicht  /,     h  finden. 

Hie  nächste  Erweitenmg  der  Aufgabe  wttrde  sein,  wenn  beide 
Sebeoket  der  durch  Relation  verbondenen  Winkel  verschieden  sind. 

Zur  Oricntirung  boschreibcn  wir  um  citm  n  festen  Pnnkt  O  mit 
dor  Linirncinbeit  als  Radius  eine  Kugel  und  ziehen  die  Radien  OT^ 
OH,  OB,  OX,  OM.  in  den  Richtungen  der  Tangente,  Haaptnormale, 
Bnorin  ile  nnd  rlcr  2  festen  Geraden,  deren  Ebeno  wir  zur  xy  Ebene 
oad  deren  crstcro  wir  zur  x  Axe  ochmeu. 

Die  gegebene  Belation  denken  wir  aufgelöst  durch  Darstellung 
der  2  Winkel,  welche  zwei  der  3  ersten  Geraden  mit  je  einer  der 
2  leisten  bilden,  als  Functionen  eines  Parameters.  Die  Combination 
«rgibt  3  Terschiedene  Aufgaben  mit  folgenden  respeetiven  Daten: 

caustaut  Tariabel 

I.    XM^u\    TH^^\      coaXT-=/;    Mff  =  l 
II.    XM  —  a;    Hß  =  R;       cosXß  =       jl£ff  —  k 
lU.   XM-^a*,         — R;      C0sJC2*->/;   MB  ^  p, 

In  allen  3  Fullen  hat  man  ein  sphärisches  Viereck  mit  i  gt*ge- 
bentü  Seiten,  Das  fünfte  Bestimmungsstück  muss  durch  die  Varia- 
tionsgesetze, also  durch  Differentiairclationen  ersetzt  werden. 

Wir  beginnen  mit  der  Bestimmung  des  Vierecks 

THMX 

tem  lind 
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cobXH^/'  und  MT^ip 

unbekannt.  Trägt  man  auf  dem  (wo  nötig  verlängerten)  Norm&l- 
bogCQ  XM  den  Quadranten  Xy  »  B  ab  und  sieht  YT^  YH^  bo  wird 

608  TT  «  9;   COfi  Eff  <-  ^' 

und  mau  hat: 

hf'—/h'  -  m 

Mnltiplicirt  mau  mit  h  und  beachtet,  dass 
ist,  so  erbUt  man: 


(1  -9^)/'^/99' = ±  yi  -f^-g^yi -g*  -  9*  m 

woraos: 

0/  /'  -/w'±yi-/*-^»yi-^*-»'* 


(3) 


Dies  ist  die  Di£fcrentialgleichung  für  dcu  Fall,  wo  XM  —  R  ist^ 
wo  also  M  mit  Y  züsaramonfällt ,  so  dass  f  und  g'  gegeben  sind, 
Ihre  Integration  ergibt  g,  und  nachher  Gl.  (2)  h  und  h'  sind  80- 
da^m  iißch  Gl.  (1)  bekannt,  and  durch  die  Werte  von  /;  ^,  A  ist  die 
Aufgabe  gelüst. 

Um  von  diesem  Specialfall  auf  die  allgemeiod  Aufgabe  ftber- 
sngehen,  wo  k  statt  g'  gegeben  ist,  betrachten  wir  die  sphftrischen 
Dreiecke 

TMH^    YXT^   MXT^  TMH 

in  welchen  folgeude  Winkel  sich  über  XY  zu  2E  ergänzen : 

XMT-h  TMH+HMY 1-  2B  (4) 

In  Dreieck  MX2  uud  YXT  iiat  mau: 

^^rvr^^        COSy— /COSg  g 

'    yi— ^«sin«   yi— /« 

woraus: 

COS9  =/cosa4-0Uuo 

ausserdem; 

— f  —  Cosa  cos  <p     /sin«  — 0  COS« 

GOsXAfT  —  —  .    -.  ^  —   .  

äinasin^  sinip 

in  Dreieck  TMffi 

cos  TMH     —  cotXcoty 

in  Dreieck  TMH: 
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cosHMY  = 


g' —  sin  a  cos  k 


(5) 


woniis  weiter: 


■nd  findet  naeb  61.  (5)  mit  Anwendung  von  Gl.  (4): 
f  «-  Bin  et  008  A    1  ( /cos  a -|-^  sin  a)  (/sin  a  ~  y  cos  u)  cos  i 


(6) 


+  Vi-/»-y^  y8ur.-(/cüs«+i,8m«;«j  i_(^eos„+7sinl0"« 


Snbstituirt  nmu  diesen  Ansdnick  für  ^f'  iu  Gl.  (3),  so  geht  sie  iii 
diejenige  Gleichung  übt  r,  deren  Integration  die  erste  der  3  Aufgaben 
löst  Sic  ist  demnach  stets  eine  gewöhnliche  Differintialgloichnng 
1.  Ordnung,  deren  Cocfiiclcnt4)ii  von  beiden  Variabclu  /*,  g  abhängen. 

Das  Yoneichen  der  Quadratwurzeln  moss  in  dem  Sinne  doppelt 
Ueiben,  dass  die  LOsnng  sich  Aber  beide  Torzeicben  erstreckt  Da 
aädi  keine  gegebene  Grflsse  anf  die  «  Axe  beziebt,  so  bestebt  die 
Carre  ans  2  symmetriscben  Zweigen  zn  beiden  Seiten  der  Ebene. 

Die  Losung  der  ersten  Aufgabe  liefert  zugleich  die  der  zweiten: 
man  braucht  nur  die  Tangente  mit  der  liinormalc  zu  vertauschen, 
da  beide  in  reciprokcr  Be/,iehuug  stellen.  P^s  ist  also  nur  l,  m  für 
f,  fj  zu  substituiren,  während  f  \  g  unveiäudert  bleiben.  Eiucu  Vor- 
»iicheuwecbsel  erleiden  nur  A,  h\  n,  die  nicht  vorkommen. 

Bei  der  dritten  Adjgabe  ist  in  61.  (3)  nnr  fOr  g*  der  Wert 


Ist  dann  m  als  Function  von  /  gegeben,  so  erhält  man  durch  Inte- 
grafion  g,  also  die  fertige  Lösung  für  den  i-uli  «^K,  wo  M  in 


In.  der  allgemeinen  Aufgabe  III.  ist  |i  statt  m  gegeben.  Die  für 
die  erste  Aalb'be  censtrairte  Figur  nebst  der  trigonometrischen 
KBcbsang  pasat  Tollkonunen  auch  hier.  Die  Binormale  tritt  an  die 


tm.  snbilitniren,  so  dass  sie  lautet: 

^9  1  — 


r  fallt 


Ar«L  d,  JUtit.  B-  l'^j»-   2-  S«Ui«.  Tai!  L 
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Stelle  der  l]auptiiormalc,  also  in  der  Figur  B  an  die  Stelle  von  H, 
und  iu  GL  (6)  m  uud    an  die  Stelle  von     and  iL, 

Fassen  wir  die  Resultate  sasammen»  so  hat  sich  folgendes  er- 
geben. 

Siud  die  2  Wiukcl,  welche  2  begleitende  Axen  einer  Curvo  ein- 
zeln mit  2  festen  Geraden  bilden,  gegebene  Fnnrtioncn  von  einander, 
so  hängt  die  Darbtüllang  der  Corvo  von  der  Integration  einer  Glei- 
chung der  Form 

ab,  wo  1//  eine  algebraische  Function  bczciclinet,  die  im  allgemeinen 
3  irrationale  Quadratwurzeln,  zum  Teil  in  einer  vierten  iuvolvirt, 
enthält,  während  im  Falle,  wo  die  2  festen  Geraden  normal  zu  ein- 
ander sind,  nur  2  irrationale,  nicht  involvirto  Quadratwurzeln  vor- 
kommen. 

Die  drei,  den  Combiuatiuneu  der  3  begleitenden  Axcu  entspre- 
chenden Aufgaben  lassen  sich  wieder  als  Specialfalle  einer  aligemoi- 
nern  Aufgabe  betracUtcü,  indem  man  stall  der  2  begleitenden  Axen 
zwei  mit  dem  begleitenden  Axensyatem  fest  verbundene  Gerade  als 
Schenkel  der  gegebenen  Winkel  annimmt  Auch  diese  allgemeinere 
Aufgabe  würde  sich  durch  Substitution  auf  die  Aufgabe  I.  zurück- 
fuhren lassen,  worauf  ich  hier  nicht  eingehe. 
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m. 

Üeber  die  Bestimmung  der  Untersckeiduugs- 
ebsuraktere   für  die  Kegelschnitte,   wenn  die 

Gleichungen  derselbtm  in  trimetrisclien 
Liniencoordinaten  gegeben  sind« 

Voo 

A.  Ehlert 


In  Salmon's  „Analytische  Geometrie  der  Eegelselmitte*'  Artikel 
3Id,  Aufgabe  5  findet  eich  die  Methode  angedeutet,  nach  weicher 
man  ÜBr  eine  in  trimetriscfaen  Liniencoordinaten  gegebene  Kegd- 
lehnittsgleichnng  die  tlnter&cheidangscfaaraktere  für  die  Ellipae, 
Hyperbel  nnd  Parabel  feststellen  louin.  Dieselbe  Methode  dient 
aber  such,  wie  in  der  folgcodco  Darstellong  gezeigt  werden  soll,  zu 
einer  tebr  einfachen  Ableitnng  der  Bedingungen,  anter  welchen  die 
•Dgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 

ein  Pooktepaar,  ciuen  Kreis  and  eine  gleichseitige  Hyperbel  rcprft- 
senürt 

Bezeichnen  ,  und  «3  die  Seitenstrecken  des  Fnndamental- 
dreie^  so  stellt  die  Gleichung: 

fltar  constute  und  variabele  |«  die  Gloichnng  des  ,  dagegen  für 
cMslaitfe  h  md  Tsriabele  tet  die  Glttchung  der  Geraden  dar. 

4» 
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Soll  der  Paukt 

auf  üer  Curve 

liegen,  80  müssen  die  beiden  ?on  ihm  aasgchcuden  Tangenten  zu- 
sammen fallen  d.  h.  die  beiden  Wurzeln  der  iu  Bezog  auf  litl« 
qoadratiscben  Gleichung: 

je 

welche  durch  Elimination  von  1^  aus  jenen  beiden  Gleichnngen  ent- 
steht, mflssen  gleich  sein.  Dies  ist  aber  der  Fall,  wenn  die  Be- 
dingung: 

erfüllt  ist,  wie  sich  nacli  einigen  Umformungen  leicht  crgicbt. 

Bezeichnen  nnn  Aj^,  A^^^  A^f  und  i4j,  die  auf  die  rc- 
spcctivcn  Elemente  «r,t,  o^,  ly^},  «jg,  «si  und  (Vis  bezogenen  Minoren 
oder  Unterdeterminanten  der  Determinante 


«31 J     «83t     «33  ' 


SO  kann  jene  Bedingung,  unter  welcher  der  Paukt 

auf  dem  Kegelschnitt  ^  -»  0  liegt,  in  der  bequemeren  Form: 

darg(?i<'l!t  worden,  welches  die  bekannte  Gleichuug  desselben 
Kegelschnitts  in  trimetrischen  Ponktcoordinaten  ist 

Soll  der  Punkt 
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zugleich  aaf  der  uücndlicli  feroen  Geraden  der  Kbeuc,  lur  welche 
P  ->  1  und    ^  1  ist,  liegen,  so  muss 

SS  ^3 

2)  «1 +«i+«s  —  0  sein. 

Wan  erhält  also  durch  Kliminatioii  von  aus  duü  beiden  ülei- 
choDgeD  Ij  uud  2)  die  quadratische  Glcichuug: 

3)  (A,,  4-  -^33  -        (^)  +  2(^„  -  ^sa  -  ^s,  +  ^lit). 

IM  Bcstiiiiinun;  lor  }ieiil*iB  Punkte,  welcho  zugleich  dem  Kegelschnitt 
1=0  uüii  lier  Ulli  ndlich  fernen  GoraJen  der  Ebene  augehOron. 
Diese  boid^^n  Si^hiiitt])!!!!!. to  sin(i  lolglich  reell,  inm'jinür  oder  fall(Mi 
in  einen  Puukt  zu>aninirii  ,  jc  udch  dem  die  bcidi  n  Wurzeln  jener 
qaadratischen  Gleichung  3)  reell,  imagiuär  oder  einauder  gleicb  siud, 
d.  h.  je  uachdem 

>  0,   <  0  oder       0  ist. 

Die  Grösse: 

-     —     + -  (^11 + ^88  -  2^31 )  (^M  +  ^sa  -  2^«) 
Il88t  sich  aber  umformen  in 

+  '2(  Jai-dj,  —  -In  -^2^)  +  ^iAiiA^—A^tA^^) 

oder  in 

»0  Aii\  Afg\  -rl^a',  .-Ija'.  ^lai',  A^^'  die  auf  die  rospectiven  Elemente 
.4s;,,  ^l^a,  -^ji  und      bezogenen  Minoren  der  Determinante 
«iea  mnngierien  Systems 

^'  =  !  ^2),    -4g3  I 

I  «^»H    -^tS«    ''^«S  1 

HDd.  Nach  bci£auQteo  Sätzen  aas  der  Theorie  der  Dctermiuauten 
in  aber 

QBd 
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Daher  ist  jeue  Grösse: 

—  —  ^(«11  +     +  «M  +  20|3  +  2asi  -f  2a,sj) 
und  es  eiigiebt  sich: 

Die  allgemeine  Gleiebiing  In  trimetriaehen  Linieneotvdiiinten 
Z  —  0  stellt 

1)  eine  Hyperbel  dar,  wenn  die  Discriminante  der  gegebenen 
GleichtinL'  üud  die  Coefüciontcusamme  entgegengesetzte  Vor- 
zeicben  haben; 

3)  eine  Ellipse  dar,  wenn  die  Diseriminante  der  gegebenen 
Gleichnag  und  die  Coeffidentensnmmo  dieselben  Yenseicben  besitzen. 

Die  beiden  Schuittpunkte  des  Kegelschnitts  X  0  mit  der  un- 
endlich cnt<<  rntea  Geraden  der  £beno  fallen  in  einen  PnnlLt  zn- 
sammen,  wenn 

d.  h.  wenn  entweder 

«n  4-  «w  +  «33  -f  2aM+2«fti+ 2«!,  =-  0 

oder  wenn 

^  —  0  ist 

Da  die  nnendKi^  entfernte  Oerade  der  Ebene  fftr  alle  Parallelen 
derselben  Ebene  Tangente  ist,  so  mnss  die  allgemeine  Gleichung  des 
Kegelscbnitts  £  0,  wenn  dieselbe  eine  Parabel  reprftsentiren  soll, 
dnrcb  die  Goordinaten  der  nnendUch  entfernten  Geraden,  für  welche 

~  •='1  nnd  ^  '  1  ist,  erfüllt  werden,  d.  b.  es  moss 
SS  n 

«it-f-«8s  +  <'s3+2«?3  +  2tt5i  +  2ai,  —  0  sein. 

Die  allgemeine  Gleichung  Z  0  stellt  daher  eine  Parabel 
dar,  wenn  die  Coefiicientensunune  der  Gleichung  den  Wert  Noll  bat. 

Eine  homogene  Gleicbnng  zweiten  Grades  in  trimetriscben  Linien«* 
coordinaten  kann  flberhanpt  nur  eine  Hyperbel,  Ellipse,  Parabel  oder 
ein  Pnnktepaar  reprflaentiren.  Gebt  man  aber  Ton  der  Gleicbnng 
eines  Pnnktepaares  in  trimetriscben  Llniencoordinaten 
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tir  entsprecheiideii  GleidiMiig  in  trimetriKben  Pnnktooordinateii  Aber, 
90  erhält  man  bekaimticb  das  Quadrat  der  Gleichung  der  Yerbin- 
dongsgeraden  jener  beiden  Punkte  o/  nnd  Dies  ist  der  analy* 
tiiebe  An8dnld^  für  die  geometrische  Wahrheit,  dass  dnndi  ein  nicht 
lonrnmeniaUendes  Pnnktepaar  stets  eine  Gorade  bestimmt  ist, 
oder  dass  von  solchen  Punkten,  die  in  der  YerbindnngBgeraden  jenes 
Ponktepaares  liegen,  die  beiden  an  die  Carre  d.  h.  ao  das  Pnnkte- 
paar gezogenen  Tangenten  zusammenfallen.  Das  Pnnktepaar 
stellt  also  gleichzeitig  ein  anderes  geometrisches  Gebilde,  nämlich 
seine  Verbindangsgeradc,  dar.  lu  diesem  Sinne  ist  es  gestattet,  TOn 
den  Durchscbr.itts])uoktea  eines  Ponktepaares  mit  der  nnendlich  ent* 
femten  Geraden  der  Ebene  zu  sprechen.  Es  sind  die  beiden  zn- 
i ammenfallenden  Punkte,  in  denen  die  zweimal  gerechnete  Ver- 
bindongsgerade  die  uuendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene  schneidet. 
Dieser  Schnittpunkt  ist  in  der  Tat  der  einzige  Punkt  auf  der  nn- 
endlich fernen  Geraden,  von  welchen  ans  die  beiden  Tangenten  an 
das  Panktcpaar  znsammenfallen. 

Das  Zusammenfallen  der  beiden  Schnittpunkte  kann  aber  nnr 
anter  der  Bedingung  ^  ■->  0  stattfinden,  denn  jenes  andere  Kriterimn 

gilt,  wie  schon  angezeigt  wurde,  nnr  für  die  Parabel. 

JBs  stellt  daher  die  allgemeine  Gleichung  £  —  0  ein  Punkte« 
paar  dar,  wenn  die  Discriminante  der  Gleichung  den  Wert  Null  hat 
Fsr  die  trimetrischen  Coordinaten  des  Schnittpunktes  dieses  Punkte- 
paaiee  (d.  h.  seiner  Yerbindungsgeraden)  mit  der  unendlich  ent- 
ieniten  Geraden  der  Ebene  hat  man  daher  aus  der  Gleichung  3) 

Daher  ist  die  Gleichaug  dieses  Darchscimittspanktes 

Diese  Gleichnng  kann  aber  auch  In  den  beiden  Formen 
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geschrieben  werden,  da  die  frtther  bewiesene  Idenüt&t 
{An +An-  ^)  (^8 + ^11  ~  2^4«) 

=  ^(«„  4-  «2X  +  «33  +  -««  +  2031  +  2o„) 

durch  cyklische  YertaiiBchiing  der  Indices  die  drei  Identitftten: 

{A„  +  ^33  -  2^,s)  (^1»8 + ^,  -  2^„)  -  U„  +  ^1  -  ila,  - 

Dich  Bich  zieht 

Dass  die  drei  gefundenen  Gleichungen  wirklich  den  Dnrch- 
schnittspunkt  der  Verbindungsgoraden  des  Punktepaares  2^  ^  u  mit 
der  uneudlicb  eutferuteu  Geraden  der  Ebene  darstellen,  kann  direct 
bestätigt  werden. 

FOr  die  trimctrischcn  Coordinaten  «jS,  ae^S,  «^e  des  Schnitt- 
pnoktee  einer  beliebigen  Oeraden 

mit  der  anendlich  entfernten  Geraden  der  Ebene 
hat  man: 

Ist  die  Gerade  oi  die  Terbindnngsgorade  der  beiden  Pankte 
und       80  ist  bekanntlich: 

und  man  erhält  daher  die  Gleichung  des  Schnittpunktes  der  Ver» 
biudungsgeraden  der  beiden  Paukte  x/  und  m"  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  Ebene  in  der  Form: 

V-  V>i  -  («8  V-«^%')^4t 

+  #s[(flr,V-*8V)»8- W«,''--«8''*l'Vl,]l8  -  0. 

Diese  Gleichung  kann  also  nur  durch  einen  Consta  ntouFactor 
von  jeder  der  drei  vorhin  angefahrten  Formen  i.  B.  von 
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mdueden  aeiti,  wenn     —  0  ein  Pnoktepaar  dantollt}  d.  h.  wenn 


identisdi  sein  aoU  mit  der  Fanction 
ÜBter  dieser  Yoniitsetrang  mnss  aber 

KiB,  und  man  findet  dann  nach  einigen  Umformungen  die  Minoren 

^  =.  —  (j-j  Xj   Xg  X,  rS^'S^' 

J„  =  -  (ar/«^"-»,'V)  («*  V-  *tV)VVi 
i«  =  -  («s  V-*."«i'K»«i«t 

Aas  diesen  Werten  crgicbt  sieb  aber: 

nd 

«^j[^x^  X3  —  xg  «s  J#3  —  ( x^  — X|  x^  ;«,J  A 

0ie  drei  Coefficienten 

-^1—-^«»  ^11+'^  — 2-4»,  und  ^si-f-^is— ^n  — ^Ij» 
Üben  also  den  Factor 
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gemeinsam  and  es  stellen  daher  in  der  Tat  die  beiden  Gloicliuugen: 
and 

k,  l,m 

denselben  Punkt  dar.  s 

Alle  Kreise  derselben  Ebene  haben,  wie  bekannt,  mit  der  un- 
endlich entfernten  Geraden  der  Ebene  dieselben  zwei  imaginären 
Punkte  gemeinsam.  Darum  ist  ein  Kreia  auch  durch  drei  endliche 
Punkte  vOUig  bcBtimmt,  wftbrend  ein  Kegelschnitt  im  Allgemeinen 
erst  durch  fanf  Punkte  festgesetzt  ist.  Man  kann  daher  Kreise  als 
solche  Kegelschnitte  (spedeUer  als  solche  Ellipsen)  betrachten,  welche 
durch  gewisse  zwei  feste  imaginftre  Punkte  auf  der  unendlich  ent- 
fernten Geraden  der  Ebene  gehen. 

Bezeichnen  Ai ,  nnd  die  den  Scitenstrecken  s^^  «3  und  ^ 
respective  gegenüberliegenden  Innenwinkel  des  Fnndameutaldreiecks, 

so  findet  mau  (Salraon:  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte, 
Artikel  104  Aufgabe  8)  für  die  trinietrischcn  Coordinateu  jener  bei- 
den fostou  Punkte  (der  sogenannten  imaginären  Krcispunkte  im  Uur 
eudüchen) 

0)'  av 

— *=  —  COS  ^ j  +  »  sin  ^    ~       ~  ~  —  *  -^1 

und 

(?)"  ar 

— 7»w/  -«  — -  cos  ^1.  —  i  sin       —Tmrji  —  —  COS  Ai  4-  i  sin  A^ 


Daher 


(TY 

sc-  *      — eoiAt-\-i6mA^  ,  ,  ^ 

Tn  "  -cos^,-»sin^,  =  -  ^osA,--.BmA, 

äP,  —  cos^la— isiu^j         ^     .    1  .•  ^ 

-  ( ty'  =  -  cos^,-h»«n^  «  -  COS .1,  + . sin  A, 
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Will  Juan  daher  die  Bedingungeu  anfiitelleB,  unter  welchen  die 
aUgeneiiie  Gleichong  £  —  0  einen  Kreis  darttellt,  so  hat  man  nnr 
usndrtfiken,  dasi  dieser  Kegelschnitt  dnrch  jene  heiden  festen 
Fookta  gehen  soll.  Die  beiden  Dnrehschnittspnnkte  eines  Jeden 
Kegebebaitts  mit  der  unendlich  entfernten  Geraden  der  Khene  worden 
tlier  durch  die  Gleidinng  3)  bestimmt  Ist  nnn  dieser  Kegelschnitt 
OS  Krais,  so  mnss  folglich 

{fr  (fr 


lad 


oder 
D 

md 


Diese  beiden  Bediognngen  bilden  also  das  Kriterium  für  den 
Kreis,  können  aber  noch  symmetrischer  ansgedrückt  werden,  wenn 
aia  berackaicbtigt,  daas  fOr  das  Faudamentaldreleck  die  Relation 

«I* + — *s*  —  2*1*1  «>B  ^  8*^*- 
Aas  I)  folgt  dann: 

tad  es  ist  also,  mit  BScksicht  auf  II) 

*i*  4-  ^  —  2-431  4-  -438  — 

4L 

V""-^M+^ss— 2iisi' 

Die  aiigcmeine  KegelschniUsgleicbuug  in  trimetriscbeu  Linicn- 
ooordinaten  ^«->0  repräsenürt  also  einen  Kreis,  wenn  die  beiden 
Bediogongen: 


Google 
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oder 


^33  -{-  -flu  —  2.I31 


2A 


'1« 


oder 


Aw\-Au  —  2Aki 


=  coustaDS  erfüllt  siud. 


Diesen  Bedingungen  wird  genügt,  wenn  z.  ß.  sümmtlichc  Minoren 
•^11 1  -'sä?  -^s^>  ^IsL  den  Weit  Noll  haben,  J.  h.  wenn 

die allgemoine  Gleiclioug  ^  —  0  eiuzusamme&fallcudes  Punkte- 
paar  darstellt.  £b  kann  daher  der  Pankt  als  zu  den  Kreisen  gehdrig 
oder  als  eine  specieile  Art  des  Kreises  betrachtet  werden. 

Die  heidoD  reollnn  Durchsclmittspunkte  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  mit  der  unciKllirh  entfernten  G<  r.irlou  der  Ebene  liegen 
stets  in  zwei  zu  oiiiaiuic  r  r  e  r  h  t  w  i  n  k  1  i  ,1:  c  u  Hichtungen,  da  die 
Asyniiitotc'ii  cirifT  gKichscitigeu  iiyperbt.1  normal  zu  einander  ?ind. 
Die  ScLiiittpuükto  von  ir^'cud  zwei  zu  einaii  l'  r  n-v>ht\viiikiigün  Ge- 
raden diTSt'lheii  Kbvue  bind  aber  stets  harniünisi  li  «  onjuLrirt  zu  den 
beiden  festen  imaginären  Kreispuukteu  im  Uncndliclit  n.  od(  r  mit  an- 
deren Worten:  Alle  Paare  normal  zu  einand- r  ^t-li  i.di  r  Geraden 
derselben  Ebene  bilden  auf  der  unendlich  «Mitfcraten  Geraden  dieser 
Ebene  eine  Involution  von  Puuktei»a.ireü ,  deren  Doppejpuukie  die 
beiden  ima^mareu  Krcispuuktt)  im  Unendlichen  sind. 

Soll  also  die  Bedingong  aofgestellt  werden»  unter  welcher  die 
die  aJlgemeine  Kegelschnittsgleichnug  Z^O  eine  gleichseitige 
Hyperbel  darstellt,  so  hat  mau  nnr  analytisch  auszudrucken,  dass  die 
beiden  Durchscbnittspunkto  des  Kegelschniits  mit  der  unendlich  ent- 
fernten Geraden  der  Ebene,  welche  durch  die  Gleichung  3)  bestimmt 
wurden,  harmonisch  conjugirt  sind  zu  den  beiden  imaginären  KrelS' 
punkten  im  Unendlichen. 

Die  Gleichungen  dieser  beiden  festen  Pankte  sind  aber  nach  dem 
frfiher  Bemerkten: 

cosil,  -|-«Bin^,)li-^-#g('— C08j1|  —•8in^j)5i -f-ols  =•  0 


«,( — C08i4,  —  *8in^8)^i-f    — cos-rl, -|-*sinJ,)lg-|-Ä3l3  0 
und  es  ist  daher  die  GK  iehuug  irgend  eines  i'uiiktos  auf  der  Vt  r- 
bindungsgeraden  dieser  beiden  Punkte  d.  h.  auf  der  unendlich  ent- 
fernten Geraden  der  £beue: 


und 
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Dann  ist  aber  die  Gleichung  dr  s  Punktos,  welcher  mit  dem  vorigen 
ein«  in  Bezug  anf  das  imaginäre  Kreispanktopaar  im  UncndUcheii, 
bariDODiscii  coigogirtcs  Pauktopaar  bildet: 

4-»f  |— COS/!,  —  isinAg  cosA^  -f  Asin^li)  j^. 

Man  hat  also  für  die  trimctriscben  Coordinateo  dieses  letzten  Pankte« 
paares 

V       ,   —  COS/I2  +  isin  ^2  -\~  k  .(—cosA^—ismAi) 

a^'      ^       —  cos  A ,  —  isuiA^  -f  k .  ( —  cos/l|  -\-  /sin-4,) 

«/'  „  _^  —  cos/1^,  -f"  /siu/lg  —  ^  •  ( —  cosA^  —  »sin-^^j) 
«j"     ^      _ QQ^^^ _ isin^j  —  k,i—  coß^i 4- iäiaA^ 

Dieses  Puriktepaar  ist  natürlich  für  jodos  reelle  A,  welches  von  J^l 
verschieden  ist,  imaginär,  dagegen  stets  reell,  wenn 

genommen  wird,  wo  n  irgend  eine  reelle  Zahl  bedeutet. 
Setzt  man  der  Kfirze  halber: 

—  cos/U-f-'^^'-'^s  "  —  Cüsylg  —  lilnA^  =»=  N 

—  cos  Ai  —  »sin^i  =  F  —  cos^i  -|-  csin^j  «  Q 

M  kann  man  aus  den  beiden  Gleichungen 

(l^'o  ParamottT  Ä  oliminiren  und  erhalt  dann  eine  Relation ,  welcher 
<iic  trinjethscbeu  Coordiuatenverhältnissc  q  nnd  q"  irgend  zweier  auf 
der  nnondlich  oiitiVnitf  :i  Geraden  der  Ebene  gelegenen  Punkte,  die 
m  (Icu  bcid'  n  imau'inäreii  Kreispunkten  im  Unendlichen  harmonisch 
coDjugirt  genügen  müssen.   Man  findet  durch  Elimination  von 

i  die  Gleichung: 

Qg'—  N      Qq"—  N 

oder 
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Nun  ist  aber 

MQ-\-PN  =  (—  cos^-lg     ismA^)  (-  cos/1,  -|- isin^,) 

AIN  =a  ( —  COS  A^ + »sio^lj)  (—  C08^^  —  isin^lj)  1 
and  man  erhält  folglich  die  Relation: 

welche  die  Coordiiiatenverb&ltnisse  von  irgend  zwei  Paukten  *i  und 
V  zn  crflkllcn  babou,  die,  auf  der  anendlich  entfernten  Geraden  der 
Ebene  gelegen,  zn  den  beiden  imaginären  Ercispankten  im  Uneqid- 
liehen  barmoniach  coi^agirt  sind. 

Soll  also  d<'r  Kegelschnitt  Z  =  0  die  uuuudlich  CDtfcrntc  Gerade 
der  Ebeue  in  zwei  solchen  Punkten  schneiden,  d.h.  soll  der  KegeL 
schnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  sein,  so  niüsseu  die  beiden  aus 

der  Oleiching  3)  sich  ergebenden  Werte  Ton  -  der  vorigen  Bedin- 
gang  genügen.   Durch  Substitution  der  Ausdrücke; 

V  .  «i"     2(^a3  +  ^81  —  A33  —  ^,>t 

V  ^  Uii-|-i!a8-2^)«, 

erh&lt  man  die  Bedingangsgleichang 
oder 

Berücksichtigt  man  die  ana  dem  Fnndamentaldreieck  aich  ergebendeo 
Relationen 

#1*— «8*  &,«tC08ila 
«s* -{"*»* — 'i*  2*2*3  cos.<4, 
»a^+'i* — "  2*3*1  cos.4j 

80  nimmt  diese  Gieichnng  die  Form  an: 


-  ^t^An  cmM + «,  M„  4-  «g^^lsj  -f-  nMas 
oder 

~  2-431*3*1  COS-ilg  —  2ili2#i«2  Coswig  =  0 

Eine  durch  die  allgemeine  Gleichttog  £  ==0  in  trimetrisciien 
UniencoordiDateo  dargestellte  Hyperbel  ist  also  gloichseitig, 
wenn  die  Miiioren  der  Diflcriminante  die  Bedingnng 

"^ii'if  ~i~  A^^^  -\-  Atim^  —  2.1:13^2*3  cos -4, 

oder 
erftUen. 

Frankfurt  a.  Oder  im  December  18Ö3. 
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IV. 

GriindzuG^o  /ii  einer  coiiibinatoriselien 
Darsteliuug  der  liohereu  DitYerentiaiquotienten 
zusammengesetzter  Fanctionen« 

Von 

Herrn  Julius  Völlers 

tn  Oldenburg. 


Da  bei  verwickoltercn  analytischen  Operationen  —  z.  B.  der 
Entwickclnnf^  einer  zusainmonirpsofztdi  Function  in  eine  Reihe  und 
der  Snmiuuunp  der  Ketteabrücho  —  niclit  selten  coiaLiuatürische 
Anorduuugeu  aui  v'm  leicht  zu  übersebendes  Verfahren  führen,  so 
snchtc  ich  auch  bei  der  Entwickeluug  der  höhereu  Differeutialquoti- 
enten  zusammengesetzter  Fnnetionen  eine  derartige  Hülfe  zu  finden 
und  gelangte  zn  dem  in  nachfolgender  Skizze  angegebenen  Besnltale, 
das  wohl  nicht  ohne  aUea  wissenschaftliche  Interesse  und  anch  von 
einigem  praktischen  Nutzen  sdn  dflrfite. 

Als  Ansgangspankt  für  meine  Untersnchnng  benutzte  Ich  die 
Formel  Ton  U.  Meyer*) 

worin 

Vit  -  =  -  fp(«)Ja 

indem  ich  zunächst  das  combinatorische  Gesetz ,  dem  di»^  mohrfachen 
DifieroQtiatioaen  der  Potenzen  Ton  9  anterworfeu  siud,  ermittelte. 


*)  OnincTti  ArcbiT  T.  IX.   S.  96. 
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Sacht  man  von  D^^  aasgchcnd  D^S^  darch  aufeinaiider  folgoade 
Differentiatioiioii  und  bezeichnet  in  dem  Resultate 

6  mit  0,  I)Q  mit  1,  D-&  mit  2.  so  erhält  man,  wenn  man  vorlanlii? 
von  den  numerischen  Coofticienteu  absieht,  fni/jf  ndos  Schema  für  die 
dDzelocn  Sammandcn  der  obigen  Islatwickeluug 

003 

012  ^ 
III 

Es  ist  dies  die  dritte  Corobinationsclasse  der  Elemente  0,  1,  2« 
S,  tor  Qnersamme  3. 

In  derselben  Weise  ergiebt  sich  für 
+  l446<Da)*+24(Z>e}« 

du  Schema: 

OlX)4 
0013 
0022 
0112 
1111 

vcicbes  die  vierte  Combinatioosclasse  der  Elemente  ü,  1,  2,  3,  4  zur 
Qnersommo  4  ist 

Betrachtet  mau  ferner  noch  den  Differentialqnotienten 

ift  findet  man  folgende  Anordnung, 

Ü0Ü04 
00013 
00022 
00112 

01111 

«defae  der  fillnftcn  Combinationsclasse  der  Elemente  0,  1,  2,  3,  4, 
vtt  Qoennrnme  4  gleichkommt. 

Durch  Anwendung  derartiger  Untersuchungen  auf  beliebige  Dif- 
fereutialqnotieuten  der  Potenzen  vuu  (si),  deren  weitläufige  Eutwicke- 

Anh.  S.  Ifath.  m.  Fhfi.  S.  B«lli*»  Ml  L  5 
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lung  aber  bei  der  Lpichtigkcit ,  mit  welcher  dieselbe  autifthrbar  ist, 
hier  iinterbleibea  mag,  gelangt  man  zu  folgendem  Satze; 

Entwickelt  man  von  DB^  DB\  DB^  n.  s.  w.  ausgehend  die  auf. 
einander  folgenden  Differentialqnotienten,  und  schliesst  man  vorläufig 
die  sieh  hierbei  ergebenden  nomerischen  Goefficienten  von  der  Br- 
trachtang  ans,  so  sind  die  einseinen  Summanden  einer  beliebigen 
Entwickelnng  (i>*6"*)  In  der  Weise  zusammengesetzt,  dass  sie,  wenn 
man  B  mit  0,  DS  mit  1,  I^B  mit  2,  tfiB  mit  3  u.  s.  f.  bezeichnet, 
die  einzelnen  Com]ilezlonen  der  n-j-l  Elemente  0,  1,  2  ...  zur  Qnor- 
iomme  «  und  zur  mtea  Gombinationsclasse  reprftsentiren. 

Vergleicht  mau  nun  die  beiden  Differeutialquotienten 
+1UB(  DB)*DßB  ^  24(l>e)* 

mit  einander,  so  findet  man,  daas  die  Ansaht  der  Summanden  in  bei- 
den Reihen  gleich  ist,  und  die  Producte  der  einzelnen  Dilferential- 
quotienten  (wobei  9  als  Oter  angesehen  werden  mag)  in  der  letzten 
sich  von  denen  der  ersten  nur  durch  den  Factor  B  unterscheiden,  — 
was  einer  Classenftnderung  einer  gegebenen  Anzahl  von  Elementen 
zu  einer  gegebenen  Quersumme  entspricht,  —  dass  dagegen  die  nu« 
merisehen  Goefficienten  scheinbar  ganz  verschieden  sind. 

In  mauchen  Rerhuungcu  sind  nun  d'w  ('ombiiiationscomplcxiouou 
von  ihren  Permutatiüus-  uder  Versetzuugszablen  bc^di'itet;  scbueidct 
man  auch  hier  dieselben  vorsucbsweiso  aus,  so  orgiubt  sicli : 

D^B^  ^  ^B»D^B^12.  4  B»DBD*B 

4-6.  6.  e*(Z;«0)»H-12.  12.  BiDB)^JAB^2MDS)* 

+6.  10.  e«(Z>*e)*-i-30.  12.  ^HDByjJ^B 
4-5.  24  6(1)6)* 

Man  sieht,  dass  die  rechtcu  Seiten  der  beiden  Glcichuugen  nnn- 
raebr  gewisse  iiuiiKiischü  CücfücieutCü  genie  in  schaftlich  haben,  uäni- 
lich  die  Zahlen  1.  4.  6.  12.  21,  die,  wie  mau  sich  leicht  überzeugt, 
jedem  vierten  Diflferentialquotienteu  irgend  einer  Potenz  von  ^  zu- 
kommen, nachdem  mau  aus  den  sich  anfangs  ergebeudcn  Coefücieuteu 
die  dem  entsprechenden  Differentialquotiiutenproducte  zugehörigen 
Versetzungszalilen  auageschicdeu  hat.  Durch  weitere  Ycrgloichnugcn 
wird  mau  liudeu,  dass  jedem  Diffcrentialquotienten  einer  Potem  von 
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%  Mch  Aosseheidnog  der  YersetEnngszalileii  gewisse  Coeffieienton 
akonmen,  die  man  iraoniehr  allein  ins  Aoge  sa  fiassen  hat 

Um  die  genanutcn  rocfficicntcn  auf  die  einfachste  Art  und  Weise 
'ür  tiiie  jrewisse  Anzahl  nufstoigcndcr  DUTercutialquoticnten  zu  or- 
fliittelu.  (Tiiinere  man  sich,  dass  Jj*'&"'  nie  mehr  Summaiuleu  mtlrlU 
als  I^  O-:  man  folglich  nur  für  n     1^  2,  3,  4  u.  s.  w.  zu 

berechacQ  braucht 

Uta  entwickele  nun  ans  DS  D9'  dorcb  Mnltiplieation  mit  B 
nd  Aenderung  der  VerBetzanggzahlen,  ans  D6'  dareh  Differentiation 
D^,  dann  in  derselben  Weise  ans  J9*e*,2)*as  und  ans  nßS^ 
üd  &]ire  so  fort 

Mao  erhält  so  nach  Aussonderung  der  Vprspt7,nü<,'szahieü  für  die 
1  (ifsteu  Diffcrcutialquotienteu  folgeudo  Cocfhcieutcu: 

L  1. 

a  1.  2. 

in.  1.  3.  6. 

IV.  1.  4.  G.  12.  24. 

V.  1.  5.  10.  20.  30.  60.  120. 

YL  1.  6.  16.  20.  30.  60.  90.  120.  180.  360.  720. 
Va  1.  7.  21.  35.  42.  105.  140.  210.  210.  420.  630.  840.  1260. 
2520.  5010. 

Man  bemerkt  leicht,  dass  dir  ersten  Coeflicieiiteu  in  jeder  Reihe 
•i'c  aüfstci^enden  Binomialcoefticieuteu  der  dem  zugehörigen  Dif- 
kreutialquoticnteii  «^'lif «sprechenden  Potenzen  sind;  die  anderen  da- 
gegen sind  scheinbar  ganz  regellos  (?ol>!ldct.  Durch  wiederholte  Ver- 
stehe gelang  es  mir  jedocli.  dieselben  auf  folgende  Form  zu  bringen, 
vorin  den  mtcu  BinomialcoeMcieuten  der  »ten  Potenz  be- 
leichnct 

I.  (Do 
IL  (2)6  <2), 
ÜL  (3)to  (3h  (3)1.(2), 
lY.  (4)o  (4),  (4),  (4),.(3),  (4),.(.3),.(2), 

V.  {h\  (5),  (5),  (5),.(4),  (5),.C4)g  (5),.(4),.(3),  (5),.(4),.f3),.f2), 

VI.  (6)o  (G),  (6),  (6)3   (Ü),.{5),  (6),.(5),  (6)^.(4)2  (6),.(ö),.(4), 

(6)  ,.'5),.(4),  (6),.(5),.(4),.(3),  (6),.(5),.(4),.(3)j.(2), 

Vn.  (I^  (7)i  (7),  (7)»  (7),.(6),  (7)».(6),  (7M6)e  (7MÖ),.(7),.(6),.(Ö),. 

(7)  i.(6h.(5>t  (7M6),.(4),  (7)i.(6)i.(5),.(4)i  (7),.(6)i.l5),.(4),. 
(7)t.(6),.(5),.(4),.(3),(7),.(6),.(5),.(4)i.(3),.(2), 
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In  diesen)  Schema  stehen  zunächst  alle  aufsteigenden  Binomi- 
alcoefticiouteu  der  dem  betreffenden  Differcütialqaoöeuten  entspre- 
chenden Potenz ;  dann  der  Biuomialcoefficii  nt  der  genannten  Potenz, 
welcher  den  Index  1  b(^sitzt,  vereinigt  mit  allen  möglichen  aufsfoi- 
g^den  Binomialcoefticit'uteii  der  vorhergehenden  Potenz  von  dem- 
jenigen mit  dem  Index  1  beginnend;  dann  der  Binomialcofficiont 
der  höchsten  Potenz  mit  dem  Index  2  vereinigt  mit  df^n  aufsteigen- 
den Coefficienten  der  zweithöchsten  Potenz  von  (Itinjonigcu  mit  dem 
Iudex  2  beginnend.  Nachdem  in  entsprechender  Weise  alle  Biiiioneu 
erschüplL  sind,  werden  die  TcrniontMi  hergestellt •.  zunächst  tlas  Pro- 
duct  der  Binomialcoefheieuton  der  höchsten  und  zweitliöchstcu  Po- 
tenz mit  dem  Index  1  xoreini^jt  mit  den  aufsteigeudrn  Hinomial- 
coelticieuten  der  drittli  n  l  -^tt-n  Potenii,  von  demjenigen  mit  dem  Index  1 
beginnend-,  dann  das  i'rutiuct  aus  dem  BiuomiaU  uducn  ntcn  der 
höchsten  Potenz  mit  dem  Iudex  1  iu  den  Cocflicienteu  d<T  zweit- 
höchsten Potenz,  welcher  den  Index  2  besitzt,  vereinigt  mit  allen 
Coefficienirn  der  vierthöchsten  Potenz  von  demjenigen  mit  dem  In- 
dex 2  beginneml;  nnd  su  iu  eutsprechcnder  Weise  fort.  Da  es  nach 
diesen  Lrurterunj^e-n  keine  Schwierigkeiten  haben  dürttc,  wenn  nur 
die  Indiccs  der  zn  einer  der  obigen  Eiitwickelun^Hroihen  irehorigeii 
Binomialcüeflicienten-C'omplexionen'  bckanutj  sind,  diese  selbst  nie- 
dcrzuseheibeu,  so  genügt  es,  vorläutig  nur  die  Indices  zu  betrachten, 
welche  folgendcrmassen  sehr  leicht  zu  finden  sind.  Nimmt  man  den 
specielleu  Fall,  wo  die  Indices  zum  7ten  Differeutialquotienten  der 
Potenzen  von  B  gehörigen  Binomialcoeffioienton  gefiinden  werden 
sollen,  so  ist  der  erste  Nnll;  zor  Ermittelung  der  ttbrigen  schreihe 
man  die  Indices  der  anfsteigenden;  BinomUilcoeflficienten  von  der 
7ten  his  zur  2ton  Potenz  herunter,  jedesmal  mit  dem  Index  1  be- 
ginnend unter  einander,  wie  folgendes  Schöna  angiebt: 

133 

123 

12 

12 

1 

1 

Man  combinire  nun  dio  Elcmcute  der  ersten  Reihe  zur  ersten 
Classe;  man  erhält 

1.  2.  3, 

dann  das  erste  Element  1  der  ersten  Reihe  mit  denen  der  zweiten 
Reihe,  das  2to  mit  denen  der  dritten,  das  dritte  mit  denen  der 
vierten,  indem  man  nur  gutgeordnete  Complexionen  zulttsst,  zur 
zweiten  Classe ;  dies  gieht 
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II.  12.  13.  22. 

Dmnf  combinire  man  dio  Elemente  11  der  beiden  ersten  Reihen  mit 
dnen  der  dritten,  die  Elemente  12  der  beiden  eraton  Reihen  mit 
<ifiD  Elementen  der  4ten  Reihe,  wobei  wiederum  nur  gutgeordnete 
Cbmpleiionen  zogelaMen  werden;  man  erhftlt: 

III.  112.  122. 

Darauf  combiiurv  man  wiederum  die  Elemente  III  der  drei  ersten 
R'  ih  II  mit  denjenigen  der  vierten  Reihe,  uod  fahre  iu  eutsprcchen- 
der  Weise  fort   Man  hndot  noch 

1111.  1112 
Hill 
111111 

Wie  nuin  in  anderen  Fällen  verfährt,  wird  man  leicht  einsehen; 
aar  so  viel  sei  hier  noch  heaierki :  Zu  ungeraden  Potenzen  gehören, 

n — 1 

«eon  man  die.Indioes  von  1  an  rechnet  '-^^  dagegen  zu  einer 

gsrtden  ^  anfiBtoigende  Potensen.  üm  das  vorhergehende  Schema 

allgenieiu  herzustellen,  hat  mau  daher,  wenn  der  gesuchte  Differen- 
tialquütient  von  ö  ungerade  ist,  n  —  1  durch  2  zu  dividiren,  darauf 

n  ~~  1 

die  Zahlen  Ton  1  bis         2  mal,  damnter  die  Zahlen  von  1  bis 

^-2'- — 1^  zweimal,  dann  die  von  1  bis  i^~2^ zweimal  hin- 

isiehieihen,  nnd  so  fortsnfahren,  bis  die  Entwickelung  mit  2  anf- 
äaaaderfolgenden  die  Einheit  enthaltenden  Reihen  schliesst. 

Bd  geraden  Dillerentialqaotienten  sdireibe  man  dagegen  einmal 

n  n 

die  Zahlen  von  1  bis  2  zweimal  2    ^  u.  s.  f. ,  wie  bei 

den  nageraden  Differentialquotienten. 

Nachdem  nunmehr  die  Entwickolong  aller  einzelnen  zor  Berech- 
isng  eines  höheren  Differentialquotienten  von  Q  erforderlichen  Rech* 
stngea  erörtert  ist.  dfirite  es  nötig  sein,  die  Gesammtcntwickelung 
an  einem  Beispiele  klar  zu  machen.  Bevor  ich  jedoch  da/u  schreite, 
«fll  ich  noch  einige  Hegel □  über  die  Entwickelnng  der  i»ten  Combi- 
mtioosclasse  der  Elemente  012.  ...  n  zor  Quersumme  %  hier  ein- 
fiigeo,  da  dieselbe  nicht  gut  als  allgemein  bekannt  vorausgesetzt 
werden  dOrfte. 
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Handelt  es  sich  um  die  HerstelloDg  der  ntcn  Combinationsciasso 
der  geDanaten  Elemente  tat  Qneniimme  n,  so  entwickele  man  nach 
einander  *  die  Combinationielftnen  der  Elemente  1  bis  n  zur  Quer- 
summe n,  setze  der  ersten  Classe  (»— 1)  mal,  der  3ten  (u—2)  mal, 
der  dritten  (n^3)  mal  das  Element  Over  und  &bre  so  fort  bis  zur 
fiten  dnsse,  welche  (n — n)  oder  0  mal  das  Element  0  erb&It  Als 
Beispiel  folge  bier  die  acbte  Combinationsclasse  der  Elemente  0  bis 
8  zur  Qnersnmme  8. 


00000008 
)17 


mira 


00000036 
00000044 

oooaiiie 

U(XKX)125 
00000134 
00000224 
00000233 
»1115 


ÜUX)1124 
00001133 
00001223 
00002222 
00011114 
00011123 
UN  a  1222 
00111113 
00111122 
01111112 
11111111 


Zur  leiditea  nnd  sicberen  Constraction  der  einzelnen  Combi- 
mlsoiiBclBSsen  der  Elemente  1  bis  «  dienen  folgende  Regeln,  welcbe 
sich  auf  die  Herleitnng  einer  Combinationsdasse  ans  der  Torher* 
gehenden  zn  einerlei  Qnersamme  bezieben. 

1)  Jeder  Conii  lrxion  der  gegebenen  Classc  mit  Ucbergehnnc:  de- 
rer, die  am  Ende  zwei  oder  mehrere  gleiche  Elemente  haben,  setze 
mau  3  vor,  und  vertansche  die  letzte  Zahl  der  Complexiou  mit  der 
ihr  im  uatiirlicbeu  Zahlensystem  vorhergehenden.  Dies  giebt  die  mit 
1  anfangenden  Complexionco  (die  Ordnung  1)  der  abzuleitenden 
Classe. 

2)  In  den  so  gefiindenen  Complexionen  der  Ordnnng  1  (mit  Ueber- 
gehnng  derjenigen  Complexionen,  welche  entweder  zwei  oder  mehr 
gleiche  Anfongs-  oder  zwei  oder  mehr  gleiche  Endelemente,  eins  oder 
beides  zusammen,  haben)  vertansche  man  die  erste  Zahl  mit  der 
nAchatfoIgenden ,  die  letzte  hingegen  mit  der  nftebstTorhergehenden 
im  natflrliehen  Zahlensystem. 

3)  Ebenso  leitet  mau  die  Ordnung  3  aus  der  Ordnuntr  2  ab, 
wenn  mau  die  Vorschrift  (2)  aul  die  Ordnung  2,  wie  vorher  anr 
wendet,  und  ebenso  diu  /.ugehurigen  Anfangs-  und  Endelemcnte  dfii 
nrnzuwandeiiidcu  Complexioueu  vertauscht.    Und  sq  für  die  übrige' 
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OrdoflogeB«  Bovid  deren  das  Hanptgeaetz  der  Gorobin^tionen,  das- 
jenige der  gatea  Ordoang  sidftsst. 

Nach  diesen  Ki'gelu  lassen  sich  alle  CombinattonBclasseu  zu  einer 
gcj^ebeacu  (Quersumme  gauz  mechanisch  ableiten. 

Es  soll  iiuninehr  />  gofuiiilon  werden.  Mam  schreibe,  am 
besten  uutcreiuander  die  achte  Combinatioiisclasse  der  Elemente  0 
bis  8  ZOT  Qocrsummc  8  hin,  wie  es  das  Schema  a.  angiebt;  schreibe 

demaelben  die  VersetzaDgazahien,  welche  mittelst  der  Formel 

gefnoden  werden,  worin  inl  =  1.3.3  ...  m,  nnd  worin  »  die  Anzahl 
der  Elemente  der  betreffenden  Complexion,  n.  s.  w.  dagegen  in 
denselben  vorkommende  Anzahlen  gleicher  Elemente  beieidinen 
(Schema  b.);  ferner  schreibe  man  das  Schema  der  an&teigenden 
BiDomialcoefficicnten,  welches  in  diesem  Falle  mit  1.  2.  3.  4  be- 
^t  an  (Schema  cj,  nnd  endlich  entwickele  man  hierans  das  Schema 
der  combinirten  Binomialcoefficienten  (Schema  d.). 


Schema  a. 
€0000008 

ÜÜU0Ü017 
00000026 
ÜUXHJÜ35 

00000116 
»125 

1224 
00000233 

OüOUlllö 


JXOT 


Schema  b. 

81 
7! 

8! 
6! 

8! 
6! 

8! 
6! 

81 
6121 

8! 
5!  2! 

8! 
5! 

5! 

81 
51  21 

8! 
6!  2! 

8! 
4!  31 


Sekona  c 
1234 

123 

123 

12 

12 

1 

1 


Schema  d. 

0 

1 

2 

3 

4 
11 
12 
13 
22 
23 

in 
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Voller**.  CoMbüuUoriMckM  Dar»l^w»jf 


Schema  a. 

0000U2-1 

0U001133 
OOU01223 
00002222 
00011114 

ooolim 

00011222 
00U1113 
00111122 

Ü1111112 

iinuii 


Schema  b. 

8! 
4!  2! 

8! 


Schema  c. 


412121 

8! 
412! 

81 
4141 

81 
31  41 

8!_ 
3131 

8! 


3! 2: 3! 

8! 
2!  5i 

81 
214!  2! 

61 

81 
8! 


Schema  d. 
113 

113 

122 

222 

1111 

1112 

1122 

Hill 

11112 

111111 

lllliU 


Ersetzt  mau  nun  in  dem  Schema  a.  und  d.  tiie  Indicei  durch  die 
zugehörigen  DiffcrontialquütieuU'ii  resp.  Biiiouiialcoeffiuionten,  schreibt 
nach  Uutcrdrückung  des  Schemas  c.  die  auf  einer  Zeile  stehenden 
Gr^MD  als  FactorBD  zusammen  und  verbindet  die  so  erhaltenen 
Producte  zo  einer  Summe,  so  hat  man  D>6^  yoUstibidig  entwickelt: 

8! 


8! 


8! 


+  ^,(8)8  &^lfi^D^& 


8! 


81 


Digitized  by  Google 


der  kSktm  ViJ'fienüalqu 

4-^,(8)t(7)|(6)x  0*(i>e)»i)»a 

+  4]-^j(8)i(7),(6),  ©*(De)»Z>»8Z>*# 

+  4j-|[]j](8)i(7),(6>a 

+4f^j(ö),(6),(4),  e*(z)«e)* 
+3vfT(8>i(7)i(6),(5),  ej(i>e)*/j*e 

+  sfs  t  <8)i(7),(6),(5),  e'»(M)»l>»ei>'« 

4-  3T-|t3,  (8)i(7),(6)2(4)2  %^DB)\D^'S)^ 
+2rri  (*^^»C7)a(6),(5)j(4),  en/-^e;J'i9^r> 
4-21.4121  CÖ)»(7),(6)i(5),(4), 

+11  cö)i(J)i(6)i(5),(4),(3),  e(i}e)«D^e 

Un  au  den  angegebenen  scheroatischen  AaordmingeD  von  Z>*6^ 
dksjeingen  toh  herzuleiten,  hat  man  nur  dem  Schema  a.  eine 
ü  fonoachreiben,  and  das  Schema  b.  den  so  erhaltenen  Complexionen 

in  a.  gemftss  zn  ändern;  um  D^C'f'  vm  erhalt*!!,  lasse  man  in  dem 
Schema  a.  die  letzte  Combinationsciasse  der  Zahlen  von  1  bis  8  fort, 
ebenso  die  dieser  entsprocheuden  Complcxioncn  in  d.,  streiche  femer 
in  dem  Schema  a.  in  den  übrigen  Complexionen  die  erste  Null  und  ver- 
iadere  in  entsprechender  Weiae  die  Yersetzangszahlen ;  in  derselben 
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Votttrs:  Combinatorüteke  IßarhUtUmy 


Weise  kann  man  aus  den  Anordnungen  von  1^9^  die  Schemata  fttr 
Z^e«  derWiren  o.  a.  f. 

Nach  diesen  £rörteruugcn  kann  ich  nunmehr  zur  Lösung  der 
•  üben  angegebenen  Aufgabe  schreiten.    Handelt  es  sich  am  die  Auf- 
iindang  der  8ten  derivirten  Function /^(r),  worin 

/(«)  —  Fy,  y  =  9ix)^ 
so  ist  nach  der  obou  genannten  Formel 

worin 

Man  findet  demgemflaa 

also  gleich  der  obigen  Eutwickeluiig  von  Z)*6*,  jedoch  soll  nach  aus- 
geführter Differentiation  g  gleich  Null  werden,  und,  wie  man  bemerkt 
ist  alsdann  6  —  0,  DB  =  qf'x^  D*B  =  <p"x  u.  s.  w.  oder  kons 

In  dem  ohigen  Schema  a.  verschwinden  alle  Glieder  hia  auf  da« 
letzte,  welches  keine  Nall  enthält,  alao  auch  kein  9;  ferner  tat 

wie  aus  den  angeführten  Regeln  hervorgeht,  erhält  man  als  Schema 
die  nach  Weglassnng  der  Nullen  /urückbleibciide  7te  Combinations- 
classe  der  Zahlen  1  bis  8  in  Vi  rbiiulung  mit  den  aus  d.  entnomme- 
nen ihr  zagehörigen  Werten  uud  deti  zu  in  der  7 ton  Ciasso 
der  Zabloa  von  1  bis  S  gehörigen  Yersetzungszablon. 

Um  es  kurz  zu  machen,  die  Schemata  von  L'(>ben ,  wenn 

man  alle  ^ulk'il  in  a.  wcglässt,  dann  die  den  so  entslandcuen  Cora- 
plexionen  in  a.  entsprechenden  Versetzungszahlen  in  b.  schreibt,  da- 
gegen c.  und  d.  durchaus  nicht  iiuddt,  ohne  Weiteres  alle  Werte 
von  Ukf  oder  die  gesammte  Eutwickeluug  für  f^ix). 

Die  Schemata  flir  /^«)  sind  demgemftaa: 


75 


Scliew  a. 

8 
17 
26 
35 

44 

116 

135 

134 

224 


1115 
1124 
lia3 
1223 
2222 
11114 
11123 
11222 
111113 
U1122 
1111112 
11111111 


Scfaena  b. 

1! 

21 

2! 

2! 

2! 
2! 

31 
2! 

3! 

31 

3] 
2! 

3! 
21 

41 
3t 
4! 
2! 

4! 
2!  2! 

4! 
21 

41 
41 

5! 
41 

51 

3! 

2131 

6! 
5! 

6! 


4121 

7! 
6t 


Schema  c. 

1234 

123 
123 
12 

12 

1 
1 


Schema  d. 

0  . 
1 
2 
3 


81 
81 


11 

12 
13 

22 
23 
111 
112 
113 
122 
222 
1111 
1112 
1122 
Hill 
11112 
111111 
1111111 


Google 
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Völlers:  Combinatorisrhe  Darstellung 


Aus  dieser  Darstellung  erhält  man  unmittelbar  den  Wert  von 
wcuQ  man  für  1,  2,  3  u.  s.  w.  im  ersten  Schema  «pV,  <p"xy 
tf^x  a.  8.  w.  setzt,  im  Uebrigeo  wie  vorher  bei  der  Eotwickolong 
von  /^Ö*  verfährt  and  den  einzelnen  znsammengehörigon  Combi- 

F**y 

uationsclazson  aus  o,  b  ond  d  beischreibt 
Mao  erhält  so 


-  Ii  (8)o9^i'^'y 
-|-2!(8),g)>ar<p7x 

-f  2!  (8)jg)5a;<p»x 

+  3!(8),(7)8g''x<p««<p»*  i 
+  ||(8)«(6)t(vW<P*«      l  ^ 

+  2;(8),(6)3(9^)(9»^)«  r 

+  2!2i^  )ia),(6),(vW9W 

+  2Tä !  i^)i(7Mti).(-i)»(v'*)n<;P=^)« 
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der  kÖhern  iJtfferenlialquotiftUmit, 
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6  * 

-t-  5 1  l^^)»(7)i(6),(i>),(4),(y'a:)^ip^ 


'61 


+  ^!  (•^)i(7),(6),(5),(4),(3),(9'x)V'^ 


j  Ii 


l  £5 


Weitero  Beispiele  zu  geben  wird  nicht  ndtig  sein,  da  das  ge- 
gebene hinreicht,  nm  äUe  Einzelheiten  der  Rechnung  erkennen  zu 
tesseo.  Ich  will  nur  noch  hemerken,  dass  die  Entwickelnng  der 

Schemata  für  sich  durchaus  nicht  erforderlich  ist,  sondern  dass  man 
es  bei  piuiger  Uebnug  leicht  dabin  bringen  kauu  selbst  den  20ten 
DifforeatialqQOtieuten  ohne  Weitores  niederzuschreiben;  andererseits 
kanu  man  aber  die  Werte  einer  RCficbcnen  (f  ix)  oder  Fy  direct  in 
die  Schemata  einsetzen  und  so  Specialformelu  far  die  höhercu  Dif- 
ferentialquoticnteu  erlangen.  Wie  siclt  die  Fonneln  in  jedem  eiuzcl- 
neD  md  die  höheren  DIfferentialqnotientcn  bezüglicheu  Falle,  unter 
aaderem  auch  zur  Ermittelang  der  höhcrcu  DiffeteutialqaotieDteu  in- 
Terscr  Functionen,  benutzen  zu  lassen,  dieses  zu  erörtern^  würde  sich 
für  diese  Skizze  allzusehr  ausdehnen,  daher  unterlasse  ich  die  Rc- 
haodlang  dieser  Fragen  hier,  und  will  nur  noch  ein  paar  Auwon- 
dungei!  g'  bei),  welche  jedenfalls  geeignet  sein  werden,  die  praktische 
Brauchbarkeit  der  obigen  Eutwickelungen  ausser  Zweifel  zu  stellen. 

A.  DilYerentiirt  man  die  Reihe  1 -\- e-" e^' -\-  .. .  c"*  p  mal  nach 
I  und  scut  nach  der  Ditiercntiatiun  ^  =  U,  so  erb^t  man 


Setzt  man  hierin  —  so  hat  man 
man  findet  leicht 


IGttolst  der  gegebenen  Werte  und  der  berechneten  Schemata 
för  die  höheren  i)itfcrential(iuotientcn  kann  man  nun  den  Wert 
...      für  j'Nlo  bpüebigo  ganze  positive  Zahl  Ünden.  Hier 
nogen  die  Berechnungen  für  |)  »  2,  3  und  b  folgen. 

Die  Sebemata  fOr  den  zweiten  Differentialqnotienten  sind 
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2  II  1  0 

11  -  1 

Daraus  findet  mau,  weil  das  Schema  a.  immer  1  ist 

l«+2«+3«+  ...•»«  -  l!(2)o(n  +  l),+  ||«2),(«+l), 

—  (»4-l)»-i--(?*4-l)s  ^  1^273  

Die  Schemata  für  den  dritten  Differeutialquotienteu  sind 

3  1!         1  0 

12  21         1  1 

III         II  11 
Man  erliilt  daraus 
li+2»+3»+  ...  «»^  II  (SU«+l)t+2I  (3),(«+l)» 

+  ||(3),(2),(n+l)4  -  («4.i),-i-6(«+l)»+ö(«+l)4 
ti(n  +  l)V 


Die  Schemata  itlr  den  achten  Differentialqnotienten  sind  bcroita 
angegeben. 

l£an  erhalt  darau 


+  2 


11(6)1(7), 

21(8),  \  |+31(8),(7J 


3!(8U7)a 


1!  1)8+ i  4- 21(8)8  f(«  +  i)a4-<i    V.     *  ^('»+^)4 


1+  ^1  (Ö)i(7),(6)t 


(  5;(8),(7)i(G),(5),{4),  / 

+|j  (8)i(7)i(6),(ö),{4)»(3),(2),(n  + 1),. 

n  Difforcntiirt  *)  man  Fim  mehrmals  nach  einander,  so  crhiilt 
die  Gleichangen: 

JJI^U  =  -  F'lx 
w 

jfijris  ^K{F"*lx-^F"lx-\-^F'Lr\  u.  s.  w. 
welche  das  allgemeine  BildungsgeseU  eikeunen  lassen 

wonn  i»,  Ii  tt.  8.  w.  von  x  unabhängig  sind. 

Zu  ihrer  Bestimmiing  dient  die  speciello  Annahme  Fjf  —  e-^»  i 
—  x-K  es  enuteht  dann 

woius  man  ericennt,  dass  A»  1- 

•)  s,tbc  „ScblöuiilKli ,  U"bung.sl.,i«:h  zur  hülicrcfi  Analysis."    III-  Aufl. 
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Voiltrs:  Cumbimtorisehe  Daratrlfung 


«  1-f  2-f  3-f4-|-  ...  (n— 1) 


I,  —  1.2-1-1.3+1.4-1-  ...  -f-l(tt  — 1) 
+2.3+2.4  ...  +2<n  — 1) 
+3.4        +3(ft  — 1) 


+  («~2)(m-1) 


n.  s.  w.  Bind,  oder  es  sind  ^,  2,,  I,  die  sogonanoten  Facnttäteiiooef- 
ficicntea  vom  ntou  Grade.  Dio  dirccte  Summintng  derselben  ist  sehr 
umständlich ;  man  wird  daher  ein  Mittel  suchen,  dieselben  auf  andere 
Weise  zu  erhalten.  Eine  sehr  bequeme  Art  bietet  hiensn  der  Ver- 
gleich mit  der  auf  combinatoriscbcn  Wege  hergestellten  Formel. 
Handelt  es  sich  um  die  Entwickeluug  der  Facultfttencoef&cicnten  dos 
neunten  Grades,  so  giobt  dio  obige  Formel 


Durch  Vergleichung  dieser  beiden  Reihen  erhUt  man 

Man  entwickelt  nunmehr  die  Schemata  f&r  den  neunten  DHIb- 
rentialquotienten. 

Schema  a.      Schema  b.      Schema  c.       Schema  d. 


oder  auch 


Audcrcrseits  bat  man 


Ifilx  -  ^'/•'»te+      F^lx+      F'lx  +  ^fj'^kr 


18 
27 
36 
45 


9 


31 
21 
2! 


2! 


1! 


1234 

1234 

123 

123 

12 


0 
1 
2 
3 
4 


.  ly ui^uo  Google 


Differtntial^iuotienten. 


m 

126 
13& 

144 

225 
234 


1116 
1125 
1134 
1224 
1233 
2223 
11115 
11134 
11133 
11223 
12222 
111114 
111123 
111222 


8cli6Bii  b. 

31 

2! 

3! 

3! 

3! 
21 

31 
21 

8! 

3! 
31 
4! 
3l 
4! 
21 

41 
2! 

41 
21 

41 

21 

41 

3! 

5! 
4! 

5j 
3! 
51 
8121 

51 
212! 

51 
4! 

6! 
5! 

6J 
41 
61 
3181 

9.  Btlks,  T«U  I. 


Schema  cl 
12 

1 

1 


Schema  d« 

11 

12 
13 

14 


23 


III 
112 
113 
122 
123 
222 
Uli 
1112 

1113 
1122 
1222 
Ulli 
11112 
11122 


82  Toller«:  CmUMOontek»  Mfantdkmg 

.Scbem  a.        Scbema  b.     Schema  e.     Schema  d. 

U11113  II  imu 

1111122  111112 
11111112  II  llllUl 

111111111  II  11111111 

Nuu  ist  nach  Eiusetzoug  der  Diflfereutiaiquotientcn  nnd  Dino- 

/  l)"-i(x  1)1 

mialcoefficieDten  io  die  Schemata,  wegen  ^  —  ^ —  

Di -^(8 1)11  (9X, 

(0!7!|2I(9), 

-f-ll!6!|2!  (9), 
|2!5!|2!(9)8 
-i-{3!4l|2l(9)4 

{0!0!6!||i(9),(8), 

+  |0lll6l|8I(9)t(8)t 
+  |0!2!4I|31(9)i(8)s 

.3! 


^  =  ^ 


+  {0I3l3l|gj(9)i(8)4 

+  illll  4!||j(9)t(7), 
-f  il!213Ij3U9>,(7)t 

+  |2I2!2l|||(9X6)i 

{0I0!O!6!||j  (9),(8M7)i 

+  10!0!lU!}2j(9)i(8)i(7). 
-f  i01ü!2!3!i|j(9M8)4(7)8 


\ 


^   ...4! 


i-lUllll!3Ij^j(9)j(8),(6)a 
-|-{01112I2lli-j(9),(8),(6)» 
+  UIlilI21j||(9)»(7),(6), 
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{010!0!0U!l|j  (9),(8),(7),(6)» 
+  {0!  0!  0!  1!  3!}  |-j  (9)a(8)i(7)i(6), 
B^-  +  ^  ^+10I0!0!2I2! }3f^j(9),(8)i(7),(6)a 
+  (Ol  Ol  1 !  1 1  21}2~3(9),(8)j(7),(ö), 
+  {Ol  1 1 1 1 1 1 1 1 }  II  (9)A8)t(6),(4), 

jO!  Ol  Ol  0 !  0 !  3 : }  I  •  (9)j(8), (7 )i(6), (5), 
+  {0 1 0 !  0 !  0!  1 1  2 1  j  |]  (9),(8),(7),(6)i(5), 
-f  iO  1  Ol  0!  1 1 1 1 1 1  j3^(9)i(8}i(7),(6)a(4), 


{0I0!ül010I0!2!^j  (9)x(Ö)i(7)i(6)i(5),(4)j  | 


-f  iOl  Ol  Ol  0! Ol  1 1  ll|^,(9)j(b)i(7}i(6)j(ö)j(4),  j 


=     ^  10I010!010I0I0I1I|  f|(9)i(8),(7)i(6),(5M4M3), 

Ii-         {OlOIOlOlOlOlOlÜlOlj  |]  (9)i(8),(7M6)iC5)i(4)t(3U2)i 

hierin  be  ll  ut  t ,  win  man  leicht  erkcimen  wird,  0!  (ausgesproclien 
Ote  Facoltäi;  ebenso  wie  1 !  1. 

Die  gegebenen  Besiehnngeo  swiBchen  den  Werten  Ton  JJ  nnd  l 
lanea  ei^ennen ,  dasB  die  in  den  Klammern  stehenden  Factoren  der 
Werte  von  IT  der  Reihe  nach  ZMq  u.  b.  w.  sind.  Man 

«rUtt  naeh  AoBfUining  der  angedeuteten  Operationen 

l^a4082D;  27-109584;  1^  —  118124;  ^-67284;  lt  =  S3449; 

Jb  — 4536;   ^—546;   2,  =  36;      »  1. 

Diese  Berechnung  ist  noch  einer  bedeutenden  Vereinfachung 
fähig;  zerlegt  man   niimlich  die  für  l! /«;  ^M^  u.  8.  w.  er- 

haltenen Werte  wiodiT  in  drei  Schemata  a/  b',  d',  worin  wiedcram 
in  b'  die  Ver^ctzuiiyszahlen  zum  Schema  a',  und  in  d'  die  Indices 
der  BiDomialcoefficienteu-Complexioncn  kommen;  dagegen  in  a'  die 
ia  den  einzelnen  Reihen  der  Eutwickelung  von         21^  u.  b.  w. 

6* 
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Volitr*:  CombüuUoriscke  Dar*titUuf^ 


cnthaltCDen  Facuituten-Complexionen.  wobei  man  das  Ansnifuugs- 
zcichcn  fortlässt,  so  erhält  man  folgende  Scbemataf  in  denen  die 
einzeiuen  Classen  den  Werten  von  11^;  21^  o.  8.  w.  entsprechen: 


Schema  %\  Schema  b'.  Schema  a'.  Schema  b'.  Schema  d'. 

0  imiii 


o 
0 

II 

00000001 

Ol 

21 

00000000 

16 

21 

86 

21 

34 

2! 

006 

31 
2! 

015 

31 

024 

31 

083 

51! 

iß  l 

2! 

114 

31 

V  * 

2! 

128 

31 

222 

3! 
31 

0005 

41 
31 

0014 

4! 

m  l 

0023 

4! 

21 

0113 

4! 
2! 

0122 

41 
8! 

1112 

41 
31 

0Ü004 

51 
41 

00013 

51 
31 

• 

8! 
71 

91 
91 


1  11111111 

2 
8 
4 


11 

12 
13 

14 
22 


III 
118 
113 
122 
123 
222 
1111 
1118 
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Sbhema  a'.   Schema  b'.  Schema  a'.  Schema  b'.  Schema  d'. 

1118 


51 

31  2! 


00112  ^y~^  1122 
Olm  ^,  1232 

000012    .        II  11112 


7! 
61 


111111 


11       ^  111112 


jDie  Scbcmata  b'.  und  d'.  sind  ganz  dieseibcii  wie  bei  der  Be- 
recbnting  von  /'V;  das  erste  Schema  a'.  cntstpht  aas  dem  Schema  a. 
dadurch,  dass  man  jedes  Element  in  demselben  um  die  Einheit  ver- 
ringert. Dasselbe  lässt  sich  jedoch  von  dem  Schema  a.  ganz  nnah- 
iingig  darstellen,  dadurch  dass  man  die  vorher  angegebenen  Regeln 
fiur  die  Dürivation  einer  Combinationsclasse  ans  der  vorhergehenden 
m  der  Weise  abändert ,  dass  an  den  Stellen  von  1,  2,  3  u.  s.  w.  0, 
L  2,  3  u.  s  w.  tritt,  nnd  dann  von  der  ersten  Classe  (H)  ausgeht. 
Selbstver^^fandlich  ist  in  den  so  erhaltenen  Complexionen  die  Quer, 
snmuie  keiüeswcgs  mehr  immer  dieselbe.  Da  jedoch  die  Elemente 
in  erster  Linie  Ordnungszahlen  sind ,  so  kann  man  den  Zahlen  Ü,  1, 
2,  3  u.  s.  w.  einen  am  die  Einheit  grösseren  numerischen  Wert  bei- 
le^t-D,  wodurch  die  Quersumme  wieder  9  wird,  und  spricht  sodann 
die  Forderung  fiir  das  Schema  a'.  folgcndermassen  ans:  Es  sollen 
die  anfeinander  folgenden  Combinationsclassen  der  Elcmento  0,  1,  2, 
3  ...  8  zür  Quersumme  9  berechnet  werden,  wobei  den  Elementen 
0,  1,  2  ...  8  bei  der  Berechnung  der  Quersumme  einem  die  Einheit 
rrcisserer  numerischer  Wert  beigelegt  werden  soll,  was  man  kurz 
4iu&drucki;  es  seilen  die  sftmmtlichen  Gombinationsdasseu  der  Ele- 

Mte  Ol  1,  2  bis  8  lur  Qnenamme  9  für  den  Zeiger  [^2  3  4  5  6 

j       gMdet  werden.  Demgemftss  ergiebt  eicb  folgendes  eombi- 

wtnhscbe  Gesetz:  Bildet  mau  sammtiicbe  Combiaationsclasaen  der 
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Elomente  0,  1,  2,  3  . 8  sor  Qnenrnnme  9  ftr  den  Zeiger  ^ 

4  5  6  T  8l 

5  6  7  8  9  r  dieselben  als  Schema  a.,  Bchreilyt  in  b.  die 


2 

.23 

3 
4 

Vcrsctzuu(?s7ablcn  an,  entwickelt  in  d.  die  Complexionen  der  Indices 
der  Biuüuiialcoefficienten  (wie  vorher);  ersetzt  dann  die  Elemente 
des  ersten  Schemas  dorch  die  den  Elementen  entsprechenden  Facnl- 
täten,  ersetzt  die  Indices  in  d.  durch  die  zugehörigen  Binomial- 
coefficicnten,  bildet  aus  den  sich  entsprcchendeu  Werten  in  by  d 
Productc,  und  Tcrbindct  die  zn  den  einzelnen  Classcn  gehörigen 
Producte  zu  einer  Summe;  so  sind  die  so  entstaudeuen  Werte  der 
einzelacQ  Classen  gleich  21/;  u.  s.  w.    Die  Verallgeraeine- 

ruug  dieser  ganz  mdcpcudenten  Berechnung  der  Facultätencofficienten 
überlasse  ich  dem  Leser. 


Google 
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V. 

Miscellen. 


i. 

Die  fieeUonfleiunreB« 

Die  Formel 

Ä»sni  17— JI»-»aBin(t;-f  <p)  +  JP»-s&sin(l/-f  2«p)—  ...  —  0 

Hüft  eine  Anwendung  zu  auf  die  Teiloiig  eines  Winkels  in  n  Teile. 
IMm  ist  nicht  nötig,  die  Abschnitte  s  »  sjB,  =  p3  der  Abscis- 
Micbse  gleich  a  zu  setzen.  Lassen  wir  also  m  Punkte  in  einen 
rotammenfsUen,  so  geben  von  einem  Curvenpnnkte  m  Strahlen  nach 
iemselben,  und  es  ist  ü  s  £S  =t  mB,  Setzen  wir  nan  nnserer  Auf* 
gsbe  genial  fest»  dass 

f»6  —  2R  ~  »9 

9»,  80  geht  obige  Formel  Aber  in 

J^sin  ucf>  —  molP»-*  sin  (« — 1)  9  -f  m     2  ^)a*-B*"'%in(»»— 2)9—  -^O 

Hisrin  tat  m  ganz  «iHkOrlidi  zu  nehmen,  in  Folge  dessen  die 
Gleidnng  rar  Anwendong  eine  ziemliche  Ansdehnnag  besitze.  Im 
Tflriiegsndeii  FaUe  wird  der  zu  teilende  Winkel  ^  dnrch  2R  —  m# 
iwgssteQt,  woraoa  bei  passender  Wahl  von  m  ans  dem  Winkel  B 

w  gesackte  9  »  ^  vermittelst  der  Corve  sich  leicht  ergibt 

Bemerkt  man,  dass  man  über  n  frei  Torfügcn  kann,  nnd  setz 
>sa  m  -«  1  voraus,  so  resnltirt  ans  den  obigen  Formeln 
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m 

.  sin  *a> 

*  *  ttn^ 

Ucr  ZQ  tcilonde  Winkel  rf;  ist  2R»9,  80  dasB  in  an  die  Steile  ?o& 
n  tritt,  in  Folge  deflfteo 

m 

CnrvoD  dieser  Art  haben  die  Eigenschaft,  dass  eine  durch  den 
Anfangspunkt  gezogene  Gerade  die  Cure  in  m  Punkten  schneidet, 
deren  Radien vectorensomme  ^eicli  Null  ist 

Setzen  wir  s.  B.  m  s=  3,  lo  iBt 

die  Trisectionscnrvo  in  PolarcoordioAten,  welcher  wir  schon  froher 
hei  der  gleichseitigen  Hyperbel  begegnet  sind. 

Diese  Curye  besitzt  einen  Kaotenpuukt,  durch  welchen  2  Tan- 
genten hindurchgehen,  welche  mit  der  X-Achse  bezüglich  die  Winkel 

7t  2 

^ »  gjs  bilden.  Die  mit  9  beseicbneteB  Winkel  sind  der  Reike  onch 
fB— ^,  iB~  ^.      WM  auch  ans  den  Wnnetn 

Äi=:2acö8(iß--ig>), 
Ä,-2acos(lR+i9), 

bewahrheitet  wird. 

Gehen  wir  anf  die  erste  Formel  sorflok  nnd  setsen 

U=s2e  — 2B— 39, 

so  resultirt  aus  der  betreffenden  Curvengleichuag 

JK^sinS^— SiBaunV^+o^sin^  —  0 

die  bekannte  Hyperbel 

{»-ja)*  - 

Im  Auschluss  an  diese  Aufgabe,  worin  die  Triacction  auf  oincu 
Kegelschnitt  zurückgeführt  ist,  setzen  wir  überhaupt  auch  für  die 


.  ly ui^uo  Google 
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ttrig«  FlSe  fl»  »  3  Yoraiu,  und  die  Teilongscnrre  hat  die  Terein- 
Ute  Gtoiehuig 

Ä^smny  — 2aÄ  sin  (n— 1)94"**^  si^C**  —  -=0, 

9  —  irt. 

Bie  Worzein  dieser  qoftdratisclieii  Gleichung  ergeben  sich  ans 
B 


-8in»<p  äm(a  —  1)9  i  VsinCn  —  —  sin  sin  (n  ^2}g>t 
iL 

—  siong)  -=  8in(n  —  1)9  sin  % 

»0  dau  die  Gleiciiuug  aucli  wiu  folgt  geächriebeu  werdca  kaüu: 

/  ntp  n  —  2  \  f„  ,  .  n  — 2  \  ^ 
lÄ  coe-^ — acos  ~^q>\  iR  sin —  a  sin  — g— y  i  =0 

«or&os  die  Gleichangen 

n—2  ,  »—2 

coa— 5-9  sin— V 


iMTorgeben,  welehe  aoch  auf  anderm  Wege  abgeleitet  werden  Icönnen 

Dir-  Pol arjrl Eichungen  der  Sectionscurveu  zeichnon  sich  dnrch 
ptme  Einfachheit  aus  und  umfassen  alle  Fälle  Die  Untersuchung 
derselhen  bietet  manches  Interessante.  Setzt  man  z.  B.  n  «  6  fest, 

VIS  aof  dio  TrIsecISoB  9  s     —  nuHekkomsit,  so  ezistiren  den 

Fonaein  für      and      gemäss  die  Gleichungen 

^reiche  von  einander  onabhäugig  sind.  Die  letztere  ist  die  Tnsoctions- 
hjperfael 

Fir  m  —>  6  eriiftU  num  eine  Gleichung  (n  —  1)  tan  Grades  von 
der  Fem 

worin  die  X  Functionen  von  x  sind,  welche  ebenfalls  den  4.  Grad 
nicht  übt'rscbroittiü.  Analoges  gilt  für  die  übrigen  Fälle,  die  oft 
aurca  mehrere  Corveagieichangeu  charakterisirt  werden  können. 

£.  Oekinghans. 


90  Ifow/lM. 

8. 

Inteynitfoa  elMr  IMffcratbdgleleliHBy. 

Um  die  Glcichoog 

y(4)-fl!y'— y  (1) 

SB  inCegrim,  differentüre  ich  dieaelbe  einmal,  and  erhalte  biedarch 

-  V  (8) 

Setzt  man  nun 
ao  erhalt  man 

Y'^  —  xY  (4) 
Oaa  Integral  dieser  Qleicbnng  ist 

voransgesetit,  daas  Ci  C%  C^C^  fnUkflrliche,  blo«  an  die  Bedlngnof 

C.+  Cj+Ci+C^-O  (6) 

gebundene  Constante  sind,  und  dass  fi,  f«,  fia  (»4  die  4  Worzeln  der 
Gleicbong 

#i*==l  (7) 

sind.  (Siehe  meine  Vorlesangen  über  lineare  Differontialgleichangen, 
Seite  103). 

Setzt  man  nan  in  die  Gleichung  (5)  fflr  F  seinen  in  (3)  stehen- 
den Wert,  so  erhalt  man 

b 

and  hieraas  folgt  darch  Integration 

0 

0 


CO 


(9) 
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in  dieser  Gleichung  bcdcnten  <)r(u)  und  i|>(u)  einstweilen  noch 
unbestimmte  Functiuueu  von  u.  Wird  diese  Gleichung  zweiiiuil  nach 
I  differentiirt,  so  gelangt  man  wieder  zur  Gleichung  (8)  zurück,  isun 
soll  aber  der  iu  (9)  stehende  Wert  von  der  Gleichung  (1)  genügen. 
Damit  dies  statttiude,  Tnüssen  die  Functionen  <f{u)  und  v^(u)  uut- 
^echend  gewählt  werden. 

Ich  ichreibe  Dan  die  Gleichnof;  (9)  kurz  auf  folgende  Weise: 

0 

IMfoentürt  man  dieselbe,  so  erh&lt  man: 


asd  werden  diese  Werte  in  die  Gleichang  (1),  d.  i  in 

if<*>-V+y-o  (1) 

eisgefohrt,  ss  erhält  man: 

+  ^^^^ — 

oder  nach  gehörig  vorgenommener  Bedaction 

Ktt  lisit  aich  stets       so  wfthlen,  anf  dass  nachstehende  Gleichang 
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identisch  stattfindet;  man  kaun  sich  hiervon  dnrch  Differentiation 
leicht  überzeugen,  denn  differentiirt  man  die  Gleichung  (12),  so  er- 
hält man: 

und  hieraus  folgt  nach  TongenoiDmener  Rednctioii  eine  Ideotitftt, 
falls  man 

setzt,  OS  ist  somit: 


femer 


und  schliesslich: 

g^(4)_a^'_y  _  (C,  +  C,  +  Q+Cj) 

Nun  ist  vermöge  der  Gleichung  (6) 

t^(u)  bleibt  vollständig  willkürlich,  man  kann  daher  dasselbe  heliobig 
anuehmen,  somit  kann  man  das  Integral  der  Gleichung  (1)  folgen- 
dormasscu  schreiben: 


0 


+  **4Q J  €    4  Qjr  (10) 


.  ly ui^uo  Google 


uDd  hier  bedeuten,  wie  schon  einmal  gesagt,  Ck  C4  Q  will* 

klliiicjie,  Uos  an  die  Bediognng 

Ci  +  c,+qi+Q-o  (6) 

geluidene  Gonstantc,  und      fi,  ^is      die  4  Wurzeln  der  Gleichnnf? 

=  1  (7) 

Ein  particuliires  Integral  der  Gleicbnog  (1)  ist 

y-«  (11) 
Setzt  man  daher  in  die  Gleichang  (1) 

Ziis  (12) 

M  erhält  man  zur  Bestimmung  tou  Z  die  Gleichung: 

afZ^'+iZ"—  ««Z  SS  0  (13) 
Bas  Integral  dieser  Gleichung  ist  somit: 

und  fbhrt  man  die  hier  angezeigte  Operation  durch,  so  gelangt  nuin 
n  folgendem  Integral  der  Gleichang  (13) 

Z'thcje  .[-^  i;w  - 


0 

00 


— ^w-'  +Vr 

+   + 

0 

+   .^„^-/x,  +      jrf„  (15) 

wobei  Ci  Ct  und  14  fif  |as  fi«  die  früher  angezeigte  Bedeutung 
kben. 

Fflbrt  man  in  die  Gleichung  (13)  statt  der  Variablen  x  eine 
oeoe  Variable  i  ein,  mittelst  der  Substitution 

(*«=|  (16) 

so  gslsi^  man  in  der  Gleichung: 
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(17) 


Dm  Integral  dieser  Oleiclmng  ist  somit: 


e  4 


Vi  J 


_  M*r ^u,«v f —  1 

e    ii  ^1  

1 


+  f  * 

+  i^^Cgle   4   i-  

OD 

+  f»4«?4  J  * 


+ 


«   T  7- 


C\  C'^  und      f4  fta  ft^  habou  genau  die  früher  angezeigte 

BedeuUmg.  Simon  Spitzer. 


3. 

Ueber  einen  geometrischen  Ort. 

P,  Q  seien  zwei  Pankte  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC.  AP 
werde  von  BC\  BQ^  CQ  beziehungsweise  in  ia,  -^6,  Ae  getroflfen. 
Ä'  liege  bezüglich  AiAc  harmonisch. 

Wir  constmiren  A\  indem  wir  die  Punkte  il,  C  der  dsrch 
gehenden  Geraden  BC  mit      A«  Terbinden.  Die  Verbindnngagerade 
der  Punkte 

{BA^  CAc)y   (BA^,  CAh) 

trifft  Ar  in  A', 
Nun  ist: 

{BAi,  CAe)^Q 

Wir  haben  also  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Geraden 

[Q,  {BAe,  CAtj},  AP^ 

za  bestimmen. 

Für  P=papbPe->  Q^qaqbqc  (trimetrische  Puüktcoordinaten 
bezüglich  des  Fuudameutaldroiocks  ABC)  erhalten  wir: 
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AF»^  0 

—1* 

0 

CQ  =  qb 

0 

=  peqa 

Jt>c<7c 

Ac  =  fh^ß 

CAh  Sj»>Sc 

0 

0 

— J»J5a 

{CA^  BAc)=phpeqa 

Die  yerbindnngsgerade  dieses  Punktes  mit  Q  hat  die  Form: 

pbqe-^-pcqb  ^Peqa  — pbqa 

Dietelbe  triift  ulP«  in 

A'^2pbpcqa  Pbipbqc+Pcqb)  Peipbqci- peqb) 

Für       «/,  daa  Inkroiscentram,  bekommen  wir: 

A'  =  230  «•+9«  9i  +  ^« 

0er  Ort  der  Punkte  für  welche  in  diesem  FaUe  die  il'  in  einer 
Geraden  Uegen,  ist  die  Cnnre: 

a-a  +  ^rj         JFa  +  n  iate 

Ke  Gerade  - 

ist  die  Harmonikale  von 

Der  Kegelschnitt 

8  «  £rn^ — £xiXc  0 

rcdacirt  sich  auf  den  Punkt  J.    Denn  nehmen  wir  an,  irgend  ein 

reeller  Punkt  liege  aaf  S,  so  dass 

dann  ist  auch 

-5(1  +         -^U  4-  Pi)  (1  +  h)  =  0 
Ausserdem  liegt  J  anf  S. 

Ea  müssten  also  die  m  einer  Geraden  liegenden  Punkte  ' 

aaf  dem  Kagelschnitte  S  liegen. 
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Durch  Projection  erhalten  wir  den  allgemeinen  Sats: 

C2  seien  zwei  Punkte  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC^ 
AP  werde  von  BC^  BQ,  CQ  bzhw.  in  Pa,  Ahy  Ac  getroffen.  A'  sex 
der  zn  P«  bezflglich  MAt  vierte  harmonische  Punkt.  Pnnn  lien;ea 
die  A*  für  alle  Punkte  welche  anf  der  Harmonikalen  Ton  P  liegen, 
in  einer  Geraden.  Emil  Hain. 

Wien,  Febmar  1S84. 


4 

Geometilsehe  Aufj^abe  nebst  Lüsimg. 

Ein  Dreieck  zn  constmiren  aas  einem  Winkel  er,  der  Winkel- 
halbirenden  w  nnd  der  dnrch  die  Winkelspitze  gebenden  Mittel- 
linie 

Auilübang.  Für  die  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  ist  die  ge- 
bräuchliche Bezeichnung  o,  6,  c  und         Y  angewandt 

Es  Ist 

W  fa«  (4+^ 

0  -«lAS+c*— 4l«s+2ft0COB« 
0  =(6-f  c)*— 41««— 4Äc8in«^ 

(2)  (6+c)«=r4l.«+4*csin«g 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  für  {b-\~c)^  in  (1)  ein,  so  erhält  man 

<«2  .  ta'  +  bcta^  Bin^l  =  **C«  COS»^ 

oder 

*V-  i«>tg^.te»i«M«'seG^ 


da  das  Vorzeichen  (— )  fUr  y  hier  nicht  zn  ?erwerten  ist. 


Digitized  by  Google 


Werte  die  Mf  a  dorcb  im  gebildetaD  Abeehnitte  og  und  Of  ge- 
■aint,  so  ist 

— —  2  

X)eiikt  man  sich  dann  um  das  Dreieck  einen  Kreis  beschrieben  nnd 

Iris  nr  Peripherie  verlftugert,  nnd  nennt  man  die  Verlüngernng 
so  ist 

*       I.  2 

Demnach  aeiebne  man  den  gegebenen  Winkel  et  mit  der  balbirenden 
<•  nnd  eonstnure  die  Verlftngemng  «  von  i«.  Yeriftngert  man  dann 
I«  nm     ond  besdireibt  ttber  «  als  Sebne  ^ea  Kreisbogen,  welcher 

(t 

Winkel  2  Penpherieirinkel  fasst,  so  schneidet  der  Bogen,  in  wel- 
chem der  Seheitel  liegt,  einen  Schenkel  «  entweder  in  2  Punkten, 
oder  berührt  ihn,  oder  er  bat  keinen  Pnnkt  mit  ihm  gemein.  Ver- 
bindet  man  im  ersten  Falle  dnen  der  beiden  Punkte  mit  dem  End- 
INmkte  von  ta  nnd  aieht  die  Linie  Ms  anm  andern  Sebenkel  ans,  so 
ist  das  Dreieck^  weldiea  so  entsteht,  das  Terlaagte.  Der  andere  Pnnkt 
giebt  dasselbe  Dreieck  in  umgeschlagener  Lege.  Fflr  den  Fall  der 
Berfihmng  erhllt  man  ein  einsiges  gleiehschenkUges  Drneck,  im 
dritten  FaUe  ist  die  LOsung  unmOglieh.  P.  Seelhoff. 


6. 

Ueber  allgemeine  und  absolute  Perrantationen, 

Lehrsatz  Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  allgemeinen  Per- 
mntationen  für  n  Elemente  mit  P»,  so  ist 

-  <»-l)(Ä^+Pi,-i) 

Beweis.  Der  Beweis  wird  in  der  Weise  gefuhrt,  dasa  man,  die 
Richtigkeit  derselben  für  n  — 1  vorausgesetzt,  seine  Gültigkeit  für  n 
Larhweist.  Vertauscht  man  nämlich  das  erste  Element  a  mit  einem 
Elemente  r,  so  ist  die  Permntationszahl  für  die  »i  —  2  übrigen  Ele- 
mente P«_?;  die  Gruppe  ist  charakterisirt  durch  die  Stellung  r  ...  a  ... 
£rsstzt  man  wnterhin  r  durch  eins  der  übrigen  n — 2  Elemente,  z.  B. 
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durch  wo  dnd  filr  die  folgenden  Pennntaüonen  iwei  FAUe  in  unter- 
sebeiden.  Ersteni  mnis  i*  mit  r  deigenigen  Platz  tauMsbea,  welchen 
dies  nr&prttnglieh  eingenommen  hatte  nnd  a  man  demnach  so 
lange  anf  seinen  orsprUnglichen  Platz  zarttckkehren,  so  dass  also  die 
Gnppe  der  sich  hieran  anschliessenden  Permntationen  charakterisirt 
ist  dnreh  a  ...  «...  r  die  Anzahl  dieser  Permntationen  für  die 
» — 3  Qbrigen  Elemente  ist  Fm-i.  Zweitens  tritt «  für  r  in  die  erste 
Stelle  nnd  r  für  «  in  alle  (n— 3)  Pennntationett,  die  im  Eingänge 
angeführt  worden.  Beide  FftUe  zusammen  liefem  mithin  Pm^-i-Pm^t 
Pemmtationen,  nnd  da  »  der  Beprftsentant  der  («—3)  übrigen  Ele- 
mente ist,  so  ist  die  Oesammtzahl  derselben  (Pm^n-^Pn-^idin^Z) 
aber  nach  der  Voranssetzung  P».i.  Rechnet  man  die  ersten  Pn-2 
Permntationen  hinzn,  so  ergebeu  sich  fOr  den  Inbegriff  sftmmtlicher 
Permutationen,  welche  darch  den  Platztausch  von  a  und  «  eingeleitet 
sind,  Pn-t+Pu-i  Permntationen  nnd  da  a  mit  n-*-l  Elementen  nach- 
einander vertansoht  werden  mnss,  nm  alle  Permntationen  sn  be- 
kommen, so  ist 

Pn  -  («— IXÄ-S+ZW-I) 

Nun  ist  fftr  die  4  Elemente  a,  ^  c,  d  der  Gang  der  Versetzuagcn, 
obiger  Anseinandimtzuag  entsprechend, 


a.e»b.d\Pi  a,d  ,0,b\Pi 

e.a.b.d)^  d.a.e.Ä)^,  >  =  (P,+P,).2  -  i', 

e.a.d,bi   '  d.a,b.e^  ** 

Da  nnn  (P|4-A)  P9  so  folgt  für  sämmtliche  Permntatioaen, 
wsim  man  noch  a  mit  e  nnd  d  Tortanscbt 

nnd  ganz  allgemein 

Zweiter  Lehrsatz.  Pn  —  n.Pn^-h 
Beweis.  Aus  dem  ersten  Satze  folgt 

=  1lP„-3+«.P«-l  — P«-2  — P«-i 

Aber  die  3  Glieder  «P«-a— P»-s—  P«i-i  oder  (« — l)/'«-s— P«-i 
sind  gleich 

(n—  l)i;-a—  (n  -  2)  {rn-S  +  Pn-s)  =  I'n-i-  (n—^ilnS 
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wd  letzter  Avsdnick  wieder  —  +{(»— 3)P«-4— Pn-s].  Ffthrt  man 
ut  dieser  Redoction  fort,  bo  erhftlt  man  flttr  ein  grades  n  scblieBslicIi 

l)P»-8  ^  P«-i  =  3P,  — P,  «  0 

lal  für  ein  ungerades  « 

(»~ l)PiH^- P,^i  -  2Pi- P,  =  0 

Also  ist. 

P.  -  n .  P„-i. 

Anmerkung.  Terfäbrt  man  umgekehrt,  indem  man  nach  dem 
gevOhnlichen  PermotatioQSTorfahrcn  nacbweisst,  dass 

P.  -  i»P«-.i 

iit,  so  folgt  hieraus 

Pm  -  («— 1  -f  Pn-l  —  (n  —  1)/'»-!  i"  (»  "  l)Pfi-S 

-(«-IXP— i+P»-«). 

Dritter  Lt  hrsatz.  Ntnut  mau  die  Permutationsformen,  bei 
welchen  koin  Elemunt  iii  seiner  ursprünglichen  Stollung  stobt,  ab- 
solute und  bezeichnet  die  Anzahl  dieser  Formeu  für  n  Elcmeute 
mit  P'»,  80  ist 

P'n  —  (»—  1)  (P"*-2+P"«-i).  - 

Beweis.   Der  Beweis  wird,  wie  bei  dem  ersten  Satze,  durch 
den  Sehl 088  von  n  —  1  auf  n  geführt  Vertanscht  man  nftmlich  das 
erste  Element  a  mit  einem  der  abrigen      so  ist  die  Permotations- 
aU  lor  die  »— 2  Elemente  P^'n-s.  Dio  Gruppe  dieser  Formen  ist 
eharakterisirt  dvreh  die  Stellang  ^  ...... .    Ersetzt  man  dann  q 

doch  eins  der  flbrigen  n — 2  Elemente  o,  daun  sind  zwei  Falle  zu 
anlefscheideiL  Erstens  tritt  ^  an  die  nrsprilnglicho  Stelle  von  v  ond 
■sa  erhilt  P«».s  Permntattonen  der  n— 3  abrigen  Elemente;  die 
Fsrmengruppe  ist  charakteridrt  durch  »...«...(...  Zweitens  tritt 
(  in  die  erstgenannten  PV-s  Permntationen  flbcraU  an  die  Stelle 
wn  9,  die  Gruppe  ist  bezeichnet  dorch  «  . . .  a  . . .  FOr  beide  Fälle 
bst  man  demnach  P'n-i+ P'^m-^  Permntaiionen  und  da  9  die  n— 2 
tbhpn  Elemente  reprftsentirt,  welche  nach  nnd  nach  mit  p  za  ver* 
tsoseheo  sind,  so  ist  die  Gesammtzahl  dieser  Permntationen  (»—2). 
(^•^+P''i»-s)  oder  nach  der  Voranssetznng  =  P'n^i.  Ifan  hat 
slw  als  Inbegriff  sftmmtlicher  Permntationen,  welche  dnich  die  Ver- 
tsQichoog  von  a  und  q  eingeleitet  wurde,  P%^+-^V-i  Akr 
ilBffltliche  Permntationen,  die  dadurch  erhalten  werden,  dass  «t 
Iberhaopt  mit  n — 1  Elementen  nach  und  nach  zn  tauschen  bat,  ist 
Ad 

P«i  -  («-l)(P«i,-S+^«-l) 
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Für  /»«  ergidbt  sieb  abor,  wenn  die  Elemente  «,  A  y,  d  sind, 
folgender  Ging  der  Venetsnngen 

....  |P«, 

6.a  .ß.yl  r 1 

....  -  »  i^-. 

Da  nan  also 
10  ift  weiter 
aUgemem 

Vierter  Lelirsatz.  P\  =  nP^n-i-^-i—l^ 

Durch  ein  Yerlftiircn,  wie  bei  dem  Beweise  des  2teB  Lehrsatzes 
JAsst  sieb  nachweisen,  dass  für  eia  grades  n 

and  für  ein  nijipvdee  « 

ist,  und  man  bat  also 

Fünfter  Lebrsatf.       -    (|i -  ^1  +  Ii  +"    1)" ^i) 

Beweis.    J'n  —  2"\  -  »K^n-i -=  +  1)»-* 

«  •(«-l)[(«-»)(P«-s-PV^)+(- 

=  1)  (n  —  2)         —  +  n(n  - 1)  (—  1 

+  (-l)"-2«  +  (-l)"~l 

P,-P«M-n(»-l)(«-2)  ...  (n-^+l)(P„_t~P-»_») 

4-  n  (n-1) . . .  (n  -        iK-l)— * 

+  ...  +(-i>-s,.+<-.i)-i 

Fürft  =  »— 1  ist  also 
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1)  ...  2— «(n— 1)  ...  $+n(»— 1)      4—  ... 
+  (-1)-» 

IGiUb 

Attmerkaiig. 

■«Ii 


nd  filr  »SSO»  iit 


oder  ^»0. 


Der  Beweis  der  letzten  Formel,  welche  den  fon  Hetm  Th.  Sinio 
nent  tolgestellteii  Sali  enthttt,  ii t  nach  einer  Mitteilnng  desaelben 
aaaaer  Ton  nür^  in  ahnlicher  Weiae  auch  von  Herrn  O.  Hermes  ge- 
ihkrt  worden.  Der  Beweis,  daaa 

ist.  wurde  bereits,  wie  ich  hinterher  gefonden  habe,  von  Nie.  Beniovlli  I. 
gegeben;  man  sehe  hierflber  Hontmort:  Essai  d'analyse  snr  les  jenx 

de  hazard,  Paris  1713.  2ter  Tbeil.   5 —  ist  nämlich  der  Aus- 

dmcfc  Ar  dieWahrschdnlichkeit,  unter  allen  Perrnntationsformen  ans 
Elementen  eine  sn  treffen,  bei  welcher  mindestens  1  Element  in 
neiner  snprOnglichen  StoUnng  ist  Bei  Montmort  handelt  es  sieb  nm 
das  Spiel  „Treise*S  bei  welchom  man  von  13  Wbistkarten  einer  Farbe 
dk  eiaielnen  nmschlftgt  nnd  der  Reihe  nach  an&fthlt:  As,  Zwei,  Drd 
n.  s.  w.  Das  Spiel  ist  entschieden,  wenn  die  angeschlagene  Karte 
ndt  der  aasgesprochenen  Besmchnnng  übereinstimmt  —  lieber  den 
Sets  des  Herrn  Sanio  sehe  man:  Gmnerts  Archiv,  T.  LXX.  p.  224. 

P.  Seelhofl 


102 


Beweis  fUr  den  Ton  Herrn  Dr.  Santo  itift (geteilten  Satz,  l^etrelTenA 
die  combinatorisohe  Definition  der  Zalii  e. 

Za  dem  im  3ten  Hdte  des  Ardiivs,  Teil  LXX*  8.  224,  von 
Herrn  Dr.  Sanio  mitgeteilten  Satze,  betreffend  die  combinatoriiclie 
Definition  der  ZaU  e,  erlaube  ich  mir,  folgenden  Beweis  zu  geben, 
leb  bezeichne  hierbei  die  Anzahl  der  absoluten  Permatationen  von  n 
Elementen  mit  N*^  die  Anzahl  sämmtiieher  Permatationen  mit 

Handelt  es  sich  beispielsweise  um  iV'^s,  so  seien  die  Elemente 
1,  2,  3,  4,  5  nnd  dieses  ihre  orsprangliche  Stellung.  Dann  kann  man 
znm  Zwecke  der  Permntation  das  erste  Element  iA  die  Ste,  3te,  4te 
nnd  &te  Stolle  setzen  nnd  erhalt  4  Gmppcu,  welche  hicrdnreh  cha- 
raktorisirt  sind. 

Setzt  man  fflr  jede  einzelne  Gruppe  jedes  der  ttbrigcn  Elemente 
an  die  Spitze ,  so  findet  man  für  die  Anzahl  der  Permntation  einer 
Gruppe  2-f  9)  nämlich  2,  wenn  das  Element  an  der  t^itze  ist,  in 
dessen  Stelle  sich  (1)  befindet,  und  im  Ganzen  9  für  die  3  andern 
Elemente,  wenn  diese  an  der  Spitze  stellen.  Es  ist  also  ans  den  4 
Groppen 

^«5  -  (2+»).4  -  (NU+N*d'^ 

Allgemein  erhält  man 

-  (JV%-s+i^«*-x)(»i— Di 

insbesondere  ist 

— 1,  ^•,  —  2. 

Oder 

.  1.3  —  1 

N\  -»  (1.3-l).4-f  1 

iV«5  —  ((1.3  — 1). 4+1) .5  —  1   u.  8.  w. 

JV«.,-(,.,(((1.3-1).4+1)5-1) 
LOst  man  die  Klammem  durch  Mnltiplication  auf,  so  ist 
iV«  =  1.3.4.5...n  — 4.ö.6...n-|-5.6...  n4-...(—  1)»' 1)» 
Also 

—  -  fitar  CO 

also 

hmj^=-^  und  Um 
Bremen.  SeelhoR 
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Itaaitelloaff  4er  Zahl  «  »1«  uiMdllelies  Prodaet* 


Wie  ndi  nach  Wallis  ^  in  Form  eines  onendlichen  Prodactes 


gcbea  l&88t*),  aämlich; 


n  2.2.4.4.6.6  ■.. 
2  1.3.3.6.5.7 


aü  auch  ät  nämlich: 


e      1 .0.3.8.46.264.1855  . 


Hierin  ist  ^     1  vnd  sind  die  Nullen  nur  einer  ToUat&ndigeren  Ana* 

logie  halber  zusosrtzt,  indem  dann  jeder  Factur  des  Zählers  ab- 
wechsoliui  um  i  grösser  oder  kleiner,  als  der  entsprechende  Praetor 
des  Neuners  wird.  Das  Bildungsgesetz  lautet:  „die  Sammo  je  zweier 
auf  einander  folgenden  Factoren  des  Nenners,  nait  der  Stellenzahl  des 
letzterii  Ton  ihnen  mnltiplicirt,  liefert  den  folgenden  Factor,  also: 


Beweis.  Da  der  dritte  Factor  im  Nenner,  nftmlich :  2  identisch 
»3—1  ist  nnd  (14-2)  =  4—1,  so  wird  der  vierte  Factor  im 
Neaner  nach  dem  vorhin  angegebenen  Bildnngsgesetxe:  4.3— 1.3  — 
4,3—4-1-1  —  9  nnd  der  vierte  Factor  im  Z&hler:  8  —  4.3—4  = 
4(3—1)  «  4.2  —  dem  vierftcben  3t6n  Factor  des  Nenners. 

Femer  wird,  da(2  +  9)-(3  — l)-f(4  .3  — 44-1)  =  3.5--54-l 
ist,  der  fünfte  Factor  des  Nenners  3.4.5  —  4.54-5  —  1,  also  der 
fünfte  Factor  im  Zähler,  der  ja  am  1  grösser  sein  soll,  =5(4.3 
—  44'l)*"5.d  =  dem  fünffachen  4tcn  Factor  de«  Nenners. 

£benso  wird  der  sechste  Factor  drs  Nenners,  da  (B-^i/i)  — 
(4.3^4+ 1)+(3.4.Ö— 4.3+5— 1)  ^  3.4.6—4.6+6—1  ist, 
die  Fonn:  3.4.56—  4.56+5.6  —  6+1  erhalten  nnd  der  sechste 
Fsctor  des  Zahlers  —  dem  sechsfachen  5ten  Factor  des  Nenners 


*)  Vgl.  Cauchy :  algebraische  Analysis  Neunte  Note. 


(0+  1).8 

(1+  2).3 

(2+  9). 4 

(9 +44).  5 


2 
9 
44 

265 


etc. 
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Ohne  Weiteres  lässt  sich  durch  den  SclduBs  von  n  auf  n-j-1 
tlassilbe  für  die  nten  Faetoreü  des  Zahlers  uud  ^Süüücrs  dartun. 

Brechen  wir  daher  den  doppdten  Wert  dei  anendlichen  Pro- 
dncteBs 

1.2.3.8.45.264.1855  ... 


6  — 


1.1.2.9.44.265.1854  ... 


beim  «ten  Factor  ab,  so  hebt  tich  aas  Zfthler  and  Nenner  jeder 
frohere  Factor  bii  anf  den  lotsten  heraus  und  bleibt  im  ZftUer  das 
Prodnet  1.S.8  ...     im  Kenner  nur  der  iite  Factor: 

il^sBs3.4.5.6  ...  «^4.6.6  ...  «+6.6  ...  n  ...  7«±1 

nad  der  redproke  Wert  des  Productes  nämlich: 

N       1  1  1  1 


iil~1.2     1.2.3^1.2.3.4      -^1.2.3  ...  » 
wird  fOr  A  —  00  in  den  Wert  ^  ftbergebn,  denn 

liefert  iBr  0  *  —  1  dio  Formel : 

•  ^    ^^1.2  1.2.3^1.3.3.4 

Anmerkong  1.  Es  mnss  daher  anch  N  die  Anzahl  der  ab- 
Bolnten  Permutatioucii  zu  irgend  einer  Grnndstellang  bei  n  Elemeiiteii 
sein  *)y  was  aus  folgendem  erhellt. 

Um  die  YorsteUang  sn  fiilreii,  wollen  wir  vier  Elemente  o, 
d  annehmen  nnd  zwei  Anzahlen  IV  vnd  IV*  nnterscheiden.  Dio 
erste  gebe  an,  wie  oft  wir  a,  d  zur  GmndstcUang  abaiy  die 
zweite,  wie  oft  wir  7,  0,  d  zn  derselben  Gmndstellang  abcd  absolut 
permutircn  können  (d.  h.  so,  dass  kein  Element  mit  der  Gmudatel- 
Inng  einen  Platz  gemeinsam  hat). 

Waf^  nun  die  zweite  Anzahl  betrifft,  so  kann  z  vier  Stellen  ein- 

neiimeü.  ^ 

Steht  es  unter  o,  so  kommen  Jetzt  die  absoluten  Permntationen 
von  den  3  Elementen  hj  d  zur  Grondstellnng  ied  in  Betracht,  ihrer 
Anzahl  nach  JU. 


*)  Tgl«  OoBUnatOritch«  Ddfaütloii  dir  Zahl  •  von  Tb.  Santo.  GnuMUTa 
Afch.  T.  LZX.  pag.  924. 
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steht  et  aber  unter  b,  rcsp.  e  oder  so  kommen  jedoBmal  die 
ibeolnten  Pennntntionen  Ton  den  3  Elementen  6,  e,  d  einer  Qrand- 
itdlnng  von  3  Elementen  in  Betracht,  deren  eines  a  ist,  also  nicht 
anter  h,  c,  d  enthalten  ist  Daher  werden  dann  jedesmal  XET'  ahso- 
tete  Permntationen  Rowonnen  nnd  dies  geschieht  3  mal. 

Soweit  wird  also  IV'  «  III+3.JJJ\  während  jy  -  3.///'  ist, 
da  jetzt,  wenn  statt  sc  das  Element  a  eintritt,  die  erste  Gruppe  fort- 
faUt;  also  ist  aach  IV'  ^  lU+lV.  Anftiog  ist  F=4./K',  also 
aaeh  V-^  A,iin+IV). 

Mithin  irird  allgemein  die  Anzahl  der  absotnten  Pennntatioaen 
bei  (n-fl)  Elementen  —  der  «fischen  Snmme  der Ansahlen  der  ab- 
loluten Permntationen  bei  «nnd  «—1  Elementen,  nnd  wir  ei^ennen 
die  üeberdnstimmnng  mit  dem  oben  für  die  Factoren  des  Neoners 
angegebenen  Bildnngsgesets. 

Anmerkang  2.  £s  gilt  die  Formel: 

2.2.4.4.6.6  ... 
/l. 1.2.9.44.265. 1864        .3.3.5.5.7  ^ 
Vi. 2. 3. 8. 45. 264.1855  Sj  "  ' 

wnin  i  —  y^. 

Königsberg  L  P.  d.  4t£u  November  18Ö3. 

J.  Hermes. 


8. 

Beweis  llr  den  in  T.  LXX.  &284  gegebenen  Aasdniefc  der  Zahl  e. 

Die  Anzahl  derjenigen  Permntationen  von  n  Elementen,  welche 
ler  Anfangsstell unj;  123  ...  a  k  Plätze  und  nicht  mehr  ge- 
meinsam hahcu^  möge  durch  nk  bezeichnet  werden. 

In  Folge  dessen  bezeichnet  die  Anzahl  der  PcrmntationcDf 
«eiche  mit  der  Anfangsstellnng  keinen  Platz  gemein  haben,  also 
der  absoluten  Permutationen  der  Anfangsstellnng,  welche  Herr 
Sedhoff  aosflihrlicher  durch  P'»  bezeichnet  hat,  mithin  ist 

«0  «  F^n    Q&d    nn  =  i. 

Hau  siebt  leicht,  dasi 

a  n(« — 1) 

«1  —  x  (1  —  i)o»  »4  —    *  g    (»  —  2)0  n.  s.  w. 
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wodnfcb  alio  m  ftaf  eia&cbe  Weise  ven  der  Anzahl  der  absolnteii 
Permiitfttioiieii  einer  geringeren  Zahl  Ton  Elementen  abhängig  ge- 
macht Ist 

Nnn  handelt  08  sich  am  die  Bestimmaug  des  Grenzwerts  des 
Verhältnisses 

(ftl  =  1.2.3  ...  n)  für  ii  =  qo. 
Znvdrderat  folgt  ans  den  obigen  Formeln,  daas: 

»1       (n—l)o  (n  —  2)o      nj,  1        (n  —  3)o 

»I^Cn— 1)!'    »!     1.2  (n— 2)!'    1»:""  1.2.3  (h~3)I 


a.  8.  w. 


Der  Wert  von      Ist  jedenfalls  <C  1 1  and  man  findet  durch  einige 

Ymnche,  dass  dieser  Wert  oscillirt,  wobei  aber  die  Schwanknngen 
mit  wachsendem  n  immer  kleiner  werden.  Man  dOrfte  also  annehmen, 
dass  ein  bestimmter  Grenzwert  Torhandon  sein  wird  (dieser  Punkt 

ist  die  eiazige  Schwäche  des  Beweises);  wir  wollen  ihn  darch  -  be- 
zeichnen,  setzen  also 

ijann  wird 


lim  ^,  —  -   für  « 00. 


H«"«      («  —  1)0     («  — 2)o      „  .  «  1 
11m  — ■  »  >  TT-j  ™  7     tiri  ^  n.  s«  w.      -  t 

nl      (n— 1)1      {n—2)\  X 

und  man  hat  demnaeh: 

»1  11«,  1         1  Wj  1  1 

hm— ,  =  T--,  lim— ,  —        -    lim—.  —  ^  q      -  u.  s.  w. 
4>1     1  s         nl      1.2  jc         nl     1.2.3  x 

Kan  ist  offenbar 

«oH-»»i+'»«+  •••         — nl, 

mithin 

Geht  mau  im  Zähler  nicht  bis  »„,  soiuiern  nur  bis  uud  lägst  k 
und  n  beide  111^  Uueudliche  wachsen,  jedoch  derart,  dass  n — k  eben- 
falls uoch  Quendlich  bleibt,  so  wird  auch  dann 

lim  "o4-H+t+  -       _  1 

nl  ' 
weil  sich  sehr  leicht  zeigen  läset,  dass  der  Rest 

nH-i+<tt4<+  • '  ■  +»«» 
nl 

sich  dem  Werte  NoU  nAhert 
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Sabstituirt  man  in  die  Gleicbung 


»i  * 

die  oben  ao/geeteUtea  Werte  von  rq,      u.  s.  w.,  so  folgt 


«od  daher 


woaüt  der  beliaiiptete  Lcbmts  bewiesen  ist. 

Ich  erlaobe  mir  uoch  din  Bomerkang,  dass  ich  die  mir  von  den 
Herreu  Hermes  und  Seelhoff  freuudlichst  mitgeteilten  Beweise,  was 
Fruchtbarkeit  der  Methode  anbelangt,  dem  meinigen  vorziehe,  weil 
durch  jene  auch  der  abbrechenden  ('unvollständigen)  Expouontial- 
reüie  eine  combinatoiischc  Bedeatung  abgewonnen  wird. 

KOnigsbeig.  Th.  Sanio. 


Da  auf  nnsem  Realgymnasien  die  Differentialrecbnong  nicht  mehr 
getrieben  werden  soll,  and  es  anderseits  doch  —  schon  mit  Rücksicht 
aif  die  Astronomie  —  wflnschcnswert  erscheint,  dass  unsere  Schiller 
die  Bestimmung  des  Krfimmnngsradius  in  einem  gegebenen  Paukt  der 
Ellipse  kennen  lernen,  so  habe  ich  versucht,  diese  Bestimmang  ohne 
Hülfe  der  DifTerentialrechnung  durchzuführen  und  zwei  nicht  allza 
tmständUche  Methoden  gefunden.  Zu  der  ersten  derselben  gab  mir 
Vcfanlassong  die  hübsche  £ntwickeiung  in  T.  LXX.  K.  II.  dieses 
ArehtTs. 

I.  Sind  iT  -»  0  und  £  =s  0  die  Gleichungen  des  Kreises  and 
der  Ellipse,  so  erhält  man  bekanntlich  die  beiden  Paare  gemein- 
schaftlicher Sehnen  durch  die  Bedingung 


Wenn  der  Kreis  mit  der  Ellipse  drei  zosammenlaUende  Pnakte 
ffmm  haben  soll,  so  wird  die  eine  Sehne  zor  Tangente  in  dem  ge- 


Krlmmangsrailns  4er  Elltps«. 


10  j>  und  2  lineare  Ausdrucke  sind. 


(I) 
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mcinschaftlichsn  Paokt  x\  y\  und  dio  andere  Sehne  verbindet  dieaeo 
Punkt  mit  dem  vierten  Borcbscbnittsponkt,  daber 

Sind  noch  |,  i?,  ^  die  Mittelpanktscoordinaten  nnd  der  Badliis 
des  Krimmnogskreiaes,  so  wird  (I)  zo 

S  (a*w'+^*«*'-  a^Ä^J  [y-  nac-  (y'— fw)] 
DierMii'^  wenn  «  eine  noeh  zn  bestimmende  Oinstante  beseidinet: 

i»(a*3^'(y'  — na;')-f-a*6*) 

Die  Bweito  Oleicbong  liefert 

also  deu  Satz,  auf  welchen  dio  aiige führte  Abbaodlang  Bezag  uinmit; 
die  erste  und  dritte  Gl.  liefern  dann: 

*  — SftJ^»  • 

darauf  erh&lt  man  aas  den  beiden  letsten  Oletchnngen: 

(Ql^^yS  (gl—  ftl)/S 

«  ?       »  ^4 

Daun  ist  cudlich 

II.  Man  verlegt  den  Anfangspunkt  der  Coordinoten  in  den  Punkt 
x\  y*  and  hat  dann  die  Crleidrangen: 

aV*+2aV*+*V+26Vy  -  0,    (y— ^)»4-(«-  = 

Da  der  Mittelpunkt  dea  Kreises  auf  der  Normalen  im  Anfiings- 
pankt  liegt  und  der  Kreis  durch  diesen  Punkt  geht,  so  hat  man  sor 
Bestimmung  von  I,  i(  die  Gleichnngea 

daimoi 


.  ly ui^uo  Google 


wa 


Sabstitairt  luau  diese  Werte  ni  die  Gloichuug  des  Kreises,  elirai- 

nirt  jf*  zwischen  dieser  GleichiHii^  und  der  der  Ellipse  und  substituirt 

witder  den  dadurch  erhaltenen  Ausdruek  für  >j  lu  die  Gleichung  der 
Ellipse,  SU  erhalt  mau  nach  DiVisiou  durch  x^i 


Damit  die  Gleicbaog  sam  dritteu  male  durch  x  =  0  befriedigt  werde, 
fflDSS  seia; 

W.(l±$)+4<.,'.(i±-^)'.^J-0. 

woraas  man  sofort  den  bekannten  Ausdrack  für  p  erbält  und  zu- 
gleich erkennt,  dass  das  untere  Vorzeichen  gewählt  werden  man. 

Prof.  Dr.  Stamm  er. 

Dftiseldorfi  Anfang  December  1883. 


10. 

Sinli  m  Intetie:  y^ImtegnttOB  elalgtr  fiitteller 
JMÜBieBttalsIdeiufMi  uralter  OriuBf *) 

Die  dort  behandelten  Gleicbnngen  können  noch  allgemeiner  be> 
macht  werden,  wie  folgt: 


1.  Die  partielle 

WO  gegebene  Fnnetloiien  von  y  sind,  giebt  nadi  m  par- 

tiiD  dünentiirts 

«ne  partielle  0iffereotialgleicbiing  enter  Ordnung  Ar  r,  die  integrirt 
Warden  kann,  sobald     <Hh     gegeben  sind. 

^  Archiv  T.  LXX.  Seit«  119. 
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2.  Die  jtartiello  Difforeatialglckbung: 


wo  a  eine  Constante,  F  ciae  Fanctioo  von  y  ist,  giebt  nach  x  par 
ticll  differentiirt: 


mit  t  dividirt  und  Blatt  y  die  Grossen  p  als  neue  anabbängigo 
Yariabeln  eingcfahrt: 


oipe  ptrtielle  Dillerentialgleicbang  erster  Ordnung  für  r,  die  integrirt 
werden  kann,  sobald  /  gegeben  ist 

3.   Die  partielle  Differcntialgleichang : 


wo  a  dne  Oonstnnte,  Y  eine  Function  von  y  ist,  giebt  naeb  c  par- 
tiell diferentiirt: 


mit  M  dividirt  and  statt  y  die  Grössen  ar,  |>  als  neue  nnabh&ngigo 
Yariabeln  eingefobrt: 


Die  Integration  üi)i^rer  DifTcrcntialglrirbnn^'cn  ist  hioniunh  aaf 
die  Integration  gewöhulicher  Diffcreutialgiuiohuiigüü  zuüciigufüUrt,  — 
wesbalb  dieselben  ans  dem  Standpunkto  der  partiellen  Differential- 
gleicbnngen  als  gelöst  zu  betrachten  sind. 

Klansenborg  (Ungarn)  ^iovember. 


dp'^f  Bp''^/  BrKBx'^dp'' 


dr_         1  3/1  3/       1  B//dr      dr  \ 


F.  V41yi. 
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11. 

BiBÜMber  Beweis  der  BxfiteiiB  eines  lOtlelpiakts  fwalleler 

Krifle. 

Ans  zwei  ^rleichgerichtetoii  Kraitt  n  p,  q,  die  auf  zwei  fest  vor- 
buutif  iK'  Punkte  yl,  //  wirken,  resultirl  nach  dem  Gesctzo  des  Hebels 
eine  gleichgerichtete  Kraft  ;»-hg,  welche  die  Gerade  AB  in  einem 
Paukte  b  nach  dem  YerMltuiss 

schneidet.  Der  Punkt  ö  ist  also  unabhängig  von  der  gemeinsamen 
Richtung  und  heisst  auf  Grund  dieser  Eigenschalt  der  Mittelpunkt 
di  r  parallelen  Kräfte  q.  Aus  p-\-q  und  einer  gleichgerichteten 
auf  6' wirkenden  dritten  Kraft  r  resultirt  ebenso  eine  Knitp-i-q-^r^ 
weiche  diu  Gerade  bC  in  c  nach  dum  Verhältniss 

beteC  ™  **:|>+^ 

teilt  Der  Punkt  e  Ist  noabb&ngig  von  dor  Richtang  der  Krftfte, 
dnrch  ihn  gebt  stets  die  Resnltante  von  p+g  nnd  r,  folglicb  ancb 
▼on  ^».  g,  r;  es  ist  demnach  c  in  gleicbem  Sinne  der  MittelpnnlLt  Ton 
9,  r.  Hit  diesem  System  lAsst  sieb  eine  vierte  gleichgerichtete 
Kraft  xnsanimensetseo ,  n.  s.  f.  Nach  jeder  Hinznfagnng  erhält  man 
eine  gleichgerichtete  Besnitante  aller  Krftfte  nnd  einen  Mittelpunkt 
Es  hat  sich  ergeben: 

Au&  jedem  System  gleichgerichteten  Kräfte,  die  auf  bestimmt© 
fest  verbundene  Punkte  wirken,  resultirt  eine  gleichgerichtete  Kraft 
gleich  der  Summe  aller  jener  Kräfte,  die  immer  durch  denselben 
Punkt,  den  Mittelpunkt  des  Systems,  geht,  wie  sich  auch  die  gemein- 

&aiut-  Üichluug  auüurn  muge. 

Solcher  Mittelpunkte  kann  es  nicht  mehr  als  einen  geben;  denn 
gfthe  es  zwei,  und  man  nJlbme  die  Kräfte  in  einer  von  der  Yerbin- 
dnngslinie  heider  verschiedenen  Richtung,  so  wttrde  die  Resultante 
des  Systems,  sofern  sie  durch  den  einen  Punkt  gienge,  nicht  dnrch 
den  uideni  gehen  können;  oder  mit  andern  Worten,  es  würden  zwei 
Kräfte,  die  in  verschiedenen  geraden  Linien  wirken,  einander  gleich- 
wirkend sein  mflssen. 

Der  vorstehende  Beweis  ist  mir  mündlich  mitgeteilt  worden,  mit 
der  Aussage  dass  er  längst  bekannt  sei,  Dennoch  scheint  er  allen 
oder  den  meisten  Verfassern  von  Schulbüchern,  in  welchen  der  Satz 
gelehrt  wird,  uubckauut  gewesen  zu  sein ,  da  von  15  solchen  Lehr- 
büchern, die  ich  kenne,  einige  weit  unistaudücher  unzureichende  Be- 
gründungen geben,  diu  übrigen  auf  Jeden  Beweis  verzichten. 
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So  leicht  Dan  auch  der  Weg  zu  entdecken  ist,  auf  dem  man 
hier  so  schnell  und  ohne  viele  Voraussetznngen  zum  Ziele  gelangt, 
so  hielt  ich  es  doch  nicht  für  unwert  ihn  ans  Licht  zu  ziehen ,  um 
für  die  Zukunft  zur  Beseitigung  einer  Lücke  in  den  elementaren 
Lebrbttchem  der  Physik  and  Mechanik  beixntragen. 

Gegenwärtige  Httteilnng  möge  die  Stelle  eines  für  gleichen  Zweck 
unter  gleiehem  Titel  geschriebenen  früheren  Anfsatzea  dnnebineD, 
den  Scb  hiermit  xorlleksiehe. 

R.  Hoppe. 
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'  ■  -  •  ^  \ 

^  ••l:üüL:UüK)' 1 
VI. 

Ueber  ein  Curvographon. 

Von  . 

Herrn  Enilio  Pirani. 


Min  hat  in  iaCiler  Zeit  sich  ?iel£ach  bemabt  dAS  VerständnisB 
kK  hÖhAren  Geometrie  zn  erleichtern  dadurcb,  dass  man  die  behan- 
idteo  Gebilde  als  ModeUa  vorfahrte.  Die  Hilfsmittel,  die  dadorcb 
entstanden  sind,  haben  wesentlich  den  Zweck,  Gebilde  dreier  Dimen- 
sionen, deren  VontcUnng  in  der  Tat  Schwierigkeiten  darbietet,  wirk- 
lich Tioflktich  ▼orzafahrcn  Diese  ihre  Anfgabc  crfQllcn  sie  jedoch 
■eilt  intserst  elneeitig.  Sie  stellen  gewöhnlich  eine  bestimmte  nn- 
T?rinderfiche  Form  des  betreffenden  Gebildes  dar,  und  ihre  Anachau- 
hefakeit  wird  in  nicht  geringem  Grade  durch  die  Gefahr  beeinträchtigt, 
den  Beschauer  zu  dem  Gedanken  zu  verleiten,  dMB  jene  Form  die 
.  einzig  mögliche  sei,  oder  ihn  wenigstens  daran  zu  gewöhnen  mit  dem 
betreffenden  Namen  immer  einen  unveränderlichen  Begriff  zu  ver- 
feindes.  Und  es  ist  dies  in  der  Tat  eine  Wirkung,  die  fast  unver- 
■eidüdi  ist  hei  jedem,  dor  Jonen  Gebieten  neu  ist,  also  fdr  diejenigen 
gerade,  flr  welche  die  Modelle  wesentlich  bestimmt  sind.  Eine  ein- 
sige Classe  von  Hodetten  ist  nur  bekannt,  welche  diesen  UebelstAnd 
nicht  mit  sich  Albren.  Es  sind  dies  die  Modelle  fttr  abwickelbare 
Fl&dien,  die  schon  seit  längerer  Zeit  in  verschiedenen  Formen  vor- 
handen siiid.  Die  einen  sind  in  Holz  und  Seidenfäden,  die  anderen 
in  Eisen  aasgeffihrt;  beide  gestatten  die  Darstellung  einer  ganzen 
Schaar  von  Flächen  und  zeigen  auch  einige  Uebergangsformcn  Ein 
ftnqptmerkmal  der  erzeugten  Flächen  tragen  sie  deutlich  an  sich: 
die  graden  Linien..  Aehnlichen  Reichtum  an  Formen  zeigen  dio- 
km^m  Modeile^  welehe  ans  den  KreisBchaitten  sunmmengesetst  sind. 
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Doch  bd  ihnen  allm  iit  noeh  ein  groBier  Mangel  vorhanden;  jedeo 
einxelne  Modell  Yennag  aar  Flftehen  denelben  Art  darzustellen,  wenn 
ancb  von  venchiedeaen  Dhneniioaen,  and  man  bedarf  daher  fttr  jede 
Art  eKnee  beaonderen  Modäls.  Abgeeeheii  von  der  ElnaeitjgfceSt  den 
Systems,  welche  darin  liegt,  macht  dieser  Umstand  die  Anschaffiing 
saldier  Anschaaangsmittel  äusserst  kostspielig,  Sie  seigen  jedoch 
schon  einen  grossen  Fortschritt  insofern  als  sie  wenigstens  die  Starr» 
heit  der  froheren  Modelle  (in  Ojps,  Bolz  etc.)  aufgegeben  haben  und 
dass  sie  wenigstens  eine  Eigenschalt  (Schaar  der  Geraden,  Kreia- 
schnitte)  an  aUen  den  erzengten  Gebilden  zeigen. 

Es  war  nun  mein  Bestreben  ein  System  m  finden,  welches  es 
j.'estattete,  die  Form  nnd  \voiiuj,L;lich  die  Eigenschaften  von  möglichst 
vielen,  zanächst  ebenen  Cnrven  zu  veranBciiaulicheu. 

Die  Besultate  sind  im  Folgenden  mitgeteilt;  doch  möchte  ich 
der  speciellea  Bespredinng  die  allgemeiaen  Vorzüge  der  Methode 
voransschicken. 

Die  Modelle,  die  wohl  Curvographen  genannt  werden  können, 
lassen  sich  aus  einer  geringen  Anzahl  von  Elementen  zusammon- 
stellcn.  und  zwar  oline  jnL^]ichc  Mühe.  Die  Elemente  sind  Doppcl- 
schieijen  uüd  einfach  gestaltete  Verbindungsstücke;  erstere  entsprechen 
den  Traden  Linien,  letztere  den  Schnittpnakten  derselben,  oder  festen 
Paukten  auf  ihnen. 

Die  Cnrven  werden  alle  als  geometrische  Orte  constrairt»  dabei 
aber  continairtich  beschrieben. 

Die  Cunographen  sind  zunächst  für  Blei  oder  Kreide  eingericbtet| 
doch  lässt  sich  leicht  Tinte  oder  Farbe  statt  dessen  einführen,  in 
manchen  F&lleu  sogar  Ziehfeder. 

Jede  geometrische  ans  graden  Linien  bestehende  Fignr  kann  mit 
ihnen  als  nm  feste  Pankte  beweglich  angesehen  werden  nnd  zur  Dar^ 
stellnng  von  Cnrren  benntzt  werden;  es  wird  sich  nor  natOrlieh  dämm 
handeln  möglichst  einlache  nnd  ergiebige  Combinationen  za  «wählen. 

Die  Wahl  der  Doppelschienen,  statt  des  einfiuhen  Prismenpaarea, 
das  ja  ancb  jede  andere  Bewegung  als  die  gewünschte  verbindeni 
würde,  ist  geschehen,  weil  dadurch  die  Mitte  zwischen  den  beiden 
Schienen  die  Gerade  darstellt,  und  somit  die  in  den  Läufem  ange* 
brachten  Stifte  sich  mit  grosser  Genauigkeit  im  Schnittpunkte  iweler 
Geraden  befinden. 

Was  die  beschreibbaren  Cnrven  selbst  anbetrifft,  so  ist  nur  für 
die  Ellipse  ein  Apparat  vorhanden,  welcher  es  ermöglichte  mit  sol<^er 
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AUgezneinheit  Ellipsen  aller  Dimcntioiieii  darzusteUcn  Es  ist  dies 
öer  EUipaeiunrkel,  welcher  nach  den  neueren  kinematischen  n  zolch- 
ingen  ab  oacillirende  Krensschloifenkarbel  bezeichnet 
«vdan  iann. 

Ansscrdem  bat  Feauccllicr  in  den  XonvcUes  Annales  eine 
CviabiDatioii  seiner  Elemente  augegeben,  welche  es  gestattet  Cissoideu 
za  beschreiben  ;  do' b  ist  sie  wie  alle  Peaucellier'schen  Modelle  ein 
Sabwerk,  d.  bestebend  aus  Stäben  von  bestimmter,  zu  berech- 
nender Länge,  welche  nur  drehbar  aber  vollkommen  unverscbieb- 
^  mit  einander  Terbnnden  sind.  Dazu  kommt,  dass  die  Stäbe  in 
gar  keinem  directen  Zusammenhang  mit  der  beschriebenen  Carve 
stehen;  dass  daher  aas  der  Coostruction  nicht  die  geringste  Erlftate- 
ning  der  Conre  gezogen  werden  kann. 

£beD  in  den  betonten  Pankton  scheinen  mir  Yorzttge  der  nenen 
Metbode  sn  liegen:  dase  erstens  <nne  beschränkte  Anzabl  Ton  Ele- 
Bcntoo,  etwa  6  Sehlenenpaare  nnd  die  dazn  nötigen  Yerbindvngs« 
sAeke,  xnr  ZnaammcnsteUnng  aller  Modelle,  nnd  znr  Beschreibnng 
sller  der  vielen  Corven  genflgen;  zweitens  dass  die  Conatmction  die 
iMWtalningBari  und  die  Eigensehalten  der  Gurren  erläntert 

So  zeigt; 

L  Fig.  1.  Leitlinie  nnd  enengenden  Stnhlenbllsehel  dnreh  die 
zwei  Schienen. 

IL  Fig.  2.  Leitkreis  nnd  Strahlenhttschel. 

nie.  Fig.  3.  zeigt  den  Znsammenhang  der  oscillaloriachen  Be- 
wegung mit  der  Rotationsbewegnog. 

nib.  Fig.  4.  eignet  sich  ebenso  wie  I.  und  II.  um  den  Begriff 
Ton  Carveuscbaaren  und  Parallclcurvcn  zu  erklären,  mau  braucht 
dazn  nnr  mehrere  Stiftträger  auf  einmal  anzubringen. 

Anch  der  Begriff  einer  UmbällnngscnrTe  lässt  sich  daran  erklären. 

IV.  Fig.  5.  zeigt  Directrit,  Durchmesser  nnd  Tangente;  dazn 
läset  sich  leicht  der  Radiusvector,  obgleich  zur  Gonstmction  über- 
täsng,  anbringen  nnd  dadurch  zeigen,  dass  die  Tangente  den  Winkel 
zwischen  Durchmesser  und  Radiusvector  halbirt ;  anch  die  Begriffe 
von  Subtsngento  nnd  leicht  anch  Ton  Snbnormale  lassen  sich  erklären 

Va.  Fig.  6.  lässt  den  Begriff  einer  Fusspunktcurve  vcrdentHchen 
sowohl  an  der  Cissoide  selbst  wie  an  der  grossen  Anzahl  anderer 
rsnrsodteo  Cnrren,  die  sich  beschreiben  lassen. 

s» 
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VlU.  Fig.  10.  giebt  eine  Corve  4teii  Grades  mit  Wendepmücten 
und  einer  Spitze. 

VII.  Fig.  9.  die  Lomniskate  und  Fusspuuktcurveu  der  Hyperbeln. 
Ebenso  die  der  Ellipse. 

M.  Fig.  8.  die  Hyperbel  als  geometriscben  Ort  Es  seigt  wie 
die  Tangente  den  Winkel  swisehen  beiden  Brennvtrahlen  halblrt 

IX.  Fig.  11.  Curvcü  verschiedener  Grade  (ausgebend  von  einer 
3ten  Grades)  mit  Wendepunkten  und  Asymptoten. 

Vb.  Fig.  7.  Ciwoide  und  verwandte  Cnrven  nach  anderer  Gon- 
itmctioni 

Ansser  diesen  zahlreichen  Beispielen  vuu  fast  allen  bei  Curven 
vorkorumcaden  Singularitäten  bieten  vor  allen  Diagen  die  Curvo- 
graphen  ein  deutliches  Bild  von  dem  Einflüsse  der  Parameter  aaf 
die  Form  der  Curven  und  von  dem  Zusammeabang  derselben  nach 
Familien. 

Ausser  den  beschriebenen  Gnrren  lassen  sieh  durch  oft  einfschere 
Znsammenstdiangen  Gurken  meist  transcendenter  Katnr  erxeugen,  die 
jedoch  nur  dnroh  sehr  compUcirte  Formeln  wiederzngeben  sind. 

Geht  man  endlich  zum  Gtibiete  der  synthetischen  Geometrie  über, 
80  lassen  sich  daraus  sehr  viele  Sätze,  wie  der  Desargues'sche,  die 
allgemeine  Construction  der  Kegelschnitte  aus  projectivischeu  SLraUieo- 
bttscbeln  etc.  darcb  wirklich  bewegliche  Figuren  vordeatlichen. 

Ich  möchte  noch  bemerken,  dass  die  beschränkte  Anzahl  der 
zolftssigen  Abbildungen  mir  die  genauere  Beschreibung  der  Gonstmc- 
tionseinselnheiten  sowie  die  VerdeutÜchnng  der  erzeugten  Gurren 
unmöglich  gemacht  haben. 

I.  Gonchoide. 

Erzengungsart:  Wird  ein  Btlschel  von  Geraden  B  von  einer  Ge- 
raden G  durchschnitten  und  trägt  man  auf  jeder  Geraden  von  B 
vom  Schnittpunkt  mit  O  aus  eine  gleiche  Strecke  c  nach  beiden 
Seiten  ab,  so  gehören  die  gewonnenen  Paukte  einer  Conchoide  an. 

Zusammenstellung  (siehe  Fig.  i) :  IKe  Gerade  Q  wird  durch  dnen 
Doppelstab  6.  5  dargestellt,  derselbe  besteht  aus  zwei  dflnnen  mög- 
lichst unlnegsaniai  Stahlstäben  (am  geeignetsten  dazu  habe  ich  so* 
genannten  Bohrstabl  gefunden),  die  durch  zwei  Messing  Querstllcfce 
▼erbunden  sind.  Letztere  .sind,  wie  aus  der  Figur  ersichtlich,  zwei- 
&ch  durchbohrt,  um  die  Stäbchen  durchzulassen,  an  denen  sie  dureb 
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Ueiie  SeitaDtdiiaiibeii  befestigt  sind.  Unteo  tragen  de  noch  einen 
Dom,  vennittelst  deoaen  sie  an  der  Unterlage  festgeheftet  werden 
küDiiea.  (Qnerstack  mit  Dom  (a)>. 

Der  Büschel  wird  dnrrh  einen  Doppelstab  1.  2.  3.  4  dargestellt. 
r>cr?e!bc  ist  darcb  einen  mit  seitlicher  Hohlriune  versehenen  Dorn 
Fonii  <0  gP7wungen  stets  durch  den  Punkt  1  zu  gehen.   In  3  ist 
CID  (^erstück  befestigt,  welches  statt  des  Domes  wie  5  und  6  einen 

Schraubenkopf  unterhalb  trägt  (Form  b),  welcher  ihn  zwingt  auf  ö.  6 
ZQ  bleiben.  In  der  constanten  Ent£^nng  c  sind  2  und  4  befestigt, 
welche  in  der  Mitte  Bleistifteinlagen  nach  Art  der  Crayons  d'artistes 
tisgen.   (Stifttrager  Form  c).  Von  ihnen  wird  die  Cnnre  beschrieben. 

Terachiedeoe  Formen:  Je  nach  der  Länge  der  Strecke  nnd 
je  nach  der  Lage  des  Boschelcentrams  1  ergeben  sieh  vermittelst 
teer  ZniammettstellaDg  sehr  ▼erschiedenartige  Corven. 

Ist  die  Entferanng  b  des  BOscheleentrums  von  der  Geraden  O 
grösser  als  <r,  so  sind  der  innere  sowohl  wie  der  ftossere  Zweig 
aeahch  flach. 

Je  mehr  sich  c  der  Lange  h  nfihert,  desto  entschiedener  wird 
äe  Spitze  des  innaren  Zweiges,  desto  gewOlbter  der  Anssere. 

Wird  e  grösser  wie  6,  so  bildet  der  innere  Zweig  eine  Schleife. 

Wird  b  sehr  Uein,  so  wird  die  Schleife  Immer  grosser  nnd  zwar 
IBvOlbt  an  der  Ton  G  ahgewendeten  Seite,  flach  an  der  sogewende- 
tea,  —  ebenao  wichst  die  Wdlbnng  des  äusseren  Zweiges. 

Bis  schliesslich,  wenn  6  »  0,  d.  h.  wenn  das  Centnim  aaf  O 
fiegt,  innerer  und  Äusserer  Zweig  in  einen  Kreis  übergehen. 

In  der  Tat  hat  die  Conchoide  die  Gleichung 

worin  h  und  c  die  angefahrten  Bedeutungen  haben.  Wird  b  sehr  klein, 
10  wird  die  Formel 

«t  +  y»  „  ^ 

d.  h.  ein  Kreis. 

Wird  €  sehr  gross,  also  -  sehr  Ueln,  so  wihle  man  ^  und  ^  ala 

CcK)ramaku 
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Piranis  ütbtr  em  {WvoyrojplOT, 


-  1 

also  wiederum  ein  Kreis  mit  sehr  grossem  Radios  c. 

IL  Kardioide. 

Erzeugangsart:  Wird  die  Leitgerade  der  Goncholde  dnrcli  einen 
Kreis,  der  darch  das  Bflschelcentram  geht,  ersetzt,  ond  wählt  van 
0  —  2r,  80  erhält  man  die  Kardioide. 

Zosamroenstellang  (Fig.  2) :  Der  Bflschd  wird  wieder  durch  einen 
Doppelstab  4.  5.  -2  3  dargostellt.  Diesen  zwingt  wieder  ein  Dom  5 
(Form  il)  stets  durch  den  einen  festen  Punkt  zu  gehen.  Wiederum 
sind  3  und  4  Stiftträger  (Form  e).  Statt  aber  durch  die  Leitgerade 
geleitet  zu  werden  wird  nnn  das  feste  Stück  mit  Schraubenkopf 
(Form  b)  durch  einen  beliebig  zu  stellenden  Radius  6  (Form  e)  ge- 
zwungen eine  Kreisbahn  zu  beschreiben.  Dabei  mnss  1.  6  —  1.  2 
sein,  d.  h.  6  nnd  2  auf  demselben  Kreis  liegen. 

VcTscbiedono  Formen:  Ist  wieder  c  die  Strorko  2.  3  rOBp.  2.  4, 
SO  entsteht  für  c  »  2r  bekanntlich  eine  Epicykloide. 

FOr  6>»  5b*  wird  die  Spitse  flacher,  nnd  flacher,  und  dieConre 
nähert  nefa  einem  Kreise  nm  das  Bcischeleentnim. 

Wird  c  <^  2r,  so  peht  die  Spitze  ia  eine  Schleife  innerhalb  des 
Leitkreises  über,  und  zwar  wächst  diese,  während  der  aussen  hegende 
Teil  sich  dem  Kreise  nähert,  bis  für  sehr  kleines  o  beide  Zweige  in 
den  Leitkreis  abergehen. 

In  der  Tat  ist  die  Gleichung  der  Kardioide 


Variablen 


Also  ftlr  e  »  2r  die  eigentliche  Kardioide : 

9  ««SrCl+COSa} 

Für  r  -<  r  eine  Curve  mit  der  Schleife  und  zwar  für  sehr  kleines 
€  der  Kreiä 

d.  h.  der  Leitkrels. 

Für  0  >>  r  die  verflachte  Curve  und  zwar  je  grösser  d.  h.  je 
kleiner  ^,  desto  mehr  sich  dem  Kreise  nm  das  fiaschelcentnim 

nähernd. 
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m.  Ellipse. 

l  Enengiiogaart  (Fig.  3):  Eine  Gerade  dreht  steh  nm  dnea  Auer 
Fkskte.  Dnreli  einen  bestimmten  Punkt  derselben  gebt  stets  eine 
Tvticsleb  dnreh  einen  andmn  dne  Horisontale.  Der  Scbnitlpiiiikt 
tar  beiden  besdurdbt  eine  Ellipse. 

Zasammenstelliing:  Die  sich  drehende  Gerade  wird  am  besten 
dsrch  einen  flachen  Holzstreifen  dArgestellt  Derselbe  tr&gt  durch 
()Mistack0  mit  Dom  (Form  a)  die  Doppelstäbe  275. 

Von  denselben  wird  einer  horizontal,  einer  vertical  geführt  durch 
«e  Parallelogramme  44"ö"2"  und  44'5'2'.  Der  Stiftträger  gleitet 
im  besten  auf  dem  horizontalen  und  wird  geführt  durch  den  verti- 
alen  Doppelstab. 

n.  Erzevgnngsart  (Fig.  4):  Eine  Strecke  a  bewegt  sich  mit  ihren 

Mpanktea  auf  den  CSoordinatenazen»  Jeder  Pnnkt  der  Strecke  be* 
Mhreibt  dne  Ellipse. 

Zusammenstellung;  Die  Coordinatenascn  sind  fc stt^eheftetc  Dop- 
pelstäbe.  Die  Strecke  a  wird  durch  zwei  festgeschraubte  Qacrstücke 

1.  3  aof  einem  Doppelstabe  abgegrenzt  Dieselben  haben  Schratiben- 
k&pfe  (Form  6),  welche  nur  ein  Gleiten  längs  der  Coordinaten  ge- 
statten. Der  beschreibende  Punkt  ist  durch  einen  Stifttrftger  8, 
veleher  durch  Seitenschranben  festgehalten  wird,  dargestellt 

Verschiedene  Formen:  Ist  h  die  Strecke  auf  a  vom  beschrei- 

beüden  Funkte  bis  zur  Y  Axe,  so  ist  die  Gleichung  der  beschriebe- 
mk  EUipsea 

p  +  („_Ä)f  — 1 

Fällt  der  Pnnkt  ansserhalb  von  a  über  die  F  Aze  hinaus,  so 
wild  die  Gleichnng 

Die  Punkte  der  Strecke  a  geben  EHipsen,  die  Tom  mittleren  Fall 
i»^^  weicher  einen  Kreis  darstellt,  sich  nach  der  X  Aze  resp. 

r  ixe  hin  immer  mehr  verflachen  bis  zn  einer  Strecke  2d  in  den- 
•eibeD.  Diese  alle  werden  von  der  Cane 

UDhäHt 

Die  Ponkte  aof  der  YerUngerang  der  Strecke  a  geben  Schaaren 


120 


Piranit  ütber  etn  Curvo^pkon. 


▼OD  EUipsen ,  dem  flaehite  wled«r  dfo  beiden  Streekeii  3e  auf  Z 
reip.  F  Aie  tivd. 

Uebrigeas  beschreibt  jeder  mit  a  fest  verbaudene  Punkt  eine 

Ellipse  nm  den  Coordinatenanfangsptinkt ;  in  dem  Falle,  daas  der 
Pankt  Scbeitel  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  fiber  a  als  Hypotenase 
ist,  entsteht  eine  durch  den  Coordioatenaa&ngspiuikt  gehende  gende 
Linie. 

IV.  ParabeL  (Fig.  5.) 

Enengnngsart:  Ein  Pnnkt  F  bewegt  sich  so,  dass  seine  Ent« 
fernnng  vem  Brennpunkt  and  von  der  Leitlinie  stets  gleich  ist  Um 
dies  zn  erreichen  wird  nm  den  Brennpunkt  eine  Gerade  gedreht; 
da  wo  sie  die'  Leitgerade  trifft,  wird  ein  Lot  auf  letztere  errichtet, 
ein  zweites  Lot  wird  in  der  jedesmaligen  Mitte  der  Strecke  zwischen 
Brennpunkt  and  Leitlinie  errichtet  Der  Durchschnitt  beider  Lote 
giebt  Punkte  der  Parabel. 


Zosammenstellang:  Ein  Doppolstab  1.  2.  3  dreht  sich  am  das 
Dornstück  1  (Form  a).  Die  beiden  Verticalen  siad  die  Leitlinie  und 
die  Scheiteltangeute. 

fii  2  «ad  3  befinden  aich  doppelte  Qaentflcke  (Form  /),  die  aas 
iwei  (tnerataeken  (Fona  ()  bestehen,  iroldie  leokrecht  aof  einander 
dareh  eine  Schranbe  befestigt  sind,  welche  unten  einen  Schraubenhopf 
(wie  Form     oben  eine  Matter  besitst 

Das  eine  bei  3  trägt  3.  4  fest,  während  es  sich  auf  der  Leitlinie 
bewegen  kann.   Das  sweite  bei  8  tragt  2.  4  fest  und  gleitet  auf 


Ersteres  wird  durch  1.  2.  3  geleitet,  letzteres  durch  die  Scheitel* 

tangcntc. 

In  4  befindet  sich  der  Stifttriger,  welcher  anf  dem  Durchmesser 
dTd  gleitet  und  durch  die  Tangente  274  geleitet  wird. 

Verschiedene  Formen;  Nimmt  man  die  Scheiteltangcnte  nicht 
in  der  halben  Entfernung  zwischen  Brennpunkt  und  Directnx,  so  er- 
geben sich  (Durren  Ton  der  Form 

worin  p  die  Entfernung  Brennpunkt  bis  Scheitel  ist,  q  die  Entfernung 
Scheitel  bis  Directrix. 
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V.    Cissoido.    (Fig.  6.) 

I.  Erzengtingsart:  Die  Cieaoido  ist  bekanntlich  dio  Fosspnnktr 
mm  der  Pmbel,  wenii  man  den  Seheitelpnakt  zum  Fol  niinnit 

Kan  wiirc  es  aber  /u  utiistandlich  und  coinplicirt,  zugleich  Pa- 
rabel, ihre  TaugcTitrii  und  die  Fusspiinkte  zu  coustruiren.  Man 
kommt  leichter  zum  Ziel,  wenn  mau  büdcnkt,  dasa  wenn  der  Brenn- 
pankt  Pol  ist,  die  Fusspunktcurvc  durch  die  Scheiteltangento  dar- 
gflitellt  wird.  Diese  Eigenschaft  gestattet  n&mlich  die  Tangenten 
eiMf  Ptrabel  zu  zeichnen  ohne  die  Parabel  selbst  zn  haben,  und 
mm  braacht  man  nur  noch  vom  Scheitel  ans  Lote  aof  jene  Tangen- 
tat  ZQ  ftllea. 

Ziiianiiiieiiltelliing:  Die  Verticale  ist  die  Scheiteltangente.  1  der 
Bebeitel,  1'  der  BfeniipiiDkt  der  Parabel.  iTi  nnd  TTd  werden 
dntfc  (fie  Stttcke  1"  vnd  2  perallel  gefthrt  TTS  trftgt  in  S  die 

Tangente  durch  das  Doppclstück  3  (Form/),  welches  auf  1'.  3  ver- 
sohiobbar  ist  und  durch  die  Scheiteltangento  geleitet  wird.  1.  4  ist 
iUo  Lot  vom  Scheitel  auf  die  Tangente,  so  dass  4  (Stiftträger  Form  e) 
die  Cissoide  beschreibt 

'  Tcnehiedene  Formen:  Die  Gletehsng  der  eigentlichen  Cissoide 
ist,  wenn  ^  die  Brennseite  der  Pumbel: 

Die  Corve  besitzt  im  Scheitel  eine  Spitze.  Wählt  man  einen 
ftnderen  PoniU  der  Abscissenaxe  als  Pol,  so  wird  die  Corre  weeeni- 
lich  anders. 

Sei  ji  die  Brennweite  j  m  die  Pcdwelte  von  Scheileltange&te 
(7  Aze)  ans. 

Für  grosses  puaiLivos  m  liegt  die  Curve  ganz  auf  der  Seite  des 
Breanpanktes  (positive)  und  zeigt  keine  Singularitäten. 

Bei «  s  I»  gebt  sie  in  die  F  Aze  Uber. 

Vtid  m  ^  j»,  so  bildet  die  Corve  eine  Spitze  im  Sehdtel  nnd 
sUurt  sieb  der  Cissoide. 

FOr  m  —  0  erreicht  sie  diese. 

Unmittelbar  danach  bildet  sie  eine  ScbleÜs»  die  mit  annehmenden 
sc|slii«n  «I  wtehat 

Wählt  man  eiuen  Punkt  der  Y  Axe  y  =  n  als  Pol.  so  hat  die 
Cnnre  ausser  fiir  n  =  0  eine  Schleife,  die  vom  ttbrigeu  Teil  durch 
4is  r  Aze  getrennt  wird. 
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Pirmni:  Otbtr  em  Curvographom. 


Li0gt  der  Pol  beliebig,  lo  bat  die  Gaire,  wenn  Jener  negative 
Abacisie  bat,  eine  Sebleife,  sonBt  einen  ümkebrpanÜ. 

II.  Krzouguügsart  (Fig.  7):  Bewegt  sich  der  Endpunkt  des  gleich 
e  geraachten  Schenkels  eines  rechten  Winkeis  auf  einer  Geraden 
während  der  zweite  Schenkel  durch  einen  festen  Punkt  geht,  welcher 
von  G  um  c  entfernt  ist,  so  beschreibt  der  HalbiruDgepaDki  des 
ersten  Schenkels  eine  Cissoide. 

ZosammeDBtellQng:  Die  Ansflibning  ist  sebr  oinfocb.  Die  Hori* 
sontale  ist  die  Leitlinie.  1.  3.  4  ist  der  recbte  Winkel,  gebildet  ans 
zwei  Doppelstäben  nnd  einem  Doppelquerstttck  (Form/).  In  4  be- 
findet  neb  ein  fiestos  Qaerstttck  (Form  6),  das  dorcb  die  Lotlinie 
gefbhrt  wird.  Ein  Dorn  1  zwingt  den  zweiten  Scbenkel  stets  dnrcb 
denselben  Pnnkt  zu  gehen?  Ein  Stifttrftger  3  beschreibt  die  Cissoide. 

Verschiedene  Formen :  Auch  hier  lassen  sieh  durch  andere  Wahl 
der  Lage  von  3,  durch  andere  Stellung  von  1  oder  gar  durch  Wahl 
eines  andereu  als  eines  rechten  Winkels  (was  ja  das  Doppelstftck 
gestattet)  die  verschiedensten  Formen  erhalten. 

VI.   Hyperbel.   (Fig.  8.)  • 

Erzeugungsart:  Die  Hyperbel  ist  bekauiUlicü  der  Ort  der  die 
Punkte  -P,  für  welche  die  Differenz  der  Entfernung  von  zwei  festen 
Punkten      /i  Brennpunkte)  s^ets  constaut  (2a  reelle  Axe)  ist. 

Beschreiht  man  also  um  einen  Brennpankt  Fi  einen  Kreis  mit 
Radins  2a  und  zieht  PF^^  so  mass,  wenn  B  der  Schnittponkt 
▼on  P/\  mit  dem  Kreis  ist,  PB  —  PF^  sein,  d.  b.  BPF  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck. 

Um  dies  hervorzubringen  benutzt  man  die  Eigenschaft  der  Tan- 
ßente  den  Winkel  zu  halbircn,  dcu  beide  Kadienvectoron  einschliessen. 
Man  erhält  ja  alle  Taugenten  an  einer  Ilyperhel,  wenn  man  einei^ 
rechten  Winkel  zwingt  mit  dem  Scheitel  den  Kreis  mit  Radius  a  am 
den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  zu  beschreiben,  während  ein  Schenkel 
stets  durch  F  geht,  der  zweite  Schenkel  gicbt  daau  die  TaugenteiL. 

Der  Punkt,  wo  sich  die  Tatifjonte  nnd  der  entsprecbende  Bndiiui* 
Teetor  scbneiden,  ist  Punkt  der  Hyperbel 

Zusammenstellung:  Der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  ist  3'.  Der 
Leitkreis  wird  durch  den  Ilolzstreifen  1  bcschriebuu,  der  den  Scheitel 
des  lecihtiMi  Wiukcls  3.  6.  7  trägt.  Eiu  Schenkel  dieses  letzteren 
geht  stets  durch  den  Brenupunkl      der  andere  stellt  die  Tangenten 
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dtf  und  lenkt  den  Stilttrftger  7,  der  die  Hyperbel  beschreibt  Der 

Träger  gleitet  auf  dem  liadiasvector  4.  7,  welcher  darch  die 
P&räiltiifilhnuig  5.  4.  3.  3'  stets  zu  1  parallel  gehalten  wird. 

Vn.  Lemniskate.  (Fig.  9.) 

EneQgimgBBrt:  Die  Lenmiskate  kann  als  FaBspmiktettnre  der 
^öckseitigen  Hyperbel  angeeebeo  werden,  wenn  der  Uittelpiuikt  als 
Pol  gettommen  wird. 

^"le  bei  der  Cissoide,  so  braucht  mau  anch  hier  irnr  die  Tau- 
gentoii  der  Hyperbel  zu  haben.  Man  erhält  dieselben,  wenn  der 
Scheitel  eines  rechten  Winkels  sich  anf  dem  Leitkreis  bewegt,  wäh- 
rend ein  Schenkel  durch  den  Brennpnnkt  F  geht;  der  zweite  Schenkel 
stellt  dann  die  jedesmalige  Tangente  dar. 

Fant  man  nnn  darauf  vom  IfitCelpiuikt  M  des  Leitkreiaes  Lote, 
M  fehfiren  die  Fnespankte  der  Lemniskate  aa. 

Zusammeustelliing :  Der  Kamus  4  buschreibt  den  Leitkreis  und 
führt  das  Doppelqutrbtück  3  (Form  /),  welches  Scheitel  des  rechten 
Winkels  ist.  Von  letzterem  geht  ein  Schenkel  stets  durch  den  Bronu- 
ponkt  5,  der  aiidüre  Schenkel  trägt  gleitend  den  Stiftträger  6,  weicher 

durch  das  Lot  1.  2  geleitet  wird.   Das  Lot  1.  2  wird  durch  die, 

paiallele  Fftfarong  1.  3.  3'.  2  stets  375  parallel  gehalten. 

Verschiedene  Formen :  Die  Lemniskate  erhält  man  für  MF=*a-^  2 
WO  a  der  Radins  des  Leitkreises  ist.   Ihre  Gleichung  ist 

Wird  MF  kleiner,  so  nähern  sich  die  Wendetangenten  der  FAxe. 
Die  Curve  ist  dann  Fasspunktearve  einer  beliebigen  Hyperbel  und 
bat  die  aUgemeinere  Gleichung 

wo  a  and  b  die  Axen  der  Hypeibel  sind. 

Wird  MF^  o,  d.  b.  liegt  F  anf  dem  Leitkreis,  dann  fallen  die 
Wendetaagentea  zuammen  und  die  Cnrve  gebt  in  swei  Kreise  Ober 

Wird  endlicb  MF^  a,  so  Ist  die  Cnrre  Fttsspnnkte&r?e  einer 
Enipse  not  dm  Aien  a  nnd  h  nnd  bat  die  Gleiehnng 


Sie  hat  kdutin  Doppelpttiikt  mebr,  Bondeni  die  Fonn  einer  an 
4er  kleinen  Axe  eingedrttekten  EUipie. 

Fttr  a  s  6  geht  sie  in  den  Kreis  Uber. 

FnsBpnnktcarven  der  Hyperbel  im  Allgemeinen.  Man  erhillt  eie, 
wenn  man  statt  des  MUtelpnnktee  beliebige  PaakEe  als  Pole  wftblt 

Hure  allgemeine  Gioiciinng  ist: 

Man  kann  den  Pol  auf  der  A'  Axe,  auf  der  Y  Axo,  auf  dem 
Leitkreise  (m^-j-**  ™  a')  und  endlich  ganz  beliebig  wählen. 

In  allen  diesen  Fällen  hat  die  entstehende  Cttr?e  Schleifenform 
solange  die  Abseisse  des  Pols  kleiner  als  o.  Und  swar  liegt  der 
Doppelpunkt  im  Pol. 

Liegt  die  Abscissc  dos  Pols  zwischen  a  and  der  Brennweite,  ao 
hat  die  Corve  eine  Spitae. 

Liegt  P  aof  der  Absdssenaxe  nnd  ist  die  Polweite  gleich  der 
Brennweite,  so  entsteht  der  Kreis. 

Ist  die  Abscisse  grösser  als  die  Brennweite,  so  entsteht  eine 
Curve  von  Kardioidischer  Gestalt  ohne  Doppelpunkte  nnd  mit  zwei 
Wendepunkten. 

Vin.  Die  Curve  aV  -  (a+»)>(«~«).   (Fig.  10.) 

Erzeugungsart:  Em  rechter  Winkel  bewegt  <\r\\  mit  dem  Scheitel 
auf  einem  Kreise,  während  seine  Schenkel  den  Cuordinatenaxen 
parallel  bleiben.  Die  Schnittpunkte  des  horizontalen  Schenkels  mit 
der  Y  Axe  werden  mit  einem  Endpunkt  d-  s  horizontalen  Durch- 
messers des  Kroisos  verbunden.  Diese  Verbin dung^igerade  trifft  den 
verticalen  Schenkel  des  rechten  Winkels  im  Punkte  der  Curve. 

ZusammcustelluDg :  Der  Scheitel  des  rechten  Winkels  ist  6. 

Der  Tertieale  Schenkel  fTh  wird  dnreh  die  Pandlelfldining 

3.  ö.  1'.  1  der  Leitgerade  6.  3  puraUtii  gekalLeu. 

Der  horiiontale  676  hebt  das  Stttck  %  welches  mit  swei  Scbran- 
benkOpfsD  venehen  Ist  md  aof  der  LettUnie  gleitet  Dieses  wie- 

demm  hebt  die  IT)»  welche  den  Stifttriger  7  leitet,  welcher  anf 

5.  7  gleitet. 
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Tenddedene  Formen:  Die  Gurre  hat  eine  Hattform  mit  einer 
SjpilM  Im  Pol 

Wählt  man  irgend  einen  anderen  Punkt  als  den  Dorrbschuitt 
der  X  Axe  mit  dem  LeitkreiM  zum  Pol,  so  bildet  die  Curve  eine 
Schleife. 

IX.  Die  Cnrve  «y*  -  4a>(2a— »).  (Fig.  11.) 

t 

Erzcugnnnrsart:  Zieht  mau  \m  Kndpnnkt  eines  horizontalen  Durch- 
mcsffrs  eines  Kreises  die  Tangente'  und  durch  den  gegt nühcrüocrpn- 
Jen  Sehnen;  fällt  auf  den  Schnittpunkten  der  Sehnen  mit  dem  Kreise 
Seükrechte,  und  legt  durch  die  Schnittpunkte  dor  Sehnen  mit  der 
festen  Tanuentp  Horizontale,  so  scbociden  die  letztgcuaonten  jene 
Seakieehteu  in  Funkten  der  Corve. 

ZmammensteUnng:  Die  Sehnen  werden  durch  4.  5. 6  dargestellt 
Du  Doppolstadr  6  gleitet  anf  der  Tangente  gelenlct  Ton  der  Sehne 

aad  trägt  die  horizontale  6.  7.    Letztere  lenkt  den  Stiftträger  7, 

welcher  auf  775  gleitet.    Der  Radius  2  fahrt  5.   Die  Parallclführnng 

3.  3'.  4\  6  halt  5.  7  vertical.  Die  Cnnre  wird  von  7  beschrieben. 

Verschiedene  Formen:  Die  Curve  hat  zwei  Zweige,  welche  von 
derTtagenta  im  Pol  asymptotisch  bertthrt  werden.  Beide  haben  fbr 
c    }<i  (a  Radins  des  Leitkreises)  einen  Wendepunkt 

Auch  hier  kann  dnrcb  andere  Wahl  des  Poles  eine  grosse  Man« 
aigftltigkeit  von  Canren  erhalten  werden. 

Liegt  zunächst  der  Pul  ausserhalb  des  Kreises  und  zwar  mit 
ä&er  Abscisse  ^  a,  so  ist  die  Curve  symmetrisch  und  geschlossen 
ssd  iwar  blattartig. 

Ist  die  Abscisse  <C  a,  so  berührt  die  Carre  stets  iweimal 
ufmfUotiMäi  die  Yerticaie  durch  den  Pol. 

Und  zwar  hat,  wenn  der  Pol  auf  dem  Xrcisr  liegt,  die  Curve 
ssr  einen  Zweig ;  wenn  er  innerhalb  des  Kreises  liegt,  zwei  Zweige, 
<fie  dea  Pol  umfassen;  wenn  er  ausserhalb  des  Kreises  liegt  (aber 
süt  Abscisse  <C  a),  zwei  getrenutc  Zweige,  einen  oberhalb,  einen 
mtsrfaalb  des  Pols. 
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Vil. 

Zur  elementax*-geometriächen  Kegelsclmittslebre. 

VOD 

Herrn  Karl  Lauermann, 

Lehrer  m  der  Bttifsersdiiile  in  Gmlidi,  Böhmen. 


Es  gibt  eine  grosse  Anzahl  einheitUcher  Conatractioneii  der  Linien 
sweitar  Ordnnng. 

Ich  erlaube  mir,  im  Nachfolgenden  auf  eine  noae  Constructions- 
methode  hinzuweisen,  welche  io  einfacher  und  eleganter  Art  die  Lö~ 
'  sang  der  den  Kegelschnitt  betreffenden  Aufgaben  ermöglicht 

Bewegt  sich  eine  Gerade  G  (Fig.  1.)  parallel  zu  einer  gegebenen 
Richtung  L,  während  sie  stets  zwei  feste  Gerade  G^^  G^  schneidet, 
dann  beschreiben  die  Punkte  mj,  anf  ihr,  deren  Entfernungen 
von  einem  festen  Punkte  F  gleich  sind  dem  von  O^^  auf  O  be- 
grenzten Stücke  aby  einen  Kegelschnitt 

Der  elementare  Beweis  dieses  Satzes  lässt  sich  leicht  erbringen, 
wenn  die  Eigenschaft  der  Linien  zweiter  Ordnung  als  bekannt  vor- 
ausgesetzt wird,  dass  das  Verhältniss  der  Entfernungen  jedes  ihrer 
Funkte  von  einem  festen  Punkte  und  einer  festen  Geraden  (Breuu- 
]>unkt  und  Leitlinie)  eine  constante  Grösse  ist. 


1)  Herr  Gustav  Rcbicek,  Phyiikcr  und  Mrrhfxnikor  in  Prag,  hat  mit  Za- 
gruDdelegung  diest^r  ihm  von  mir  mitgcteiitea  Conatruction  in  linarcicher 
WeiM  einoo  Kunographen  hergeatellt. 
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EiTiditen  wir  nindieb  von  dem  Sehnittpnnkte  0  des  Geraden- 
fMiM  61,  ans  die  sn  L  wnlorechte  Gerade  09,  welehe  O  in  e 
ithaeidet,  und  besdchnea  wir  ferner  mit  o,  ß  die  Winkel,  die  cv 
wä  Gf,  beaifiliiuigaweiae      einechliesst,  so  iit 

i»,F=  ab  —  ac  —  bc     oc(tgo  — tg^)  =•  m^ä{tgtt  —  igß), 

oder 

mi  J^:  1N1  d  » 

soMch  der  vorliegende  geometrischf;  Ort  ein  l^egelschnitt  mit  dem 
Brenoponkte      der  Xieitlinie  L  and  der  Excentricit&t 

»  —  tg«— tg/J. 

Offenbar  Ist  es  gleichbedeutend ,  ob  wir  zur  Constructiou  eines 
bestimmten  Kegelschnittes  das  Geradenpaar  (7j,  G,,  oder  ein  anderes, 
irgendwo  in  der  Ebene  gelegenes,  benutzen,  wenn  dieses  nur  für 
jeden  Zeitpankt  der  Bewegung  der  Geraden  G  auf  derselben  ein 
gleichea  Stack  abschneidet  wie  das  orsprOnglidie. 

Diese  Tatsache,  welche  ans  dem  Wesen  unserer  GoBstmettoii  «n- 
■ittelbar  bervoigeht,  leitet  an  der  interessanten  Erkenntniss,  dass 
•barhaupt  jede  beliebige  Gerade  der  Ebene  als  Constmctionsgerade 
aagesebeD  werden  kana,  und  dass  sieb  in  folgeiider  Weise  die  ihr 
MlB|ireeliende  swtite  Gerade  finden  Iflsst 

Wir  bringen  (Fig.  2.)  die  beliebig  angenommene  Gerade  Hi  mit 
&i  —  es  könnte  nfttttrlich  ebenso  gut  auch  Of  sein  —  und  L  in 
den  Fmkten  p  and     zum  Schnitte. 

Wenn  wir  nun  von  p  die  Parallele  zu  L  ziehen  nnd  den  Schnittp 
piakt  q  derselben  mit  durch  die  Gerade  Hf  mit  Terbinden,  so 
ksst  sieb  zeigen,  dass  Hf  die  gesuchte  zweite  Constmctionsgerade  ist 

Denn  ans  den  ähnlichen  Dreiecken  oab^  epqi  «jOi^j,  HPi  folgen 
Ht  a»,  beaiehnngsweise       die  Werte: 

ab  a  10  p  ,pq^ 
«1*1      o^a^  :       .  pq; 

aad  weil  nach  den  Dreiedren  die  Proportion 

baicp^OiOiiaiP 

besteht,  mm 

ab  «=»  Ogbi 

sein,  womit,  da  es  sich  hier  eben  nur  um  die  Gleichheit  dieser 
Strectea  handelt,  der  Beweis  hergestellt  erscheint 
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Wenn  wir  nan,  diesem  Vorgangi'  *  ntaprorhend,  die  Hanptaxe 
rsr,  des  Kegelschnittes  —  welche  bckauntlich  durch  F  geht  und  auf 
L  senkrecht  steht  —  als  eine  Coustructionsgerade  ansehen ,  so  ge- 
winneTi  wir  in  der  ihr  LiitsprL'chendeQ  zweiten  Geraden  T  die  in  der 
Ureniipuiiktsordiiiate  berührendo  Tangente;  und  in  der  Tangente  des 
von  dcTsclbf  ii  mit  rr^  eingeschlossenen  Winkels  y  die  numerische 
Excentncität  f  des  Kegclscbuittos ,  deren  Wert  — -  wie  ja  bekannt 
ist  —  den  Charakter  des  Kegelschnittes  bestimmt. 

Im  Kachfolgenden  mwenden  wir  die  Torgefthrte  Enengongsart 
d«r  Linien  zweiter  Ordnang  zor  Lösang  einiger  An^ben,  wobei  wir 
stets  von  der  Annahme  aasgehen  werden,  dass  der  Kegelsdinitt  dnreh 
das  Oeradenpaar  (?^,  die  Leitlinie  L  und  den  Brennpunkt  F  ge- 
geben sei. 

1.  Es  sind  die  gemeinschaftlichen  Pankte  der  Geraden  3/^ 
(Fig.  3.)  mit  dem  Eegelschnitto  za  bestimmen. 

Zn  diesem  Ende  betrachten  wir  ilf,  als  Constmctionsgerade  and 
bestimmen  ans  in  der  angegebeneiL  Weise  an  derselben  die  ent- 
sprechende Oerade  M^, 

Die  vorliegende  Aufgabe  gewinnt  unter  diesem  Gesicht&puakte 
folgende  Fassung: 

Es  sind  die  auf  Af,  gelegenen  Spitzen  solcher  gleichschenkligen 
Dreiecke  zu  finden,  deren  eine  Basisecke  in  die  andere  aber  auf 
Af,  liegt,  jedoch  so,  dass  die  von  Af^^  Mf  begrenzten  Seiten  dieser 
Dreiecke  parallel  zu  L  werden. 

Denken  wir  nns  Oi  —  den  Scbnit^Hmkl  von  mit  Z  *  ndl  ^ 
dnreh  die  Gerade  Mfg  verbanden  nnd  von  p  als  Mitteipiinkl  mit  dem 
Halbmesser  pg  den  Kreis  K  besehiieb^,  weldier  J(  in  r,  nnd 
schneidet »  so  befinden  sich  ohne  Zweifel  die  gleichschenkligen  Drei- 
ecke pqri  nnd  pqr^  mit  Jenen,  deren  wir  sor  Lösnug  unserer  Auf- 
gabe bedürfen,  in  fthnlidier  Lege,  d.  h.  die  homologen  Seiten  laufen 
SU  einander  parallel. 

Ziehen  wir  also  von  F  aus  so  pr^  nnd  jn-f  die  Parallelen,  bis  die- 
selben Ml  in  »i  und  «|  schneiden,  so  werden  diese  Schnittpunkte  die 
Spitzen  der  gesuchten  Breiecke ,  somit  auch  die  Schnittpunkte  von 

mit  dem  Kegelschnitte  sein. 

BcBondcTs  einfach  gestaltet  sich  die  Constmction  der  Schnitt- 
punkte des  Kegelschnittes  mit  der  Hauptaie  xx^. 

In  diesem  Falle  haben  wir  (Fig.  2.)  die  durch  F  gehenden  und 
zu  um  46*  geneigten  (Geraden  zu  bestizunen  und  die  SchnU^ 
punkte  «1^1  derselben  mit  7  auf     in  a,  ^  zu  pngicirett. 
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Filtt  mit  sasammen,  d  h.  ist  Jf|  eine  Tangente  des  Kegel- 
Mbnttes,  dann  rtteken  anch  r,  und  unendlich  nahe  an  einander 
nd  et  berOhrt  der  Kreis  E  die  Oerade  My 

Ans  dieser  Ueberlegong  folgen  anmittelbar  die  Sätxe: 

a)  Die  Geraden,  welche  von  dem  BerQhrangspunktc  einer  Tan- 
geale Qiid  ihrem  Schnittpaukte  mit  der  Leitlinie  zu  dem  Breunpunkto 
gezogen  werden  können,  stehen  anf  einander  senkrecht 

b)  Jeder  Pankt  einer  Kogelschnittstangente  hat  von  der,  ihren 
Sdmittpnnkt  mit  der  Leitlinie  und  den  Brennpunkt  verbindenden 
Senden  eine  £ntferuung,  welche  der  Strecke  gleichkommt,  die  anf 
der  erzeugenden  Geraden  für  die  Lage  dieses  Pnnktes  von  zwei  Con- 
tfractionsgeradon  begrenzt  wird. 

2.    Im  Punkte       (Fig.  1.)  des  Kegelschnittes  ist  die  Tangente 
ZB  construircn. 

Wir  verbinden,  indem  wir  den  Satz  a  in  Anwendung  bringen, 
%  mit  Fund  errichten  im  letzteren  Punkte  auf  mjF  die  Senkrechte, 
«eiche  lä'm  h  sobneidet;  kmin  ist  die  geanchte  Tangente. 

Von  dt.  Iii  Punkte  P  ausserhalb  des  Kegelschuutcs  (Fig.  4)  an 
(Uesen  die  Tangenten  zu  legen. 

Mit  fifldtsicht  anf  den  Satz  b)  handelt  es  sich  hier  nm  die  Be- 
stimmung zweier  in  f  convergircnden  Geraden  2^',  Tj',  von  welchen 
/*  ihre  Entfernung  mmj  gleich  der  Strecke  hat,  welche  auf  O  für 
die  Lage  des  Punktes  P  von  G^^  gebildet  wird.  Das  sind  aber 
oienbar  die  Tangenten  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  F  nnd 
dem  Ualbmesser  mmg. 

Denken  wir  uns  also  diese  Taugenten  bestimmt  und  ihre  Sclimtt- 
punkte  aj,  mit  L  duicb  die  Geraden  7',,  1\  mit  r  verbunden,  so 
sind  schon  2i,      die  verlaugtuu  Taugeuten. 

Die  Satze  a  nnd  b  fhhren  anch  zn  einer  einheitlichen  Lösung 
dca  Nonnalenproblems  bei  den  Kegelschnitten  mit  Zuhilfenahme  eines 
Kreisea. 

Gmlich,  Augost  1883. 
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vm. 

Eigenschaften  der  Punkte  loit  reciproken 
Dreiecksooordinateii  und  deren  Anwendung  auf 

das  Dreieck. 

Von 

Max  Greiner. 


Verschafft  man  sich  zu  eiuem  durch  diu  Dreieckscoordinaten  a, 
y  bcsümmteu  Packte  p  dei^enigen  Punkt  p\  der  die  reciproken 

Coordinaten  ^'  ^«  -  besiut,  so  entspricht  dnrdi  diese  Anerdnnng 

jedem  Punkte  p  der  Ebene  des  Dreiecks,  der  nicht  aal  einer  Seite 
desselben  liegt,  ein  und  nur  ein  Ponkt  p\ 

Sind  QUO  die  Seiten  des  i<  undamentaldreiecks  durch  die  Giei- 
cbnugcu: 

A  =  arC08f]-|-2/8inti  —     —  0 

B  =  xcosf,-f-ysinfg — ^2  =  0 

gegeben,  so  haben  die  Verbiniimigslinien  der  Punkte/?  und  p'  mit 
dor  FaUg  a  des  Dreiecks,  worin  die  Seiten  B  und  C  zusammen* 
stoBscn,  die  Gleichungen: 

ap^By  —  Cß  —  0       ap'^Bß—Cy  =  0 

welche  dadurch  auf  die  Normalform  gebracht  werden,  dass  man  sie 
mit  den  Ausdrücken: 
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und 

l/iß  cos   — y  Q08  «äP  4-  (^^  sm£j  — /gincj)* 

ävidirt;  da  aber  beide  Audrttdce  einuider  gleich  rind,  ao  bat  man 
ftr  die  Geraden,  welche  die  Winkel  der  beiden  Yerbindnngalinien 
4ip  and  ap'  belbiren,  die  Oleichangen; 

and 
oder: 

«QfBQS  iicb  eitjibt,  dass  die  Ecktransversnlen  ap  nnd  ap*  mit  den 
Seiten  ü  nnd  C  gleiche  Winkel  einBchliessen.  Da  aber  Jedem  Pnnkte 
f  mur  ein  Pnakt  p'  entspricht,  so  folgt: 

„Werden  von  den  Kcken  eines  Dreiecks  aus  Transversalen  durch 
,,eiiieu  beliebigen  Punkt  p  =  a,  y  gezogen,  fo  scbueideu  sich  auch 
„diejenigen  Trausversalcu ,  welche  von  den^i  lbeu  Ecken  und  unter 
„derselben  Neigung  gegen  die  cntsprecheadeu  Wiukelhalbirenden  des 

nlMecki  gesogen  werden,  in  einem  nnd  demselben  Pnnkte        ^  > 

dessen  Coordlnaten  reciprok  sind  m  demjenigen  des  gegebenen 

„Punktes  p.**   (1) 

SiDd  Pf  nnd  Pf  nnd  p^  die  Fnsspnnkte'der  von  den  Punkten 
p  Q&d  p*  auf  die  Seiten  B  nnd  C  gefiUIten  Lote,  so  ist  im  Kreis- 
Tierecik  pp^ap^  der  Winkel  pap^  ^ppfPf\  da  aber  nach  (1)  Wkl. 
P*Pt  ^p'<*P9  PP»  senkrecht  anf  apf  steht,  so  ist  anch  pfp^ 
senkrecht  anf  ap'\  weshalb  folgt: 

„Fällt  man  von  einem  Punkte  p  Lote  auf  die  Seiten  eines  Drei- 
y^ecks  und  verbiudet  die  usspuukte  derselben,  su  schneiden  sich  die 
„von  den  Ecken  d  ;s  Drci-jcks  auf  die  euLsprechenden  Seiten  des 
„Fnssponktdrciecks  gefällten  Senkrechten  in  einem  und  demselben 
„Punkte  p\  dessen  Coordinaten  reciprok  sind  zu  denjenigen  des 
„Punktes  p."  (2) 

Denkt  man  sich  durch  die  Fasspunkte  p^f  Pf  der  vom  Pnnkte 
p  anf  die  DreiedaseiCen  gefällten  Lote  einen  Kreis  gelegt,  welcher 
die  Seiten  noch  in  den  Punkten  p/,  Pf\  Pf  trifft,  nnd  errichtet  in 
P^'  und  Pf'  hote  auf  don  Seiten  ß  and  C,  die  sich  in  p'  schneiden, 
•0  folgt  ans  dem  Krdsriereck  pfPfPfpt,  dnse  Wkl.  Pfptpt'^p/ptPt 

9» 
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QDd  daher  auch  Wkl.  pp^Ps  =  p'ptPt\  Kroisvimek  p'pt'opi 

ist  aber  Wkl.  p'ptp&  =•  p'api\  weil  femr  pp^  Mokraebl  aof 
ap^  steht  f  80  sind  auch  ap*  nad  p^p-^  za  einander  tenkredit  la 
gleicherweise  ergibt  sich,  da»  die  in  pi  and  pj  auf  den  Seiten  A 
Qttd  B  errichteten  Lote  sich  ia  einem  Pnnkte  schneiden,  welcher  der 
Senkrechten  angehört,  die  Toa  e  aaf  pip^'  gefällt  werden  kann;  so- 
mit folgt  nach  (2); 

,,Fällt  man  tod  einem  beliebigen  Pankte  p  Lote  auf  die  Seiten 
„des  Dreiecks  und  logt  darch  die  so  eriialtenen  Fasspnnkto  einen 
,,Kreis,  so  trifft  derselbe  die  Dreiecksseiten  in  noch  drei  Punkten, 
f^welcbe  die  Fusspunkte  der  Seitounonnalcn  desjenigen  Punktes  p'  sind, 
^dessen  Coordinaten  reciprok  sind  sn  demjenigen  des  Panktes  j»^^  (3) 

Die  Halbimngsperpendikel  der  Strecken  PiPi\  PtPt\  p$Ps'  ent- 
halten die  Mitte  der  Verbindangsliaie  von  p  and  p'  and  tröffoo  sich 
fiberdies  im  Hittelpunkte  des  genaaataa  Krt^ses;  weshalb  sich  «rgibl: 

,,Die  Fusspunkto  der  Seitennormalen  zweier  Pnnkte  mit  red- 
„proken  Coordinaten  liegen  stets  auf  einem  Kreise ,  dessen  Contrum 
«fin  der  Mitte  der  Verbindaagsstrecke  der  beiden  Pankte  üegt»^^  (4) 

Da  in  den  folgenden  Untersnchnngen  die  Kenntnis  der  Coordi- 
natcn  einiger  Symmetriopunkte  des  Dreiecks  erforderlich  ist,  so  er- 
scheint es  zweckmftssig  zunächst  hievon  Erwähnung  zu  tun. 

Sind  «1,  4^  «3  die  Längen  der  Seiten  C  des  FundementaU 

dreiedu,  so  ergeben  sich  fUr  den  Schwerpunkt  S  dieses  Drei- 
ecks, dessen  Abstände  von  den  Dreiecksseiten  sich  wie  die  Höhen 
oder  wie  die  reciproken  Werte  der  Seiten  des  Dreiecks  verhalten, 
die  Coordinaten: 

III 

5  -=Ji*3,  «j«,,  #1«,  (5) 

Die  dem  Schwi  rpuukte  S  entsprechende  Harmonikale  oder  Drei- 
cckspoiare  bozüglicii  ABC  ist  die  anendUch  ferne  Gerade,  deren 
Gleichung  somit  ist: 

As^+ßM^+Ctg^'O  (6) 

Errichtet  man  aber  den  Seiten  dee  Dreiecks  Qaadnie  aad  Ter- 
längert  die  den  Dreiecksseitea  parallelea  Qnadratseitan  bis  sie  aich 
darchschneiden,  so  entsteht  ein  Drdeck,  das  ähnlich  and  ähnlich- 
liegend  mit  dem  gegebenen  Dreieck  ist  Der  Aehnlikhkaitapimkt 
beider  Dreiecke  wird  der  Orebe'sche  Pankt  G  gaoannt  Sind 
nnn  i^,  d»,  die  Abstände  desselben  voa  den  Dreieckaseiten  A^ 
Cr  so  sind  seine  Abstände  von  den  Seiten  dea  mit  ABC  ähnlichen 
Dreiecks  besiehaitgsweiBe  «ii+'k»  'k'irH*  and  es  verhält  sich; 
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aod  daher  aach: 

^^^^  * 

0S4i,    9^    9g  (7) 

Die  dem  Punkte  G  entsprechende  konische  Polaro  des  Dreiecks 
iial  daher  die  Gleichung: 

B(ki+A(kg+AB$g^O   .(8) 

todorch,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  der  dem  Dreieck  amschriebene 
Kreis  dargestellt  wird.  Die  den  Paukten  des  Umkreises  entsprechen*, 
des  Hirmoiiikalea  gehen  daher  durch  den  Grebe'schen  Ponkt 

Der  Mittelpunkt  M  des  Umkreises  bat  von  den  Seiten  des  Drei- 
ecks die  Abstände  i?cosirj,  Rcoiw^  Bcosir^^  wenn  mit  R  der  Ra- 
dius des  Umkreises  nnd  mit  ir,,  »r,,  tr^  die  Winkel  des  Fnndamcntal- 
dreiecks  bezeichnet  werden;  drttckt  man  die  Cosinus  dieser  Winkel 
darch  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  aus,  so  findet  man  für 
dsB  Cmkreiacentnim  M  die  Coordinaten: 

Aat  den  Glekbuigen  der  HflheD  des  Dreiecks: 

BcWWg — CCOSWs>"0  C'COSM^j — ^C08irj«»Ü  -4 COS U?j  —  i/COS  u?, Ü 

aült  mtn  filr  den  Hdbensehnittpnnkt  H  die  Ceordinaten: 

 1  1_  ^1 

Der  Mittelpnnkt  J  des  dem  Dreieck  einbeschriebenen  EreiseB 
nd  die  Ifittelpsnkte  J*,,  «/„  Jg  der  anbeschriebenen  Kreise  haben 
Too  den  Dreieeksseiten  je  drei  gleiche  Abstände,  weshalb  man  bat: 

l,  1,  1  J^i        1,  1,  1      ^  1,  —1,  1  Jb^I^  1,  —1  - 11) 

Die  dem  InkreisceDtnim  J  entsprechende  konische  Polare  des 
Dniseks  hat  die  Gleichung: 

BC+AC+AB  —  0 

Betmchtet  man  nun  den  Mittelpunkt  Q  dieses  KegelschnitlB  als 
dsi  Pet  der  unendlich  fernen  Geraden  (^^-f-  i^^^-f  Cs^  ^  ü)  besOg- 
lich  dieses  Kegelschnittes,  so  ergeben  sich  für  jenen  Punkt  Q  die 


Qm^H+H+h»      H—H+h»      «1+^—^  •  -(12) 
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DieMr  Ponkt  Q  UM  dch  auch  avf  folgende  Weise  oonitnüren: 

Man  verbindet  die  Mitten  der  Dreiecksseiten  mit  den  Mittel- 
punkten  J", ,  J,,  der  entsprechenden  Ankreise  des  Dreiecks,  so 
treffen  sich  diese  Yerbindnugslinien  im  Paukte  Q;  denn  die  Mitten 
»1,  fflf,     der  DreieckBseitea  haben  die  Coordinaten: 

«,  s  0,  «3,       m,  =  «I,  0,  «i?      s  0 

und  die  Yerbindangilinien  m^J^^  rngJ^,  fngJ^  besitzen  daher  die  Olei* 
ehnngen: 

ntiJi  =  A{9^  —  8^)  -f      ~  C'53  =  0 ; 

durch  deren  AuBüsang  sich  ebenfalls  die  Coordinaten  tob  Q  ergeben. 
Setst  man  der  Kttixe  halber: 

SO  hat  der  Berahnragsptinkt  des  Inkreises  mit  der  Dreieeksseite  A 
Ton  den  Endpunkten  dieser  Seite  die  £ntfemangen  ^  und 
wahrend  derselbe  tos  den  Dreiecksseiten  O  besiehiingsweise 

die  Abetftade: 

0,  {«gsinwj,  )ii9Sinw| 

besitzt*,  es  sind  daher  die  Coordinaten  dieses  Berühr ungspauktcs : 

0»    «S»S»  %•! 

nnd  in  gleicher  Weise  findt  t  man  für  die  Berührungspunkte  des  In- 
kreises mit  den  Seiton  B  und  C  dio  Coordinaten: 

Uffi^  0,  i4«t      und      u«««  a 

Die  Verbindungslinien  dieser  Punkte  mit  den  entsprechenden 
Mittelpunkten      J^,      der  Ankreise  haben  aber  die  Gleichungen; 

Das  Verschwinden  der  aus  den  Coefficienten  von  .1,  B  und  C 
dieser  drei  Gleichungen  gebildeten  Determinante  beweist,  dass  die 
drei  Verbindungslinien  sich  in  einem  und  demselben  Puukte  D 
sehneiden,  dessen  Coordinaten  sind: 

1     1  _        X   1   1 

%'  i+^+V   H-H+H    H+H^  ^^^^ 
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Ei  folgt  daher: 

„Verbindet  man  die  Berührung^pankte  des  Inkreises  und  der 
J)reieck8seiten  mit  den  entsprecheuden  Mittelpunkten  der  Ankreise, 

schneiden  sich  diese  Verbindungslinien  in  einem  und  demselben 
„Punkte  />,  dessen  Seitenabstände  sich  wie  die  Radien  der  entspre- 
qCbenden  Ankreise,  yerhalten.^^  (14) 

Die  MS  den  Coordinaten  der  Pankto  />,  Q  und  S  gebildete 
Determinante  mrd  aber,  wie  leidit  zu  zeigen  iat«  identiscli  gleich 
Hill,  weshalb  folgt: 

,,Die  Punkte  D  und  Q  liegen  mit  dem  Schwerpuakte  auf  einer 
„and  derselben  Geraden/"  (15) 

Da  aber  aoeh  die  Detenniiiaiite: 

1,    1,  1 


ttt,  80  ergibt  Bich: 


*i»  «II  *» 
«i>    «s>  % 


=  0 


Jh»  Iiikreisoentnim  J  und  der  Grebe^sche  Punkt  O  liegen  mit 
wte  Punkte  Q  anl  einer  nnd  derselben  Oeraden/*  (16) 

„Fanktcpaare  mit  redproken  Coordinaten  sind  nach  obigen: 

J)er  Schwerpunkt  nnd  der  Grebe'sche  Pnnkti  das  Umkreis- 
ifitaHnm  nnd  der  Höbenachnittpnnkt  und  das  Pnnktepaar  D  nnd  Q; 
«Hhreiid  die  Hittelpnnkte  der  die  Seiten  des  Dreiecks  bertthrenden 
JMse  rieh  selbst  sn  entsfireebenden  Punkten  haben  i)". 

Dnrch  Anwendung  der  Sätze  (1),  (2),  (3)  nnd  (4)  auf  diese 
Panktepaare  würde  man  einfache  geometrische  Beziehnngen  ttbcr  dio 
gegenseitige  Lage  derselben  erhalten.  So  würde  beispielsweise  die 
Anwendung  des  Satzes  (4)  auf  das  Punktcpaar  M  nnd  H  die  £igen- 
lebaften  des  Fenerbach'schen  Kreises  eigeben. 

Bestimmt  man  zn  den  Punkten  einer  dnreh  die  Gleichung 

L  5  oA+ßB+yC  —  0 

gegebeneü  GeradcLi  die  Puükte  mit  reciproken  Coordinaten,  so  ge- 
aägen  ihre  Coordinattiü  der  Gleichang: 


oder: 


1)  Vagi.  Fiedler,  Cfeooittrie  der  JKagelscbaitte. 
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Ks  9BC+ßAC+fAB -  0 

und  et  folgt: 

„Dnrchläuft  ein  Pnnkt  eine  Gerade,  so  beschreibt  der  Punkt  mit 
„den  reciprokeii  Coortiinaten  einen  dem  Dreieck  umscbriebeneu  Kegel- 
,^chmtt  und  umgekehrt ')^^  (17) 


Der  Kegelschnitt  K  wird  die  I&Terse  der  Geraden  K  und  di< 
die  Inrerse  des  KegelBchnittes  K  geDannt   Da  L  alt  die  Dreiecks- 
polare eines  Punktes  P  =  ~-  ß'  ~  Eegelscbnitt  A'  als  die 

koniflche  Polare  des  Panktes  p's  «.  y  betrachtet  wMen  kann, 
so  folgt: 

„Die  Inverse  der  Dreiec  kspolare  eines  Ponktcs  p  ist  die  konische 
„Polare  des  entsprechenden  Punktes  p'  bezüglich  des  Dreieck8/^(18) 

Well  aber  dem  Scbwerpankte  des  Dreiecks  die  nnendlich  ferne 
Gerade  als  Dreieckspotare  nnd  dem  Gfebe'schen  Punkte  der  Umkreis 
des  Dreiecks  als  konische  Polare  entspricht,  so  ergibt  sich: 


,^Der  Umkreis  des  Dreiecks  ist  die  Inverse  der  nnendlich  fernen 
„Geraden."  (19) 

Die  an  einer  Geraden  L  gehörige  Inverse  K  ist  daher  eine  Hy* 
perbel,  Parabel  oder  Ellipse ,  je  nachdem  L  den  Umkreis  des  Drei- 
ecks schneidet,  bertthrt  oder  nicht  schneidet;  jeder  Tangente  des 
Umkreises  entspricht  somit  als  inverse  Linie  stets  eine  dem  Dreieck 
nmschriebene  Parabel. 

Die  Gerade  L  schneidet  die  entsprechende  Inverse  A'  in  höch- 
stens zwei  Punkten  m,  und  and  die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
f»,',  m,'  mit  reciprokcu  Coordiuatuu  müssen  sowohl  auf  X,  als  auch 
auf  K  liegen;  da  aber  der  Schnittpunkt  m,  im  allgemeinen  nicht  mit 
seinem  entsprechenden  Punkte  mj'  zusammenfallen  kann,  weil  diese 
Eigenschaft  nar  den  Ponkten  J^,  nnd  «/«  zukömmt,  so  geht 
hervor: 

„Anf  jeder  Geraden  befindet  sich  stets  nnr  ein  Paar  von  Punkten 
„mit  reeiproken  Coordinaten,  nimlicb  das  Schnittpnnktepaar  dieser 
„Geraden  mit  ihrer  Inversen."  (20) 

Ans  diesem  Grunde  musB  jede  durch  das  Inkreiscentrum  oder 
durch  ein  Ankreiscentrnm  hcmie  Gerade  den  ihr  entsprechenden 
inversen  Kegelschnitt  in  jenem  Paukte  berühren.  Mit  Rücksicht  anf 
Satz  (19)  folgt  noch: 


1)  ^he  Dar^ge,  Cunmi  3.  Ord.  pg.  ISI. 
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JDie  vaeiidlicli  fernen  imegiDlIren  Kroiipnnkte  sind  ein  Pankte- 
'fut  mit  ledpioken  Coordinaten.'*   (21) 

Nachdem  nun  gezeigt  wurde,  dass  jeder  Geradea  uur  ein  Paar 
von  PQükteu  mit  reciproken  Coordinateu  angehört,  so  fragt  us  sieb, 
welche  Carve  diese  Püoktcpaare  beschreiben,  ira  Fallo  die  Gerade 
sieb  um  einen  festen  Punkt  p  =  (tj  ß,  y  dreht.  Damit  aber  eine 
durch  den  Paukt  p  gebende  Gerade  ein  Paar  entsprechender  Punkte, 

dm  Goordinnten  C  nnd  ^-  ^.  ^  seien,  entiialte,  mnsB  die 
BefiogengBgleicbnng  bestehen: 


a:  b  c 


«  0 


dikcr  cridUi  man  für  die  gesachte  Cnrve  die  Gleiehniig; 


«1  1 

B^  C 
BC^  AC^  AB 

AHBß-CY)+SHCy—Aa)+CHAa^Bß)^0  .  .  .(22) 


Dieser  Gleichuug  genügcD  aber  sowolil  die  Coordinaten  der  Eck- 
^B&kte  des  Dreiecks ,  als  aach  diejenigen  der  Ponkte  |)  =  a «  y 

udp~\>  \       ferner  erhftlt  obige  Determinante  zwei  gleiche 


a 


ß  7 


Reiben,  sobald  mm  statt  der  variabelen  Coordinaten  diejenigen  der 
Pcnkte  J,  J,,  oder  setzt;  überdies  ist  die  Gleichung  F(;))=0 
nur  abhängig  von  den  Coordinaten  «.  ^,  y  des  gegebenen  Punktes 
f.  weshalb  derselbe  der  Erzcngongspankt  jener  Cnrve  genannt  wird. 
£s  ergibt  sich  non: 

^ejenigen  Paare  Yen  Punkten  mit  reciproken  Coordinaten, 
wteen  TerlnndniigtliDien  dnrch  einen  festen  Ponkt  p  gehen,  liegen 
tßti  einer  Conre  dritter  Ordnnng,  welche  die  Ecken  des  Dreiecks, 

Vittelpunkte  der  vier  Kreise,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks 
nkrlkrsn,  den  Ersengnngspnnkt  p  nnd  den  ihm  entsprechenden 
^kt  p  mit  reciproken  Coordinaten  enthllt.**  (28) 

Die  Cnnre  F(p)  besitzt  also  die  Eigenschaft,  dass  sie  zu  jedem 
ihrrr  Punkte  auch  «ienjenigen  mit  reciproken  Coordinaten  enthält 
Wurde  man  den  Punkt  p'  zum  Erzeugungspunkt  wählen,  so  erhielte 
Bto  eine  von  der  vorigen  verschiedene  Cnrve,  die  aber  durch  die- 
Mtbea  aean  Punkte  ginge,  welche  im  Satz  (23)  erwähnt  wurden. 


Hieraas  erkannt  man,  dass  durch  die  Eeken  des  Dreiecks,  durch  die 
Mittelpnnkte  seiner  vier  BerOhrnngskreise  nnd  durch  ein  beliebiges 
Paar  von  Punkten  mit  redproken  Cooidinaten  nnzfthlig  viele  Cnrven 
dritter  Ordnung  gelegt  werden  können;  da  aber  je  zwei  Ankreisoentra 
mit  einer  Ecke  des  Dreiecks  auf  einer  Geraden  liegen,  so  folgt; 

„Das  Inkrciscenlrum,  ein  Ankreiscentrum,  die  beiden  Ecken  des 
„Dreiecks,  die  nicht  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  Contra 
„liegen  und  jedes  beliebige  Puuktcpaar  mit  rcciproken  Coordinaten 
„gehören  stets  eiucm  Kegelschnitte  an/*  (24) 

Ebenso  ergibt  sich: 

„Je  swei  Ankreiscentra,  die  beiden  nicht  auf  ihrer  Yerbindanga- 
„linie  liegenden  Ecken  des  Dreiecks  und  jedes  beliebige  Pnnktepaar 
„mit  reciproken  Coordlnaten  liegen  stets  auf  einem  und  demselbea 

„Kegelschnitte**  <«5) 

Bestimmt  man  zu  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  p  gehenden 
Geraden  L  den  inversen  Kegelschnitt  A',  so  geht  derselbe  nach  (17) 
durch  die  Ecken  des  Dreiecks,  enthält  den  dem  Punkte  p  entspre- 
chenden Puukt  p  und  schneidet  die  Gerade  L  in  einem  Punktepaar 
mit  reciprnkou  Coordinateu,  das  auch  der  Curve  F{p)  augehört; 
daher  triftt  der  Kegelschnitt  K  diese  Curve  in  sechs  Punkten ,  von 
denen  bei  der  Drehung  der  Geraden  L  um  den  Puukt  p  vier  Schnitt- 
punkte, nämlich  din  Koken  des  Dreiecks  und  der  Pankt  anver- 
äüderlicb  bleiben ;  somit  folgt: 

„Die  Curve  F{p)  der  Punktepaare  mit  reciproken  Coordinateu 
,Jä88t  sich  erzeugen  durch  die  projectiyisch  auf  einander  bezogenen 
„Gebilde  eines  durch  den  Erzengnngspnnkt  p  gehenden  Strahlen- 
„bfischels  und  eines  Kegelsehnlttbttschels,  der  die  Ecken  des  Dreiecks 
„und  de»  Punkt  p'  zu  Grundpunkten  hat**  (26) 

Ferner  ergibt  sich: 

„Jeder  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  und  darch  den  Pankt  p' 
„gehende  Kegelschnitt  schneidet  die  Curve  F{ji)  in  noch  einem 
„Pnnktepaar  mit  reciproken  Coordinateu,  dessen  VerbindungsUnie 
„durch  den  Punkt  j»  geht'*  (S7) 

Der  Umkreis  des  Dreiecks  hat  mit  F{f)  die  Eeken  des  Drei- 
ecks und  ausserdem  noch  drei  Punkte  04,  «4,  gemeinsam,  wel- 
chen nach  (19)  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve  F{p)  ent- 
sprechen; es  geben  somit  die  Verbindungslinien  JM14,  |Mia,  {mr,  die 
Bichtungen  der  Asymptoten  der  Curve  Fip\, 

Die  konische  und  die  gerade  Polare  eines  beliebigen  Punktes 
» =      i^o,  Co  bezüglich  der  Curve    (jpj  haben  die  C^leichungen; 
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+2ÄBiAoß—  Boa)  +  2AC(Co« -        +  ^BC{B^y -  CojJ)  =  0 

+C(yV— r^*+2«-4oCö— 2?^ttCli)  -  0  (28) 

Setit  iDft&  in  der  Gleichung        =  0  statt  der  Coordinaton 
Q  diejenigen  des  Inkreiecentrums  oder  die  Coordinaten  der  An- 

kniieeiitia  ein,  so  ergeben  eich  flir  die  Tangenten  von  F{p)  in  diesen 

vier  Puikten  die  Oleiefanngea: 

y)  — ^(y+a)+C(«-f  |3)  =0  . 
ultf +y)+Ä(y-«)-C(«+«  -  0 

weichen,  wie  leicht  zu  erkenuen  ist,  durch  die  Coordiuateu  a,  y 
genüge  geleistet  wirdj  weshalb  folgt: 

„Die  in  den  Mittelpunkten  der  yier  Berflhmngskreise  des  Drei* 
f,6du  geiogenen  Tangenten  der  Curve  F{p)  schneiden  sich  im  £r- 
t^wegttDgspnnlLte  j».**  (29) 

Oder: 

«Die  von  dem  Erzeugungspunkte  p  an  die  Cnrre  F{p)  aaalan- 
f^lBoden  Tangenten  berühren  dieselbe  in  den  Funkten  J,  J^^  J^y  J^^ 

 (30) 

Setzt  man  in  der  Gleichung  F^{p)  »  0  statt  der  Coordinaten 
Bo,  Co  diejenigen  des  Punktes     s     4f  K  so  erhftlt  man  flkr  die 

cf   p  y 

konische  Polare  von  p'  die  Gleichuug: 

welcher  sowohl  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  des  Dreiecks,  als 
3'u"!b  diejenigen  des  Punktes  />  ~  «,  j3,  y  f:enüp:en.  Mit  Kücksicht 
auf  die  Eigenschaften  der  Cnrven  dritter  Ordnung  folgt  nun: 

«Die  konische  Polare  des  Punktes  p'  bezflglicfa  der  Cunre  F{p) 
JbtfUirt  dieselbe  in  diesem  Punkte  und  schneidet  sie  in  den  Ecken 
wies  Dreiecks  und  in  dem  Erzeugungspunkte  p.'')  (31) 

«Von  dem  Punkte  p'  geben  daher  an  die  Curve  F{p)  vier  Tan» 
tönten,  welche  dieselbe  in  den  Ecken  des  Dreiedcs  und  im  Punkte  p 
«borthren."  (32) 
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Die  Tangente  T  im  Punkte  hat  nach  (38)  die  Gleichung : 
welche  anch  die  Form: 


1  1 


1 


C 
1 

r 
1 


-  0 


.8- 


annimmt,  woraus  man  erlcennt,  dass  diese  Tangente  T  ausser  dem 

Punkte  ;/  auch   noch  den  durch  die  Coordmatcn  ^  be- 

stimmten Punkt  entli&lt 

Will  man  den  8chnitt|mnkt  n  der  Tangente  T  mit  der  Curre 

F{p)  bestimmen,  so  braucht  man  nur  tu  berttdcsichtigeo,  dasa  jeder 

Punkt  von  T  durch  die  Coordinaten     ^  ^-h  ~8t  «^i     ^+  ^s « 

€^  «  ^  +  ~i  darstellbar  ist,  weshalb  man  die  Orösse  A  nur  so  zu 

bestimmen  hat,  dasa  die  Coordinaten  A^^  B^y  der  QldclraQg 
Fip)^0  genagen.  Man  hat  alsdann: 


r  /i4  T 


0 


und  findet  hieraus: 


bicmit  kA'^{\ 


Die  Tangente  der  Gurre  F{f)  im  Paukte  ji'  trifit  die  Cnire 
noch  in  dem  Punkte: 


(»3) 


Da  die  Curve  F(p)  durch  die  Ecken  des  Fundamcntaldreiecks 
geht,  so  schneidet  sie  jede  Seite  desselben  in  noch  je  einem  Punkte 
über  welche  man  dadurch  Aufschluss  erhält,  dass  man  in  der  Qiei- 
chung  F{p)  —  0  der  Reihe  nach  für  ul,  oder  C  liuU  setit,  wo- 
durch man  bekommt: 
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Bf^Cß^O      Cä—Af^O      Aß  —  Bu^O 
weshalb  folgt: 

,,D]e  Com  f{p)  schneidet  die  Seiten  des  Dreiecks  in  den  Schnitt- 
npwikteii  der  E^tnmsTeraaleo  des  Erzeagangspunktcs  p."*    .  .  (34) 

Die  Tangesten  in  diesen  Sehrnttpnnkten,  deren  Coordinaten 
^  Ptti     0,  Y\     ßi  0  sind,  haben  die  Gleichaugcn: 

jU^^f)^Bßy»+Crß^  -  0        ^«yi+B/J(yt— 0 

od  das  Yenchwinden  der  ans  den  Coeffidenten  von  B  und  C 
dieser  Glekhnngon  gebildeten  Determinante  zeigt,  dass  diese  Tan- 
genten sidi  in  einem  nnd  demselben  Punkte  schneiden.  Dnrch  Anf- 
16iaqg  von  swei  der  oUgen  Gleichungen  ergeben  sich  aber  ftr  den 
gemetosamen  Schnittpunkt  gerade  die  Coordinaten  des  in  (33)  er- 
«ihnten  Pnnktea     weahalb  folgt: 

yfiü»  Tangenten  der  Conre  F(p)  in  den  drei  Sehnittpnnkten  der- 
„Sdben  mit  den  Dretecksseiten  nnd  die  Tangente  im  Pnnkte  p'  treffen 
i^kh  alle  vier  in  einem  der  CnrveF(|i}  angehOrigen  Pnnkte  (35) 

Die  Polare  des  Pnnktea  n  beiflgUcb  des  durch  die  Gleichung 

Bi^-^ACuf+ABaß  —  0 

dargestellten  Kegelschnittes  hat  die  Gleichung: 

AaißBn + fCn)  +  BßiyCn + «An)  +  CyiaAn  +  ßB»)  =  0 

oder 

Aßy  +  Bay^-Caß  —0 

d.  h. 

„Die  Drciückspolare  des  Puuktos  p  ist  zugleich  die  Kcgclschnitts- 
„pol&rc  des  Punktes  n  bezüglich  der  zum  Punkte  p'  gehörigen  ko- 
„Bischen  Polare  des  Dreiecks.^  (36) 

UotPF  den  sämmtlicheu  l^ouischeu  Polaren  der  Cnrve  F{ft)  be- 
finden sich  offenbar  auch  gleichseitige  Hyperbeln,  und  ©s  ist  nun  zu 
Mtersochcn,  welchen  Punkten  dieselben  entsprechen.  Da  in  der 
Gleichung  der  gleichseitigen  Hyperbel  die  Summe  der  Coefdcienten 
?oo  und  gleich  Null  ist,  so  erhält  mau  für  einen  Punkt 
«  =  B^^  6*,.  dessen  konische  Polare  {F^{p)  «  0)  ©ine  gleichsei- 
tige Hyperbel  sein  soll,  die  Bedingungsgleichuog: 
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-f  2(Z?oy— C^iS)CÖ8f,C08Cj4-2(CoO— ^y)CO8£iC08«s 

4-2(ylQj3-- ^ga)8inei8inf,  —  0 
oder: 

{Bqy  —Co/?)  C08(e,  —  fj)  +  (Co«— ^oy)  «>8(fa  —  e^) 

+  (iio^i  -  -ög«)  cos(ii        =  0 

oder  eDdlich: 


cos  tTi,     cos  COB 


—  0 


Die  gesQchte  Ortscurre  ist  also  eine  Gerade,  welche  den  Pankt 
p^a^  ßy  Y  und  den  durch  die  Coordiuaten  co8  tr, ,  cos  tr, ,  cos 
daigeitellton  Pankt,  n&mlicb  das  Umkreisceutrum  des  Dreiecks  ent- 
hftlt;  daher  folgt: 

„Den  sämmtlichen  Pankten  der  Geraden,  welche  den  Pnnkt  p 
„mit  dem  Umkreiscentram  des  Dreie<;ks  verbindet,  entsprechen  als 
f^oniscbe  Polaren  bezQgiich  der  Ganre  F(p)  lauter  gleichseitige  Uy- 
„perbelD/'  (37) 

„Die  konische  Polare  des  Erzcugunj^spunktes  p  bezüglich  der 
„Curvo  F(p)  ist  daher  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  darch  die 
„Ceutra  der  vier  Berührangskreise  des  Dreiecks  gebt  und  die  Cunre 
„F(p)  in  p  berührt;  sie  enthalt  somit  alle  jene  Punkte,  welche  be- 
züglich  der  Punktopanrr-  von  F{p)  mit  reciprokcn  Coordinaten  har- 
„monisch  coujugirt  zum  I'uuktej»  sind,  und  ihre  Tangente  im  Paukte 
geht  darch  den  Pankt  j»'."*  (38) 

Die  Dreieckspolare  eines  beliebigen  Punktes  m  =  Aq,  i^p,  C'o, 
ferner  diejenige  des  Punktes  p  und  ite  Polaro  des  Punktes  m  be- 
züglicb  der  dem  Punkte  entsprechend*  n  konischen  Polut)  des 
Dreiecks  haben  bcziehnngswcisc  die  Gleichungen: 

ABo Co  +  BA^C^  -\-  CA.Bo  =  0       Aßr-^  Bay  -f  Ccr/J  -  0 
AaiBoß  +  Cqy)  +  BßiA^a  +  Cqy)  +  Cyi.i^a  +  B^ß)  -  0 

Damit  sich  nuu  die  drei  genannten  Goraden  in  einem  und  dem- 
selben Ponkte  schneiden,  muss  fttr  die  Coordinaten  des  Pnnktes  m 
die  Beziehuug  bestehen: 
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oder 
iL 


'^^t  -^-^ 
«W+Cby).  «^«+C;,y), 


-0 


„Jeder  Ponkt  der  Curve  F{p)  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  seine 
4)reieckspolare  und  seine  Polare  bezüglich  der  dem  Punkte  p'  ent- 
^prechendpn  konischen  Polare  des  Dreiecks  sich  in  c  ujem  Punkte 
nder  onveraiMlerliGheB  Dreieckspolare  de«  £rzeagangspttuktefl  p  tref- 
 (39) 

Difi  Dreieckspoiaren  der  Paukte  m  =  Aq,  Jä^,  Ca;  Ws-j*. 

^>  ^  and  p'^\»  ^*  ^  haben  die  Oleichoogen: 

AB^C^ + BAnC9+  CAf^Bo  =  0      AA^  +  ßB^  +  CC^^O 

Att+Bß+Cf^O 

woraus  sich  diircli  Elimination  der  Grosscii  Ay  C  ebenfalle  die 
Gluciiang  Fip)  =  0  ergibt,  weshalb  folgt; 

„Jeder  Ponkt  der  Corve  P(p)  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  seine 
J)reieckspolare  und  diejenige  des  entsprechenden  Punktes  mit  re- 
^fOproken  Coordinaten  sieh  in  einem  Pnokte  der  Dreiedcspolare  des 
„Pimktet  p'  treffen.""  (40) 

Wählt  man  den  Schwerpunkt  5  des  Dreiecks  als  Erzeugunga- 
punkt,  so  erlui.It  mau  eine  Curve  /"( 5),  welche  bemerkenswerte  Auf- 
.^chiusäe  über  die  gegcuaciügu  Lage  der  wiciiLigsten  Symmetnepunkte 
des  Dreiecks  giebt. 

Berücksichtigt  mau,  dasa  dem  Schwerpunkte  5  =  — ,    -  .  — 

'1      '2  *i 

der  Grebe'sehe  Punkt  s^,  «j«  's  Punkt  mit  redproken  Coor- 
iÜBiten  entqiricht,  so  ergibt  sieh  zanAckst  nach  (23): 

„Diejenigen  Punktepaare  mit  reciproken  Coordinaten,  deren  Ver- 
^biodungslinicn  durch  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  gehen,  liegen 
,fäaf  einer  Curre  dritter  Ordnung,  welche  die  Ecken  des  Dreiecks, 
„die  Centra  seiner  vier  BertiLrungslcreise ,  den  Schwerpunkt  und  den 
„Grebe'scheu  Punkt  enthält  (41) 

Die  Gleichnng  dieser  Cnr^e  ist: 

P(fi)  —  A\iBs^  —  C*t)  +  B\i(^H  —  ^H)  +  ^HiA%  —        =  0 
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Aus  (29)  and  (30)  folgt: 

„Die  in  den  Mittelpunkten  der  ?ier  Berahrangskreise  des  Drei- 
„ocks  gczogcuen  Tnnisenten  der  Cnrve  F{S)  schneiden  sieb  im  Scbwer- 
„pnnkte."  (42) 

Oder: 

„Die  vom  Schwerpunkte  au  din  Curve  F{S)  anslaufeadeu  Tan- 
y,gcDtca  berühren  dieselbe  iu  den  Punkten     t/i,  •/„  J^^*  .  .  .  (43) 

Aus  (dl)  und  (32)  ergibt  sieb: 

„Die  konisclK^  Polare  des  Grebc'scbon  Punktes  bezüglich  der 
„Cune  F(S)  berührt  dieselbe  in  diesem  Funkte,  geht  durch  die  Ecken 
„des  Dreiecks  and  durch  dessen  Schwerpunkt  <S/'  (44) 

„Die  TOD  dem  Grebe'scben  Punkte  an  die  Curve  F(S)  gezogenen 
„Tangenten  berühren  dieselbe  iu  den  Ecken  des  Dreiecks  ond  im 
„Schwerpunkte.**  (45) 

4 

Zufolge  (34)  hat  man: 

,,DiQ  Cunro  F(S)  geht  durch  die  Mitten  der  Dreiecksseiten/'  (46) 

Die  Coordinaten  des  in  (33)  erwähntes  Punktes  »  geben  jetst 
ttber  in: 

+ V  +  '8*)i  — V+V)    »a(«i*  +  V  — V) 

wodurch  aber  das  Centmm  M  des  Umkreises  dargestellt  wird;  daher 
folgt: 

„Der  Mittelpunkt  des  Umkreises  licß;t  auf  der  Curve  F(S),  uud 
„die  von  iliui  au  die  Curvo  gezugt-ueu  Tan^zonten  berühren  dieselbe 
,,im  Grebc*schcn  Punkte  and  in  den  Mitten  der  Dreieckssciten."  (47) 

Wie  früher  bemerkt  wurde,  ist  aber  das  Umkreiscentmm  and 
der  Höhenschnittpunkt  ein  Paar  entsprechender  Punkte  mit  reciproken 
Coordinaten,  das  mit  dem  Schwerpunkte  auf  der  sogenannten  Eoler- 
sehen  Geraden  liegt;  ebenso  geht  die  Verbindungslinie  der  cntspre* 
chenden  Punkte  Q  und  D  nach  (15)  durch  den  Schwerpunkt,  wea- 
halb  sich  die  bemerkenswerte  Kigenschait  ergibt: 

„Die  folgenden  16  Pnnkte,  nämlich  die  Ecken  des  Dreiecks,  die 
„Mitten  seiner  Seiten,  die  Mittolpnnkte  der  vier  Berührungskreise 
„des  Dreiecks,  der  Schwerpunkt,  der  Grcbe'sche  Punkt,  das  Umkreis- 
„centrum,  der  HöhenschniUpunkt  ond  die  Symmetriepunkte  D  und 
„Q  des  Dreiecks  liegen  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  die  über- 
„dies  noch  alle  jene  Punktepaare  mit  reciproken  Coordioaten  eot- 
„hält,  deren  Yerbiudnugsimien  durch  den  Schwerpunkt  gehen.^  .  (48) 
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A«  (37)  «ad  (38)  ergibt  lieh  ferner: 

jL}tXi  pQDkten  der  Enlcr'schcn  Geraden  cntsproehen  bezQglicb  der 
„CoTfe  F{S)  als  konische  Polaren  lauter  gleichseitige  Hyperbeln; 
„anter  diesen  befindet  sich  anch  die  konische  Polare  des  Schwor- 
^nktes,  welche  durch  die  Centra  der  4  Berührungskroiso  dos  Drei- 
.erks  geht  und  die  Curve  F{S)  im  Schwerpunkte  berührt;  sie  eut- 
,^4lt  alle  jene  Punkte,  welche  bezüglich  der  Pnnktepaare  mit  reci- 
,4>rokeD  Coordinateu  harmonisch  conjn(?irt  zum  Schwerpaukte  sind 
,.and  ihre  Taugente  iu  dieeem  Punkte  gebt  darch  den  Grebe'scheu 
„PMkt"  (49) 

Zieht  man  durch  den  Schwerpuukt  6'  eine  beliebige  Gerade,  so 
Khoeidet  diese  die  Curve  f{S)  stets  iu  einem  Paare  outsprcchendcr 
Punkte  ui  u!ui  m';  die  iu  S,  m  uud  m  au  dir  (  urve  gezogeucn 
Tangenten  scbneideu  dieBelbe  in  noch  drei  Punkt  n,  welche  die  Tan- 
gentialpunkte  von  -S,  m  und  m  geoaunt  werden  und  bekanntlich  wie- 
ier  einer  Geraden  angehören;  da  aber  die  Curveutangente  iniS duroh 
<ien  Grebe'scheu  Punkt  geht,  so  folgt: 

„Zieht  miB  in  ii^end  eiDem  Paar  e&tsprocbeiider  Punkte  der 
flCvre  F{ß\  die  Tangenten  an  dieeelbe,  so  geht  die  VerUndnngi- 
„Knie  der  aogehdrigen  Tangentialpnukte  stets  dnrcb  den  Grebe'seben 
JPokt"  (60) 

Mit  iüicksicbt  anf  (4:^)  ergibt  sich  nnn: 

^ede  Gerade,  welche  durch  einen  der  vier  Uittelpnnkte  der 
i^erifarangskreise  des  Dreiecks  gebt,  schneidet  die  Cure  F{S)  in 
,mh  iwei  Pnnhten,  deren  Ttogenten  dieselbe  stets  in  einem  Paar 
t^Bitfipieehender  Pnnkte  mit  redproken  Croordinaten  treffen.'^    .  (61) 

Unter  den  durch  das  Inkreiscentrum  J  gehenden  Geraden  be- 
findet ?ich  aber  besonders  eine,  welche  die  Curve  F{S)  iu  den  Punk- 
ten G  und  Q.  schneidet,  da  diese  nach  (16)  mit  dorn  Punkte  J  anf 
öoer  Geraden  liegen;  die  Tangente  in  G  trifft  aber  nach  (47)  die 
Cunre  F{S)  in  dem  Umkrciscentrum  >v/,  und  daher  muss  zufolge  (51) 
«ye  in  Q  g  zogen e  Tangente  die  Carve  im  HöheDScbuittpankte  H 
tielBai  daher  folgt: 

«Die  Tangenten  der  drei  einer  Geraden  angebörigen  Pnnkte  J, 
öd  Q  der  Cnnre  F{S)  treffen  dieselbe  beziehongsweiae  in  den 
^  der  EnleKsehen  Geraden  liegenden  Pnnkten     M  nnd  H  .  (59) 

Berttcksichtigt  man,  dass  die  konische  Polare  des  Punktee  G 
bcxtlglich  des  Dreiecks  der  Umkreis  desselben  und  die  Dreieckspolare 
dm  Sckwezpnnktes  die  anendlich  ferne  Gerade  ist,  so  folgt  aus  (39): 


146  G  reiner:  Eigentchajttn  der  I\iiki§  mit  reciproken  ÜreieckscitordmaUn, 

,«Jeder  Punkt  der  Cnrve  f{S)  besitzt  die  Eigenschalt,  dass  dessen 
„Dreieckipolare  parellel  ist  zu  seiner  ümkreispolare."    ....  (53) 

Ebenso  Unt  licb  Sats  (40)  anf  die  hier  betraehtete  Ciinre  fiber- 
tragen. 

Eine  weitere  Eigeuscliaft  der  Curve  ergibt  sich  durch  fol- 
gende Betrachtung: 

Jeder  beliebige  durch  die  Ecken  des  Ftodameiitaldreiecki  gebende 
Kegeltchnitl  kftim  durch  die  Gleiehiiiig: 

ctßC-^ßAC+yÄB  —  0 

datgestellt  and  als  die  konische  Polare  eines  Punktet  ps€t^  y 
beiflglich  des  Dreiecke  betrachtet  werden.  Die  Tangente  dieses 
Xilgelschnittes  im  Eekponkte  «  des  Dreiecks  hat  die  Oleiehnng: 

nnd  die  dnreh  a  gehende  Normale  desselben  kann  snnachst  dnrch 
die  Gleichung: 

dargestellt  werden,  worin  aber  X  noch  so  zu  bestimmen  ist,  dass  dio 
btiideu  Geraden  auf  einander  senkrecht  stehen;  so  dass  also: 

ycosi^-f/3co8g,    ain^4-^"P*s  ^  0 

ist 

Hieiaas  findet  mans 

^  y  —  ß  cos 

nnd  somit  hat  die  iiegelschnittsuormale  im  Eekponkte  a  die  Gleichiuig : 

yeosw,)— fJcoswi)  —  0 

Ebenso  findet  niau  für  dio  Normalen  in  den  beiden  andevea 
Ecken  des  Dreieks  die  Gieichnngen: 

(7(y— aoosti^)~it(o — yeoswi)  =  0 

nnd 

j|(a— ^oos«^— jB(^'-«cost0^  0 

Die  Bedingung,  dass  diese  drei  Normalen  sich  in  einem  uad 
demselben  Punkte  schneiden,  liefert  die  Gleichung: 


0  ß^fewwi  ßcwvg—f 

ycoswf — «  0  y — «gosip^ 


—  0 
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worans  man  erhält: 

odflr: 

nd  weil 
10  folgt: 

Dft  aber  diese  GleichmDg  mit  derjenigen  der  Curve  F{S)  voll- 
itindig  flbereiostimmt,  ireoti  man  statt  der  Coordiuaten  o,  y  des 
Ponktes  p  die  Ausdrücke      B,  C  gesetzt  denkt,  so  er  ergibt  sich: 

,,Die  konischen  Polaren  aller  Punkte  der  Cnrve  F{S)  bezflglich 
,4es  Dreiecks  baben  die  JESgeoacbaft,  dasa  sich  ihre  in  den  Ecken 
^es  Dreiecks  gesogenen  Normalen  in  einem  und  demselben  Pnnkte 
f^ueiden;  diese  Eigenschaft  kommt  also  insbesondere  auch  den 
„konisehen  Polaren  der  Pnnkte     iS,     My      D  und  Q  sn'S 

Regonsbnrg,  October  1883. 
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Bin  Problem  über  berührende  Kugeln. 

Von 


In  T.  LVI.  S.  307.  ist  bewiesen,  diia  nicht  mehr  als  12  gleiche 
Kagdn,  ohne  sich  in  darchdringen ,  eine  gleiche  Kogel  berttbrea 
können.  Man  kann  nnn  die  Frage  aach  nmgekehrt  stellen :  Wie  gross 
muBS  eine  Kogel  mindestens  sein,  damit  eine  gegebene  Anzahl  ein- 
ander gleicher  Kugeln,  ohne  sich  zo  dorchdringen«  sie  bertkbren 
können? 

Was  das  allgemeine  Problem  betrifft,  so  sind  n  Kogelo  K  von 
gleichem  Radius,  don  wir  =  1  setzen,  gegeben.  Der  gemeinsame» 
Abstand  der  Mittelpanktö  aller  Ä'  vom  Mittelpunkte  einer  gesuchten 
Kngel  M  sei  r.  Der  variable  Abstand  der  ifetcn  und  Äten  Kugel 
A'  sei  Ih.h.  Danu  verlangt  daa  Problem,  r  zum  Minimum  za 
machen  bei  ^n(n  — 1)  GrenzbuUiuguugen: 

Die  Anzahl  der  letztern  vcrmiDdert  sich  sehr  bei  Specialbetrach  long, 
da  jede  Kogel  K  höchstens  von  5  andern  berührt  werden  kann. 
Aoch  lassen  sich  manche  Sätze  dartlber  aufstollen,  welche  Bertth- 
rongeu  der  K  ftlr  ein  Minimum  r  notwendig  sind,  so  dass  ihnen 
entsprechend  2  im  voraus  bekannt  ist. 

Oegeoivirtig  wiU  ich  auf  das  Problem  ftr  cJn  beliebiges  «  nieht 
weiter  eingehen ,  sondern  die  Untennchnng  aaf  Spedalwerto  von  n 
beeehiftnkra.    Für  «  -«  3,  3,  4»  6,  6,  12  ist  die  LOswg  sofort  n 
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ersehen.  I>ie  nftchsten  Zahlen  sind  also  7  and  8.  Die  Lösung  für 
diflw  2  Fälle  soll  daher  der  Gegenstand  des  Folgenden  sein. 

Zunächst  lencbtet  nämlich  ein,  dass  wenn  die  Mittelpunkte  der 
K  ein  rcgeimiaiiges  Tetraeder,  Oktaeder  oder  Bcoaaeder  fttr  die  Kante 
-  2  bilden,  r  eeineD  kleinsten  Wert  haben  mass ;  denn  hier  ist  eine 
lelatife  Verschiebang  der  K  nicht  möglicb.  Die  enUprechenden  Werte 
(br  r  lind  dann  die  £ckradien  der  genannten  Polyeder,  mithin  hthm. 

Ebenso  ist  anch  tm  System  dreier  sich  berührenden  A'  keiner  rela- 
livea  Verschiebung  i^Übig,  also  das  kleinste  r  der  Kckrudius  deä  gleich- 
seitigen Dreiecks 

2 

75 

Fir  3  Kngeln  A  kann  M  beliebig  klein  werden  ^  daher  ist  zu  setzen 

Auch  für  n  ^  b  ist  die  Frage  leicht  entschieden.  Lässt  man 
TOQ  0  Kuu*  In  Ä,  deren  Mittolpanktc  die  Ecken  eines  Oktaeders  sind, 
eine  we^,  so  bleiben  von  den  3  Paren  als  Polo  gegenüberliegender 
A' nüch  '2  Pare  übrig.  Jedes  der  Pare  kann,  nur  wenn  das  andre 
Par  still  steht,  aui  dessen  Aequator  furtrucken,  indem  beide  Kugeln 
mit  den  2  Polkngeln  in  Berührung  bleiben.  Sobald  aber  dessen 
diametrale  Lage  aufhört,  sind  die  bleibenden  i'oikugeln  fest.  Folg- 
Üeh  ist  ii;e  einzig  mugliche  Couliguratiün,  dass  2  diametrale  Kngeln 
die  3  ubngca  berühren.  Da  hiernach  die  Ä"  bei  constantem  r  nicht 
grösser  werden  können,  so  kann  bei  cunstauten  A'  anch  r  nicht  kleiner 
werden,  und  es  ergibt  sich  der  eigentümliche  Satz: 

* 

Inf  einer  Engel,  welche  von  5  einander  nicht  durchdringenden 
gleichen  Kngeln  berOhrt  wird,  hat  anch  eine  Becbite  herOhrende 
gIfliehe  Ka^el  Fiats. 

Eine  Anordnung  der  K  nach  regelmässigem  Hexaeder  und  Do- 
ifkaed*  r  fuhrt  zwar  zu  keiner  definitiven  i^ntscheidnng  für  n  —  8, 
iud  2y,  da  die  Diagonalen  der  Vier-  und  Fünfecke  einer  Yerkflrznng 
b€i  coQstanten  Kanten  fähig  sind,  bis  sie  diesen  gleich  werden,  doch 
gebea  auch  hier  die  Eckradien,  bzhw. 

«V3,  sySiiniR 

Kemgstent  eine  obere  Grenze  des  Minimams  von  r. 

Mlen  iflr  biemadi  allei  Bekannte  soiammen,  lo  ist  als  Mini- 
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für  iis3 

für  «  —  6  u.  6 
flir  «  S 
ftr  »  — 12 

Ittr  n  =  20 

Bei  Untersuchang  des  Falles  n  ^  S  kann  man  vom  Würfel  ans- 
golien.  Iiier  sind  diejenigen  Hkk  emcr  Verkieiuemng  fähig,  wekhi' 
diA  DiagODalen  dnr  B  Quadrate  bilden,  und  zwar  eiozeio  von  2y'2 
bii  2.  Diese  Grenze  läist  sich  leicht  bei  4  Diagonalen  gleichzeitig 
erreichen.  Man  dreht  ein  Quadrat  in  seiner  Ebene  um  nnd 
nähert  ca  seiner  Gegenseite,  der  es  parallei  bleibt,  bia  die  beide 
Terbindeaden  8  Kanten  —  2  werden. 

Nimmt  mta  die  « lud  y  p«nUel  zwei  Seiten  dee  einen  Qnidnli, 
lelit  dra  Abetead  der  MitteliniiilEte  beider  Qnadnte,  welcbe  «nf  der 
M  Aze  liegen  ^  2«,  nnd  den  Anüuig  der  «  in  die  lütte  siriachen  bei* 
den»  10  lind  £e  Coordinaten  der  8  Ecken: 


X 

y 

« 

m 

9 

1 

0 

V2 

a 

6 

0 

-y2 

2 

i 

1 

— a 

6 

—1 

—1 

3 

V2 

0 

a 

7 

-V2 

0 

• 

4 

1 

-1 

8 

—1 

1 

DmiÜ  ir  von  alien  JT  berQbrt  wird,  mnss  aein 
dat  iit  für  tUe  aogleicli: 

2+a'»r» 

Damit  jedes  für  r  _  a  die  2  oiU«baten  flQr  a  —  a  berührt» 
mnaa  Jtk^k^i     2  aein,  alao 

Ji^e-l»4.(V2-l)«  +  (a  +  a)«as4  OdiT 

—  2y2+4a«  =  0 

Ana  beiden  Bediaiongen  ergibt  eich: 

•-Vit   I- -  Vf+yj  «  1,64033 


r  — 1 

1-=:^-.  1,16470 

r-yi=  1,22474 

r  — y2—  1,41421 

r^yS-  1,78205 
r     y2y6ain|R-  1,90211 

r^2V3ftiniE  »2,80252 
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-V2-H»7  ßt  «-1-/7 


yS_y2+V}  -  0,08672 
kleiner  bei  gegenwftniger  Anonfaiang  d«r  J:  ab  bei  der  Wftrfel- 

Um  nun  za  antersachoDf  ob  dieser  nene  Werl  «an  lÜBiiiiM  iiC, 
erteilen  wir  allen  K  beliebige  aneadlidi  Ueane  YencliielniDgen,  dtfes 
Componenten  mit  o,  y  beseidmet  seien,  so  dui  die  Coordlaaten 
werden: 

«        f        «  •  y  • 

t     1+«,      1+15,   -a+y,  6 

Düdi  dieYenchlebmigen  gehe  Btk*  au  4  Aber  in  dann  wird 

ia  1.  Oidnang: 

ft,  -  2(a,  -  a,)  -f  2(  V^2  —  1)  (^1  —  i^s)  +  4a(yi  -  y,) 
fti  -  2(y2-l)(a,-«i)+2(/J,-i?,)4-4a(y,-y,) 

-  2(y2-i)(«8-«4)+Ä(fc-w+*«(ys-y4) 

-  2(«,-«5)+2(y2-i)(A-A)+4«(yö-y«) 

^56  -  2(«5-cr,)4-2(V2-l)«Se-^6)+4«(n-y6) 
^  -  2(  V  2  - 1 )  (cg  -  «7)  -f  2(j5,  -  ^e)     4a(y7  —  y,) 

f„  -  2(y  2  - 1)  («g  -  «,) + 2(138  - 13; ) + My7  -  y») 

Hi  -  2(«,— ^+2(y2-l)(fc-A>+4a(yt-r8) 

Die  Bedingiuig 

beslDBiDt  aOe  y  in  den  entsprechenden  a,     so  dass 

«yi  V^ßt  «y6  =  y2ft 

ay,  =  i^  +  ßi 

ofs  — —  y2a^  ay,  —  y2a, 

Nacb  Eiaführong  dieeer  Werte  erh&lt  man: 

p„  «  ^  2(«4+«,)-2(y2+l)(fc+« 

9n  2(y      1)  («s  -f  «s)  -  2(ft  +  ßt) 

 2(y  2  + 1 )  ( cr^  4-  «,)  -f  2(|33  -f  1^4) 

=  -  2(«4+ «*) -f  2(V  2  + 1)   4+ fc) 


( 


X52  Boppei  Ei»  Frcbltm  über  berührende  Kugel». 

f  68  =  8(«5  +  «6 )  +  2(  V  2 -f  1 )  ( ß , -h  ) 

-  2(v'24-l)(«6-f  07)4- 2(^6 -f^,) 
-=  2( V  2  + 1)     +  ßg)  -  2(/J7  -f  5h) 

Die  abrigen  9^  welche  zo  den  arsprflnglicben  Quadimtaeiten  gehirai, 
enthalten  kein  /  nnd  haben  nnmittelbar  die  Warte; 


9ii 

fn 

=  2V2(«3- 

-  2y2K- 

+ 

=  2V2(ai- 

Addirt  man  beiondert  die  8  entern  und  8  letitern  q,  die  lieh  durch 
die^lMlbretiieii  der  Indicee  1  und  2  nntencheiden  und  durch  die  Be- 
aeichmuigen  q'  und     kenntlich  gemacht  seien,  so  findet  man: 

Da  nan  kein  q  negativ  sein  darf,  so  folgt,  dass  alle  ^  null  sein 
mttsseii. 

Es  fragt  sich,  ob  alsdann  eine  relative  Verschiebang ,  d.  h.  eine 
solche,  die  nicht  einer  Rotation  des  ganzen  Systems  gleich  kommt, 
möglich  ist.  Eine  Gesamtrotation  lässt  sich  dadurch  ausschlicsscn, 
dass  man  den  ersten  Mittelpunkt  festhält  and  dem  sweiten  nnr  Be- 
wegung in  g^bener  £bene  gestattet,  also 

«i»=0;   ft  =  Oi  -0 

seist.  Ans  9^  —  0  folgt  dann ,  dass  auch  —  0  Ist;  ebenso  aus 
^  »  0  und  ^1  s=  0,  dass  0^  and     null  werden. 

Hiervon  abgesehen,  sei 

in  dem  Siime,  da^s  für  den  Iudex  'j  imin^r  1  zu  schreiben  ist.  Dann 
gehen  die  16  Gleichungen  9     0  Uber  in 

«1  — (y2+i)«,  -  ~(y2+i)f5 

9t  (y2-l)f,  «e  =  -(y2-l)£j 

d,-  (y2-i)f,  «7-  (y2-i)«7 
«4-  (y2+i)f4      is-  (y2+iK 
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üoppt;  Min  iV«6lm  iUw  berührend«  Kugein, 


die  d,  10  konint: 


Dille  Gkidiangen  zeigen,  dMi,  wenn  ein  i  vefachwlndet,  aUe  t, 
danwfelge  neb  femflu  den  obern  Oleiehuigea  «Ue  d  ver- 
MhwiBdeB.  Siid  dna  ein  «  und  ein  ß  nnll,  so  lind  es  nlle  a  ond 
^  Dieser  FUl  findet  stett  bei  der  obigen  Annihme,  wo 


Es  bet  sich  ergeben,  dass  ftlr  r*  2+  y  ^  von  der  in  Bede 
rtdenden  Lage  «na  eine  relatiTe  Terscbiebosg  der  K  nnnifiglich  ist 
Wttdea  eie  also  verschoben,  ao  mnss  r  wachsen.  Folglich  ist  r  in 
jaer  Lsge  ein  Ifinimnm. 

Bei  diesem  Besvltate  lassen  mk  es  bewendeo.  Soll  ein  kleineres 
r  ili  dieses  Mininmm  ezistircn,  so  mnss  nach  irgend  einer  endlichen 
Venchiebong  r  wieder  abnehmen  and  in  einer  der  anfänglichen  nicht 
congnentcn  Lage  denselben  Wort  wieder  erreichen.  So  unwabr* 
scheinUch  dies  auch  ist,  da  die  vielen  congracntcn  Lagen  einander 
^efar  nahe  sind,  so  ist  die  Unmöglichkeit  am  dem  Yoritehenden  nicht 

ersehen.  £inen  positi? en  Gmnd  fttr  dieselbe  liefert  indes  folgende 
Betiaebtnng. 

IKs  ConfignnUion,  von  der  wir  nnsgiengen,  zeichnete  sich  vor 
den  aidem  dadnrcb  ans ,  dass  16  Abstände  R  bereits  ihren  klein- 
M«  Wart  2  hntten.  Dmos  eriuehen  wir  16  BeMonea  iwiscben 

16  TenehiebnngseonifOiienten  ß.  Da  diese  in  1.  Ordnung 
hewsgen  linear  waren,  so  nnssten,  woftm  keine  identischem  Bela- 
liiaea  loAainen,  alle  mit  einer  versehwinden.  Bei  jeder  andern 
MganllM  erbilt  man  weniger  Belationen,  x.  B.  bei  der  Würfel- 
bns  aar  12.  Daher  bleiben  einige  der  ß  unabhängig  variabel, 
■KUa  disponibel  anr  Yetgrflsserang  der  q  in  8.  Ordnung ,  d.  i.  aar 
▼«Uriasroag  von  r,  so  dass  ein  llininram  nicht  voiitommen  kann, 
^  16  Grössen  B  —  2  geworden  sind. 


154  Bopp%i  Bin  PtMm  Um  MttrMdii  Aydh. 

Zur  Unlemicliwig  des  Nlei  n  7  geben  wir  yom  Wflrfel  am. 
Seine  Diagonale  sd  •  Aze;  die  yt  Ebene  gebe  dnrcb  deren  Enden 
nnd  dnreb  3  andre  Wflrfelecken.  Die  Kngel  JT  am  einen  Ende  der 
Diagonale  («  —  r)  fidle  weg;  ibr  znnftcbst  liegen  3  Engeln  (1,  2, 3), 
deren  IfittelinuikCe  ein  gleiebeeitigee  Dreieck  normal  snr  •  Aze  bfl« 
den.  Ibr  gemeintamei  s  =  a  liest  sieb  dnreb  ParallelTerecliiebQng 
der  Ebene  Tergrtsiem,  bis  die  Engeln  znr  BerUbrnng  gelangen,  die 
Dreieeksseiten  also  —  2  werden.  Die  folgenden  3  Engeln  (4,  5,  6) 
liegen  gleiebfalls  bei  gemeinsamem  s  —  in  einem  Dreieck,  deasen 
Seiten  «»80,  normal  aar  •  Aze.  Dann  sind  die  Goordinaten  der 
Ecken: 


1 
2 

3 


1 

-1 


y3 
1 


4 

6 

6 


0 
— 0 


y3 

c 

Ts 


Damit     von  allen  K  berührt  wird,  maas  lein: 


-  -  .  3 

damit  sich  die  iC  in  der  Beiheufoige  1,  6,  2,  4,  3,  5  berflhren: 

4^^=|±i  +  (a+6)»-4 


(1)  (2) 


(8) 


damit  die  Polkngel  7  von  den  nicbst  liegenden  Engeln  4,  5,  6  be* 
rttbrt  wird: 

^+(r-ft)»-4  (4) 


Addirt  man  die  GL  (1)  (3)  nnd  snbtrsbirt  (4),  so  konrat: 

^  »  2Mr+«) 


Ol.  (4)  gibt  nacb 

daher  ist 


der  Gl.  (2): 


r*— 2 
6-.— — i 


8r»— 2 
2  r 


<6) 

(6) 
(7) 


Jetit  bat  man  nacb  GL  (2): 
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Hoppe:  Ein  Problem  über  btrUhretnU  Ktuftlm»  \^ 


<^-3-^  (8) 


mii  Mach  EiusetzoDg  des  Wertef  (7); 


5(r*-l)-=(r^-2)^r-|-a)«  (9) 


Erfüllt  man  61.  (1)  durch 


(10) 


nd  liMt  p  Ton  gleicbem  VoraeiehQii  mit  a  Min,  M  gekt  OL  (9) 
Iber  In 

entwickelt  Uatct  sie: 

B&e  nach  DiTision  darcb  3|>  —  1: 

Biena»  ergeben  üch  Icicbt  die  3  übrigen  Wurzeln,  and  man  bat: 

4C08XV  —  1         .  ,     ^     c^  ^ 

p  '  3  i   A  -  4,  6,  8,  16i   V  -  ^ 

du  ist  in  Zahlen: 

2,06418 

^        ^  ^,30541 
—4,76877 

Nu  mum  r  ein  Mittel  lein  zwiiehen  seinen  Werten  llr  Oktaeder 
od  WftrüBl,  alio 

2<r«<3 

«onas  nach  (10): 

y3<±3p<  y  ö 
Dl  dem  nnr  die  eiBte  Wurzel  entspricht,  so  ist  ansscbliesslicb 

460S  41^  —  1 

J,« — J — 

naeh  (10) 
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156  Hoppe:  Ein  Problem  iUter  berührtHiU  Kugeln, 

-  ^  12  3 

9  — (4co84v  — 1)*     2(2co8  4v-)-l)(l  —  cü8  4v) 

  3  ^         3   V  3 

4(3  — 48in*2v)8m*2»'*  48m6vsin2v  ^  28in2v 

das  ist 

= -  ^^^^ 

Dieser  Wert  ist  nicht  nur  y3,  souderu  auch  kleiaer  als  das  gc- 
ftindeue  Miuimum  für  8  Kugeln.  Es  fragt  sich,  ob  er  für  7  Kugeln 
MlDimam  ist. 

ZonAcbst  sind  noch  die  Coordinaten  der  Hittelpniikte  der  K  sa 
berechnen.  Nach  (10)  ist 

4cü8  4r — 1 

nach  (7)  (11) 

»  =  r  (l  -      -  (l  _  4^")  -  -  0^19  (U) 

nach  (8) 

«  3  (l  -      -  2y3(co83v— cos7v)  «  4y3sin2v6084y 

c  —  2yy38in2vco84v  —  1,34731  (14) 

Von  den  so  bcstimniton  Paukten  ans  mflgen  nnn  die  K  unend- 
lich kioine  ViTscbicbungen  erleiden,  deren  Componenten  ivie  oben 
mit  a,  ß,  y  bo7oi(  hnet  seien.  Für  jedes  sich  anfönglich  berOhrende 
Par  von  A'  ?ehc      ans  4  aber  in  4+e-  Dann  ist  in  1.  Ordnung 

Pw=  2(aj~«,)  +  2y3(A-^,)  I  (16) 
ft8  =  4(«,--«,)  ) 

7|(/54-A)+2(r-*)(n-y7) 

ei8  =  2e(a,~a,)+  2  yj^Cfc- A)  +  2(a+i)(yj-ye) 
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Hoppe',  £in  iVoMm  Mber  btrUkrend«  Kugdn,  157 
fc,  -  2(c-l)(«,-«,)  +  2^(^,-^«)4-2(a+i)(yt-y«) 

Q  u  -       -  «4)  +  2  (?4  -  ßs)  -f  2(a  +    iY2  -  Y^) 

9m-  3(«4-«b)  +  2^yi^(A-W+2U+*)(y,--y4) 

=  2(c  - 1)  («a  -  aj)  +  2         ( A  -  /S5 )  +  2(a  +    ( -  y,) 

Die  a,  ^,  y  sind  voo  eiiuuuter  Abh&ngig  durch  die  auf  allo  iC  anza- 
««ndende  Bedingong: 

womit  in  1.  Ordnimg: 

Dem  xafolge  wird  nach  ElSmioation  der  f 

9«  =  2c  («,  «  J  «,)+  |^3(ft  -  ^fc)  }  (16) 

^.-.2(.+a(«.+^0+Ä(-3(^'+."^0 

^-.2(w,+-S).^\(2c+3(^.+  ->.) 
l^»2(«.+^a,)-f3(2c+^)(/..+:-^.) 
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158  Boppe:  SütAMmtbtrheriOirtndtKMgaU. 

Bexcichnet  man  die  3  ersten  p  in  (15)  dnrch  q\  die  3  folgenden  in 
(16)  durch       die  6  abrigeo  durch  e*',  so  ist  zufolge  ihrer  Werte 

folghch  sind,  sofern  kein  9  negativ  sein  kann,  alle  9  null. 

MiBunt  man  hod,  um  eine  OeMmtrotetion  der  gaasen  Flgar 
ftwmehllMseii, 

«1—0;  fl|  —  0;  «t  —  0 

60  ergibt  sich,  nachdem  man  alle  (  null  gesetzt  hat,  aus  den  Gl.  ( 16) 
sofort  auch: 

«8-0;  ^,«0 
wodtfek  die  letitett  6  Oleichoagen  ttbergehea  in 

Die  nobea  ebmidir  etekente  Gleidnuigeii  Insien  lieh  offmbir  nur 
dnrdi  Knllfetinng  aller  «  «nd  ß  vereinen. 

Aus  den  Ol  (16)  folgt  dann,  wie  leicht  zn  sehen,  auch 

%  —  0  nnd  ^7^0. 

Es  hat  sich  ergeben,  dass  ciue  relative  VerschiebuDg  der  K  Ton 
der  in  Rede  itehenden  Configuratioii  aas  für  constantcs  r  unmöglich 
ist,  also  ein  wachsendee  r  verlaogt  Folglich  ist  der  Wert  (11)  eis 
Mimmnm. 

Hieras  will  idi  noch  swei  BenMrknngea  knüpfen. 

Nacb  dem  Vorstehenden  scheint  es,  dass  überhaupt  diejenige 
Coiifignrati<Tn  der  /T  dem  klcinstrii  r  entspricht,  welche  die  gröeat- 

mögliche  Anzahl  von  Bertthmngen  enthilt 
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Zwei  EiDwiiulAii,  die  sich  durch  leieht«  Bctncfatiuig  hehea,  will 
ich  Dir  nachtiftglicb  begegnen.  .Obglddi  ia  den  2  «atersnchten  Ftttoo 
bd  jeder  Yerschielmiig  «lle  ^  in  1.  Ordnung  noU  sind,  war  et  nkht 
tterflftssig  die  Unmöglichkeit  einer  Yersdiiebong  besonders  in  he- 
wnsen.  Denn  kdnnto  eine  Tersohiobnng  stattfinden,  so  wiren  die  Jl 
dssB  Wachsens  in  2.  Ordnvng  ftfaig;  bei  gehöriger  Tertellnng  der 
iBGMeate  wttrdea  alle  BerOhniQgen  der  Jt  anf hOren ,  mithin  eine 
TsriUeiaening  too  r  anlassen.  Dagegen  konnte,  nachdem  aUe  «,  ^, 
f  ia  1.  Ofdnnng  nnU  waren,  eine  fVsge  nach  höherer  Ordnung  nieht 
■ehr  entsteheo,  weil  die  niedrigste  Ordnung  inuner  die  St^e  der 
«sten  einnimmt,  und  der  Beweis  ftr  daa  Yersefawhiden  anf  sie  aa- 
Mdhar  wird. 


Karze  Notizen  betrefifeDÜ  die  Fälle  von  9,  10  uad  11  Kngeln. 

Kenn  K  lassen  sich  anf  3  parallelen  Ebenen  in  Form  dreier  gleich- 
Mitigea  Dreiecke  ordnen.  Die  mittelste  Ebene  ist  Aeqnator,  die  Je 
8  Engeln  anf  den  2  inssersten  berühren  einander  und  ansserdem 
iedis0Mdi  den  Uittelkranz.  Im  ganzen  finden  also  18  Berfthrongen 
mtt  Die  Figur  hat  4  Symmetrieebenen,  so  dass  die  Berechnong 
Ickht  ist  Es  ergibt  sieh: 

wie  bei  8  Kegeln  in  Würfelform,  und  man  hat  den  eigentttmlichea 
Ssts: 

Eine  Kogel  Af,  die  von  8  Kugeln  K  in  WUrWorm  berOhrt  wird, 
famn  gerade  noch  ?on  einer  9ten  Engel  K  in  andrer  Inordnnng  be- 
rtiirt  werden. 

Schaltet  man  am  Pole  vom  M  eine  lOte  K  ein,  wehshe  die  Be- 
rthnng  dea  nächaten  Engelkranaes  natürlich  anf  heben  mnss,  so  fiUlt 
&  Symmetrie  in  Besag  anf  den  Aeqnalor  weg.  Die  Oleiehnng  lOr 
f  wQrde  entwickelt  von  sehr  hohem  Orade  sein.  Die  approximative 
Lüiang  ist  d^er  leichter  am  nrsprilnglichen  Gleicbnngsaystem  m 
idUebeo;  sie  ergibt: 

r.»  1,83897 

IMeser  Wert  ist  nm  0/16814  kleiner  als  der  fhr  12  Kngeln. 

Schaltet  man  ebenso  am  andern  Pole  eine  Ute  Kngel  ein,  so 
inrd  die  Oynimetrie  in  Bezog  auf  den  Aeqnator  wieder  hergesteilt 
Die  Gleldmng  iBr  r  wird  dann  einlMh  nnd  gibt  genau  denselben 
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Wert  als  di&  Ar  19  Kngelit  Et  lelgt  tich  also,  diH  «if  danelbes 
Kogel  M  il  KagelB  K  in  sweierlei  Ordnusg  licb  Mflegea  laiaeii,  in 
der  eben  genaentea  snd  in  der  Ikoiaederform  mit  Wegfidl  einer 
Ecke.  Bei  ersterer  finden  nur  16,  bei  letiterer  25  BerOlmngeii 
der  K  unter  einender  itatt  Ist  der  so  erhaltene  Wert  Ton  r  wirk- 
lich der  kleinst  nQgllehe,  le  iat  die  Analogie  des  Falles  mit  dem  bei 
5  Kngcln  bervorgetreteoen  bemerkenswert  Nimlieh  6  und  12  Kn- 
gclu  sind,  was  m&n  so  nennen  k&nn,  einer  Tollkommenen  BerObning 
fähig,  d.  b.  wo  alle  IT,  die  eine  K  berttbrenf  noch  einander  der  Reibe 
nach  berObren,  so  dass  eine  Terscbiebnng  nicht  denkbar  ist  LiisI 
man  nun  eine  Kngel  K  weg,  so  lässt  sich  bei  a)Ier  Verscbiebnug  r 
nicht  kleiner  machen.  Anf  4  Engeln,  die  sich  gleicb&lla  YoUkomnMn 
berflbren,  findet  der  Sats  keine  Anwendung. 
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X. 

Zur  Traustunaation  der  Thetafunctionen. 

Von 

Ferdinand  Müller 

aus  Farchim. 


In  seinem  handschriftlichen  Nachlasse  bringt  Gauss  meist  ohne 
Ableitang  und  Beweis  eine  Reihe  sehr  eleganter  Beziehungen  zwischen 
Fanctionen,  die  sich  später  als  identisch  mit  den  Jacobi'schen  Thcta- 
fanctionen  erwiesen.  Die  methodische  Aufstellung'  dieser  Bi.'^ii'liungcn 
läl  ichüu  wiederhülL  der  Getjenstand  von  lualliLmatischen  Arbiiteii 
gewesen,  besonders  haben  sich  Herr  i'rolVssor  Schröter  und  suiuü 
S.'bultT  vielfach  mil  ^iicsera  Thema  bcsciiafti^t.  In  der  Tat  ist  es 
autü  Hurru  Dr.  Görinp;  L:rluii;.TLn ,  eine  einheitliche  und  zum  Teil 
aoch  erweiterte  iJarstulluug  dieser  Beziehungen  zu  ;j:ebcn,  und  zwar 
auf  Grund  der  InauguraN Dissertation  und  der  Habilitationsschrift 
TOD  Herrn  Prof.  Schröter  (cf.  Göring,  Ueber  die  Teilwerte  der  Ja- 
Cöbi'ßchtiu  Thetafuuctioueii,  Math.  Aunalen  VII.  1874.  Pag.  311  etc.). 

Id  neuerer  Zeit  bat  nun  Herr  Prof  Krause  in  den  Acta  mathe- 
MÜca  3.  Pag.  93  etc.  eine  Notiz  veröffentlicht,  iu  der  er  nachweist, 
d&ss  man  auch  mmittelbar  durch  die  TraDsformationBgleichuDgeD  an 
loleben  Beziehungen  gelangen  müsse,  wenn  mau  einerseits  die  in 
ihnen  auftretenden  Coefücienten  nach  der  gewöhnlichen  Methode 
durch  die  Wurzelwertc  der  Gleichungen  bestimmt  und  andrerseits 
Relationen  zwischen  diesen  Goefificienten  herstellt,  indem  man  jedes 
Glied  der  Gleichungen  nach  Potenzen  des  Argoments  entwickelt  und 
daaa  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potensen  auf  beiden  Seiten  oin- 
aadar  gleich  letat 

Ai*.  <.  Vilh.     Wkf.  a.  B«lk«,  IUI  I.  11 
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In  Folge  dieser  WahruebmnDg  liess  Herr  Prot  Krause  während 
des  Torigen  Semesters  im  mathematischen  Seminar  nach  dieser  Bidi- 
tong  hin  arbeiten,  ond  übernahm  ich  gegen  Schloss  des  Semesters, 
nachdem  für  den  specieUen  Fail  «  «  3  die  Gleichungen  Göring  §  3  (8) 
imd  (8)  gefnndcn  waren,  die  vollständige  Darchfahmng  dieser  Unter- 
•nchiii^,  nm  die  Anwendbarkeit  dieser  Methode  sowohl  für  den  all- 
gemeinen Fall,  als  auch  fiir  die  specieUen  FftUe  nachsnweiseD. 

In  der  Tat  stellte  es  sich  anch  im  Laufe  der  Arbelt  heraas,  daas 
man  auf  diesem  Wege  nicht  nur  die  GOiing'schen  Formela  erhalt, 
sondern  eine  unbeschränkte  Anialil  von  Besiehangen  swischen  diesen 
Grossen  aafotellcn  kann,  dass  ferner  die  yon  GOring  angegebeneii 
Formeln  zum  Teil  in  viel  allgemeinerem  Sinne  gelten,  nnd  dass  end- 
lich für  den  allgemeinen  Fall  diese  Methode  viel  weiter  reicht;  und 
dabei  ist  diese  Methode  so  ansserordcntlich  einfach,  es  kommt  ledig- 
lich darauf  an,  die  Thcta-  resp.  Elliptischen  Fnnctlonen  und  deren 
Potenzen  und  Prodncte  in  nach  Potenzen  des  Arguments  fortscbrei' 
tendea  Reihen  zu  entwickeln  und  dann  die  erhaltenen  Resultate  ge- 
schickt za  oombinircn.  Es  ist  somit  das  nach  der  Göring'schen  Ar- 
beit 80  oomplicirt  erscheinende  Prublom  zurü{  kg«  führt  aof  das  in 
neuerer  Zeit  so  vielfach  behandelte  Problem  die  Theta-  resp.  Ellip- 
tischen Functionen  und  deren  Potcn2Cu  in  Poteuzreihen  zu  eot- 
wickeln.  Die  Arbeiten,  die  hierfOr  besonders  in  Betracht  kommen, 

Jacobi,  Darstellung  der  elliptischen  Functionen  durch  Potonz- 
rdhen  Grelle  Journal  LIV.  1857  (cL  auch  ScheUbach,  Elliptiache 
Integnde  §§  93—96). 

Die  Arbeiten  von  Didon  (Annales  de  Math4matiques  1872) 
von  Moreau  Nouvelles  Annales  187G 
von  Hermite  Grelle  Journal  1876  und  besonders 
Desir^  Andr6,  D6veioppements  en  s6ries  des  fonc- 
Üons  elliptiques  et  de  leurs  pnissances.  Annales 
de  r£cole  Normale  VI.  1878.  Pag.  265  etc. 

Charakterisch  ist  noch  Ar  diese  Methode,  dass  die  Beziehungen 
zwischen  den  transformirten  Thetafnnctionen  mit  dem  Argument  0 
nnter  dnander  von  den  Besiehangen  zwischen  diesen  ond  den  Teil- 
werten  der  Thetafnnctionen  voUsttadig  nnabhangig  gefanden  werden. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  ist  nur  erst  der  Fpedelle  Fall  der 
unpaaren  Transformation  behandelt,  es  leuchtet  jedoch  sofort  ein, 
dass  die  hier  befolgte  Methode  mit  unwesentlichen  Modificationea 
noch  aaf  den  paaren  TraDsformationsgrad  angewandt  werden  kann. 
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—  Besonderes  Gewicht  ist  darauf  gelegt,  für  die  speciellen  Fälle 
sämmtlichc  unter  diesen  Cn  su  htapunla  fallende  GauFs'scIie  und  Gö- 
ring'sche  Relationen  zu  erhalten  ,  und  babe  ich  dosbalb  unter  jeder 
Formel  die  entsprcciiende  üöring'sche  in  Klammer  ciLirt  und  nur 
die  nicht  von  Göring  gebrachten  lieiatiüüeü  zum  Teil  mit  grossen 
lateiaischcn  Jiuciibtabeü  bezeichnet. 

Was  speticll  den  Gang  der  Abhandlung  anUngt,  so  sind  im  er* 
steo  Abeehnitt  die  Beziehniigea  swiscben  den  traraformirleii  Theta- 
fuetioaen  fdr  das  Argument  0,  also  die  sogenannten  Gauss'schen 
Aelitioaes,  aufgestellt  nnd  im  zweiten  Abschnitt  die  Beziehungen 
zwischen  diesen  und  den  Teilwerten  der  Thetafnuctionen,  und  zwar 
iMliDdet  sich  für  jeden  Abschnitt  in  ^  1  das  za  Gmnde  gelegte  Ma« 
teriil  zasammengestellt ,  in  §  2  die  allgemeinen  Untersndiangon ,  in 
§  3  die  speciellen  Betrachtungen  für  «  3^  nnd  in  |  4  die  fflr 
»  =  5. 

Schliesslich  möchte  ich  uoih  an  dieser  Stelle  Herrn  Prof.  Krause 
'jffiuUicli  meinen  Dank  aussprechen  für  das  Interesse,  welches  er 
dieier  Arbeit  stets  eut^e^ciibrachte,  und  für  die  Bereitwilligkeit,  mit 
der  er  mir      jeder  Zeit  die  nötigen  Uülfsnuttei  au  die  liaud  gab. 


Abschnitt  I. 
§1. 

Fflr  diese  gaaie  Arbeit  kommt  nur  in  Betracht  die  Kenntnis  der 
Tbeofie  der  TbeCaAmetionen  nnd  der  elliptischen  Functionen,  soweit 
Jacobt  sie  in  den  ersten  sechs  Paragraphen  sdner  Abhandlung 
ntbeorie  der  eDiptischen  Functionen  ans  den  Eigenschaften  der  Theta- 
reiben  at^geleitet**  bringt«  also  die  Kenntnüi  des  Znaammenhanges  der 
Xhfitalanctiotten  unter  einander  und  mit  dem  elliptischen  Lutegral 
entar  Gattung  und  das  Additionstheorem  der  Thetafnnctfonen  und 
der  elliptischen  Functionen;  femer  die  Kenntnis  der  drei  T^ransfor- 
matioDs^eichungen  für  den  nnpaaren  Transformationsgrid,  welche 
die  Qfuadlage  dieser  ganzen  Abhandlung  bilden: 

L   (-1)  »  t')  -  x,^,»(v,  T)  +  x,0,H-2(t;,  T)VK  *)+  - 

t-l 
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WO  II  irgend  eine  beliebige  angerade  Zahl  ist,   ferner  «'siv, 

— - — ,  wenn  <  ein  Teiler  von  n,  <,  —  -  nnd  |  eine  beliebige 

ganze  Zabl  (0  incl )  <^  tf,  aber  obne  einen  gemeinsamen  Teiler  mit 
(  nnd  i|  sogleich  ist. 

(cf.  Königsberger,  die  Transformation  der  elliptischen  Fonc- 
tionen). 

Vermehrt  man  In  diesen  Oleichnngen  das  Argnment  nm  halbe 
Perioden  der  Einheit  nnd  des  M odnis  t,  so  folgen  ans  denselben  nn- 
mittelbar  anch  die  Ansdrficke  fftr  die  drei  audem  transfonnirten 
Thelainnctionon ,  so  dass  man  ans  diesen  drei  Gleichongen  sofort 
^  drei  Oleichnngw^Bteme  ¥on  je  Tier  Oleichnngen  erhilt»  die  man  ter^ 
einigt  so  schreiben  kann: 


w-l 

(—1)  *  t) 

"1" 

2)   9^(v\  t')  -  li^.      f) ±1^^«.— t)+  ... 

n-l 

.«+(-1)  « «)^«.*-Hf,  t) 


.•.+(—1)  «  «*|i9«,(«,  «) 


4)    (-1)  2  ^i(t>',  t')  =  a4<^i-(t;,  T)+«,^,-2(t»,  t)&a*iv,  f)+  ... 

a 

wo  die  Indloea  «  nach  einander  f&r  die  drei  FUle  die  Werte  an« 
nehmen: 

für  I.  (t^  «=0,  =  2,  «j  —  3 
für  II.  a,  —  2,  «,  —  3,  03  =  0 
Akr  III.   «1  —  S,     »0,  2 
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■id  wo  im  ersten  Fall  rechts  überall  das  positive  Zeichen  zu  wählen 
vk,  im  zweiten  in  den  Auadrücken  für  und  ^a,  abwechselnd 
potttives  und  negatives  Zeichen,  und  ein  gleiches  im  dritten  Fall  in 
in  Antdröcken  für  i^.,  und  ^a,. 

Min  kann  nvn  schon  diese  sich  onmiUelbar  ergebenden  Glci- 
ckngssjstcme  zu  Grunde  legen  und  aus  ihnen  Relationen  zwischen 
deo  tranaformirten  Thctafunctionen  mit  dem  Argument  0  hersteilen, 
indem  man  auf  beiden  Seiten  jedes  Glied  nach  Potenzen  von  v  cnt- 
vickelt,  nach  Fotensen  von  v  ordnet  und  dann  die  Coefficienten  gleich 
Isher  Potenzen  Ton  v  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  setzt  Die 
Asahl  der  sich  so  ergebenden  Relationen  wird  um  so  grOsser  sein, 
dl  aosser  den  zn  eliminirenden  unbekannten  Grössen  x  nur  nocli  die 
tnbekannten  ^a'iO.r)  und  i^a"(0, »')  anfkreten,  wo  man  a  fest  ^^leicb 
'\  2  oder  3 annehmen  kann,  denn  man  kann  ja  die  zweiten  nnd  höheren 
Ableitongen  aller  Thetafunctioncn  durch  die  ThotaAinctionen  selbst 
ood  die  zweite  Ableitung  einer  einzigen  der  drei  genannten  Theta- 
äsdioncB  ansdrftcken. 

Hierbei  aber  tritt  der  Umstand  ersobwerend  ein,  dass  diese 
iffdtea  AUeilangen  nicht  nur  linear  anltreten,  sondern  ancb  die 
PManssn  derselben.  Doshalb  ist  es  besser,  man  legt  den  Betraeh- 
tasgen  diese  Gleiehnngen  in  der  Form  zn  Grande,  wie  sie  Herr 
Frsl  Kraose  ftr  den  Fül  I.  in  seiner  Notia,  Acta  raatbematica  3. 
B^.  95  anter  (3)  aagiebt.  DiiBse  GSeichiuigen  folgen  unmittelbar 
m  den  obigen  dnrcb  den  Znsammenbaag  der  Tbetaftinctionen  mit 
effiptiseben  Functionen  nnd  lauten  filr  den  Fall  I.  folgendermassen: 


B. 


...  +  a^+i<^jd^"-»sn«->(t<»  *) 


2 

—  Si^s«dn«(i«,ik)+fl^s**'^s*d&**^'<«S^)<»^«»^)+-» 

+  x«^i^,^,»-Mn(M,  Ä:)cn"-H«*, 
s 
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t-l 


4)  (-„^^;v..(.'«)^' 

1 

wobei  folgende  Beiiuhnngen  itattfinden: 

Oft'  ^  '  Om^ 

wenn  nan  leCst 

^^0,»)  =  ^«  and  ^«(0,»')-O.. 

Aehuliche,  jedoch  nicht  so  analoge  Ausdrücke,  dass  mau  sie  wie 
die  Gleichungssysteme  A.  ^n-^ammcufassen  kann,  ergeben  sich,  wcuu 
man  An  und  Aar  umformt .  Der  Kür?<'  wegen  gebe  ich  sie  hier 
nicht  an,  zuiuaI  iqm  sie  sehr  leicht  aus  den  Gleichangssytemea  A 
ableiten  kann. 

Um  nnn  ans  diesen  Gletcbnogen  Relationen  switciien  den  traaa- 
formirCen  Thetafnnctionen  sn  erbalten,  mnsB  man  die  eitiptischen 
Fnnetionen  in,  cn,  da,  sowie  die  Potenten  nnd  Frodnde  derselben 
naeb  Potenzen  von  u  entwickeln.  Es  ist  nnn  aber  naeb  EOnigsb^ger, 
EUiptiscbe  Functionen  IL  Pag.  81  nnd  82,  wenn  nun  die  Moduln 
nnd  Cdmplementannodnln  dnrch  die  Tbetataetionen  mit  dem  Argn- 
nent  0  ansdrtckt: 


7!  S*» 


dn(«)  - 1- ^^-h  ^,  1^4—^4      ei  V  V 

sn  («)  -  u  -  +3.61^  V 
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"'6! 

^    1  V  6lV+164Vd3*+16^3'^ 

"  *  56]  V  ^^'^'^ 

61 V  V 


Ich  habe  hier  dieso  Entwickluugcu  UDd  nicht  die  Jaoobi'scheii 
70  Gronde  gelegt,  weil  sie  sich  iu  dieser  Fom  bewer  für  unsem 
2«peck  eignen;  mid  ferner  habe  ich  die  Potonsen  im  den  ein&cben 
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berechnet  und  sie  nicht  aas  den  von  D6sir6  Andr6  gegebenen  allge- 
meinen Resultaten  durch  Spccialisirung  abgeleitet,  da  erstcres  fär  die 
bisher  von  mir  behandelten  speciellen  Fälle  viel  leichter  isL 

Ferner  sind  nun  noch  für  die  spccioilou  Fälle  die  Froducte  je 
zweier  dieser  Ausdrücke  zu  bilden  und  zwar  die  Producte,  für  welche 
die  Summe  der  Exponenten  respcctivc  —  3,  5  ...  2q-\-l  sind.  Der 
Kürze  ball)(  r  will  ich  jedoch  auch  diese  hier  nicht  angeben,  nur  das 
möchte  ich  bcmerkcu,  dass  die  Producte  caP(u)  dn'^(u)  den  Producteii 
eil' [«» dnP(?i)  ganz  analog  sind,  dass  man  die  ietztereu  unmittelbar 
bekommt,  wenn  man  bei  den  Aus  rücken  für  die  ersleren  die  In- 
dices  2  and  3  iu  den  Zählern  vertauscht. 

Endlich  ist  nau  noch  der  Quotient    "  ,  * — r  zu  entwickeln.  Da 


Fanetion  toe  u  ansehen,  und  er  wird  entwickelt  die  Form  annehmen; 


EsIäSBt  sich  Jedoch  nachweisen  nnd  stellt  sich  auch  hei  den  weiteren 
Untersnchnngen  heraus,  dass  alle  —  0  sind,  man  erhftit  somit 
far/(«)  endgttltig  die  Form: 


Die  Grössen  t/  enthalten,  wie  man  anmittelbar  erkennt,  wieder 
die  Unbekannten  ^c"  and  O9"  nnd  zwar  in  der  Form       — ' 

Vm  Vit 

und  der  Potenzen  Ton  diesem  Ausdruck.   Wir  betrachten  deshalb  ' 
hei  der  Aufstellung  der  Oanss'schen  Relationen  die  g  als  Uohekannto  , 
und  haben  es  so,  wenn  wir  dann  die  Coefficicnten  gleich  hoher  Po- 
tenzen von  u  auf  beiden  Seiten  einander  gloich  setzen,  mit  Gleichnn* 
gen  zu  tun,  in  denen  dio  Unbekannten  «  und  y  nur  linear  aaftreten, 
was  die  Elimination  derselben  wesentlich  erleichtert 

Bei  den  allgemeinen  Bctrachtungcu  müssen  wir  die  Grössen  if 
jedoch  berechnen,  da  dort  nicht  so  viele  GleicJiuugoo  vorliegen,  ttoi 
auch  die  y  zu  eliminiren. 

Hierbei  ist  es  dann  wesentlich,  dass  mau  die  verschiedenen  Ab- 
Icituiigen  der  Thetafuüctionen  mit  dem  Argument  0  durch  die  Thcta- 
functionen  mit  dem  Argument  0  selbst  und  die  zweite  Ableitung  einer 
einzigen  ausdrücken  kann.  Ich  will  desiialb  Liitr  die  Bcziehijugen 
zwiächun  dit-süu  Grössen  zuaammoustelion,  wie  sie  sich  aus  der  Kul- 


••• 


/(»)  —  yo+yttt*+y4»*H-  - 
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fieUng  der  Gleichuugcn  der  Jacobfichon  TabeUe  C.  (Jacobi's  ge- 
MSttdCe  Werke  I.  Pag.  MO)  ergeben: 

Kach  der  Mer  gewftblton  Bezeicbnongsweiae  iat 
•i"  -  3       -2««.»,«ff,#,*  -  sfS  ff,"«-  6««  *• 


13. 

Seist  man  in  den  Gleichnngen  Bi  für  die  Potenten  nnd  Prodoeto 
der  dliptiaeben  Functionen  nnd  flU-/(u)  die  Worte  ein,  so  nebmen 
tedben,  wenn  man  bis  snr  fünften  Poteai  von  «  fortacfardtel,  fol- 
gnde  Geitalt  an: 
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... +rj^iVV-»(l-  .«)+*yhi*»*t»-Vl— ...) 
t  a 

4)  (-1)  2  -V    j,o.^ - si^yo**^  ^'^^v ) 

2 

^^^-^  ...j 

Hieraus  ergeben  sich  darch  Veigleicbang  gleich  hober  Potensen 
VOD  u  folgende  Gleichaogeii: 

Aus  1) 

b)  ^s*y8 ^«'^f 

C)  3Vy*  =  -  «1^8'(V4-V)  +  3^3'^2''^8' 


Aus  2) 


0 

s  s 


Aus  3) 

a)  ^o^iF=«iV+«iV-**tH-.. 

T  I 


Aus  4) 

1-1 


a)  (—1)  «  <0,OaMi  —  ^t^^fm±i 

8 

b)  (-1)  ^'tiy,tW,O^W-\-0^*)-i^y^&:,UKO^) 

8  9 
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c)  (-1)  ^  toMt'yo(o,^-i-4o,*o^^^o,^) 

2  ~F 

Mau  sieht  uun  uiuuittelbar.  dass  diese  Gleichangen  nicht  hinreichen^ 
am  alle  y  and  ^  zu  elioiiuireii ,  zunial  inau  die  sich  aus  2)  und  3)  er- 
gebenden allffcnicin  garnioht  benutzen  kann,  denn  in  denselben  treten 
immer  alle  Grössen  x  von      bis  xnjri  auf.   Wohl  aber  kunueu  wir 

mit  Htüfe  aller  nch  ans  1)  und  4)  ergebenden  Gleichungen  nach 
einaDder  alle  Grossen  «r  dnrch  Thetafnnctionen  mit  dem  Argument  0 
and  die  Grossen  y  aasdrOcken,  und  da  die  ^  sich  durch  die  Theta* 
foncCionea  nnd  jenen  die  zweite  Ableitung  einer  derselben  für  da< 
Argument  0  enthaltenden  Ansdmck,  darstellen  lassen,  so  wird  man 
jede  der  Grossen  m  dnrch  die  genannten  Grossen  ansdrftcken  können. 
Da  dieses  später  fftr  die  allgemeinen  Betrachtangen  hei  den  Teil- 
werten  der  Thetaftmetionen  benutzt  wird,  so  will  ich  es  gleich  hier 
fUr  die  Grossen  ar„  x^,      gyfi»  't»-i  und  durchfuhren: 

IS  ^2 

Aus  dem  Taylor'scben  und  dem  Leibnitz'sGhen  Salz  ergeben  sich 

&  (v'  t') 

Ur  die    in  der  Entwicklung  von  ^—7-^ — wenn  man  noch  die  Be* 

Ziehungen  zwischen  den  Grossen  u  nnd  «  bertteksichtigt,  folgende 
Werte: 

Analoge  Worte  erhSlt  man  in  den  beiden  andern  raien  für 

die  jf. 

Setat  man  diese  Werte  in  die  obigen  Gleichungen  ein,  so  er- 
geben sich  Ar  die  Coeffidenten  folgende  Ausdrflcke: 
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I.  fttri^  «  0 


+=^(''^-¥)-Ä<"w— ...,( 

II.  air  «I  —  2 
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+  127^5  V  O,  j 

-(V+(to»  -6)VV+ V)]} 

m.  fillr     -i  3 


«-1 


-j-  fi 

.^1  -(-1)  6VW\»«V"^--»^j 

VW  l  ö»*  V  / 
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§3. 

In  dem  speciellen  Falle  «  =  3  können  wir  nns  aof  eins  der 
drei  GleicbuDgssysteme  B.  beschränken  s.  B.  anf  B/,  denn  man  be- 
kommt dnrcb  alle  drei  dieselben  Gleicbnngen.  Das  System  Bf  nimmt 
aber  fiBr  «  «  3  folgende  Form  an: 

=  9jVdn«(ii,i(;)+fs^,Vdn(tt,ib)cnV»il;) 

Eutwickclt  man  hier  nun  in  der  angegebenen  Weise  nnd  setzt 
dann  die  Coefficieotou  gleich  hoher  Potenzau  von  u  anf  bfäden  Seiten 
einander  gleich,  so  erhttt  man,  wenn  man  In  den  Entwickinngen  bis 
zur  fünften  Potenz  forUebreite^,  folgende  Gleichungen: 

(1)   jro  =  «i 

(3)  SfoVös  — «iVöo+«i^t**»Oo 

#-1 

(4)  (-1)  2  yo*Ö,0,  -  «,»,^3 

(6)  3fsV-«iV 

(7)  i^Vöb*<^--2ir,Wö» 

(8)  (—  1)  - 1  o,  o,  { - 1%{  o,*  4-  0/ )  -f  öl/,  V 1 

(9)  3y4V---^^fV(V  +  V) 
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(10)  <Vi»VöfOB*(4O,H-Ö,*)^<*.12jf,*0**,*p,O,H-24jf»VVö, 

t 

i-i 

(12)  (-l)«lO,0,|«*yo(C»t*+40,*0,«+0.») 

Diese  12  Fornuln,  dio  man  ja  noch  beliebig  vermehren  kann, 
wenn  man  in  den  EntwicklnDgen  weiter  geht,  sind  eine  ergiebige 
QoeUe  für  Relationen  zwischen  den  transformirten  Thetafunctionen 
Om  »  ^oCQ,  r')  and  =  ^a(0,  v).  Corabinirt  man  sie  nach  und  nach 
mit  eioaoder,  wie  es  die  Klammern  Torn  angeben,  so  erh&lt  man 
folgende  Relationen: 

(1,  2,  3)   I   »iO^  =  »oOo  +  ^iO^ 
(1,2,4)   U   g~  ^  -  (-1)  ^ 

(l,a4;  Iii  ~  »  (-1)'"^V* 
(2,3.4)    IT  g!-^*-(-l)'~^l<^,Oo 

(1.2.5.6)  Y   <»0,*-^,*-2^^(V06*  +  Vt>i') 

(1.3.5.7)  VI  l»e>,*-V  =  2^^^(Vös«-VOo«) 
(V-VI)   VII  **0,*+V-=2^oöo(^'+^') 

o 

(1,  5,  6,  4)    VllI   t'O^'  -  V  -  2^t^3     ((- 1)    «Ol*  +  *) 
(1,6,7,4)  IX  i«0,*-V  =  2^»^ao*(('-^)'**^»*+^«'> 

(1,  2,  5,  7)  XI  fo,*+ V  =^  2^,0,     ^  ^) 
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(1,  3,  5,  6)    XII  «  2»8Öi(^*-f  ^) 

(1,  4,  6,  7)  XIII  iO,ai|-(~l)  «  «aM-'Vöa^-^^^OsÖs  I  *»^4*0,« 

-(—1)  «  VI  -  8*s»^» 
(1,  2,  6,  7)  XIV  l>VO«^OtO«  -  8fr,»«j»»o V 

(1.3,6,7)  X?  <«VOo*0,Oi«3^/V-^oC;/ 


1,  5,  6,  7)   XTI  3v%»3«VOo(2<^05j»03'-f-3^,2cHi*J 
(l,  4,  5,  8)   XVII    (-1)  2  <0808|«»(0,<-f-(9j^)-(V+V)J 

(1,  2,  &,a)  xvni  -(-1) « i»o,oi(o,H-ö8^) 


t-i 

(1,3,6,8)  XDL  -(-l)«#»O,Q,(Ot*+0b*) 


.6»..v-(».HV)(v^-:;^) 


(1, 4,  e, «)  XX  -(-1)  *  2««aiH-(-i)  ^<»o,« 

--(-1)  o,««*"^o,ör 
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1-1  t-± 

(1,  4,  7,  S)  XXI  -(-.l>'a2iW+{-l>  «  W 

 (-»)'9'^.ö>"-«6a 

(l,  6,  6»  8)  XXU   (-1)  2  2<»V^»^A'Ö3+(-l)  -  ^t^^i'^^o^^^ 

t-\  t-i 

fr?  *-i 
(1,5,7,8)  XXra  (-1) «  »««dto'^AOtOsHC-l)  *      V W»' 

(1,  6,  7,  8)  XXIV  3*»0^(2V+*t*A*Ö8-3««»,(2V+*»*AOs« 

#-1  #^ 
+72<-l)  »^,*fr^»Ot-72(-l)  «  VVO« 

i=}  fr* 
+27{-l)  «  *,«8-,'0,-27(-l)  «>,«*s»0, 

-  -  3(-l)  ^«**o*OQ^tO«(*tH-*8*) 

AUe  diese  Fonnela  gelten  «ftr  O«  =  *«(0,  r')  und  -  MO, «), 
Also  ftr  den  FaU  <     3  ftr  O«t=*«(0,  3t)  nnd  9^«  —  »«(0,  t),  und 

Är  den  Fall  « —  1  ftr  O«  —  *«^0,  nnd     «  ^0,  t)  oder, 

venu  nuui  kier  filr         t  einsetzt,  für  O«  =  *«(ü,  t)  und 

«.(0,  3t +8^).  Man  erhält  mithin  nnch  im  letzteren  Fnlle  fllr  0 
Relstionen  xwisehen        3t)  nnd  MO»  t). 

ästh.  d.  )Uth.  «.  Pbja.  2.  Beilie.  Teil  I. 
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Specialisirt  man  JeUt  wirUicb,  so  erkennt  man  unmittellMir,  dau 
von  allen  so  erhaltenen  48  Gleichungeu  zwiacbea  MO,  3t)  und 
^a(0,  r)  nnr  die  ersten  ?ier  fflr  Jeden  Fall  Gaase'sche  Relationen 
sind,  nnd  zwar  die,  welche  OOring  §.  3  nnter  (3)  nnd  (3)  angiebt, 
and  die  Formel  =  ^^Oo-l-^'^s^^s)  welche  letztere  man  sowohl  fftr 
f  »  i  als  auch  für  <  =  1,  |  0  ans  I  erhftlt.  Anch  wenn  man  noch 
weiter  geht  und  ans  den  obigen  12  Gleichungen  noch  weitere  Beziehungen 
aufstellt,  so  erhält  mau  doch  keine  Gauss'schen  Formeln  mehr  — 
für  den  speoienen  Fall  t  3  habe  ich  deren  53  aufgestellt  und  zwar 
die  einfachsten,  von  diesen  sind  aber  die  let/lercn  schon  ausser- 
ordentlich coniplicirt.  — 

Somit  kann  es  auf  den  ersten  Blick  scheinen,  als  ob  man  durch 

die  hier  eingeschlagene  Methode  allerdings  auch  Relationen  zwischen 
den  transforniirtcn  Thetafunctionen  erhält,  aber  moist  neue  und  nicht 
die  gewünschten  Gauss's'lieu.  Dies  ist  jedoch  nur  scheinbar  der 
Fall,  deuu  in  Wirklichkeit  sind  letztere  schon  sämtlich  in  d(  u  ersten 
13  dieser  Gleichungen  enthalten,  und  wir  erluilteu  sie  zum  Teil  noch 
erweitert  nnd  ausserdem  eine  Menge  uhiIili  Beziehungen,  wenn  wir 
die  Gleichungen  V— Xlii  nnt  iiulfc  der  ersten  4  und  der  hekauutea 
sicli  uuiiiittelbar  aus  dem  Additioustheorcm  der  ThetafuuctioDen  cr- 
gebendeu  Gieichuug 

v  =  v+v 

amformen. 

Indem  ich  dies  jetzt  durchführe,  will  ich  zugleich  hinter  Jeder 
Formel  die  entsprechenden  Oöring'schen  citiren,  welche  für  die  spe* 
ciellen  FAlle  i  3  und  <  1,  {  »  0  darin  enthalten  sind;  im  letx- 
teren  Falle  mnss  man  natfirlich  dann  immer  die  B  nnd  ^  vertan* 
sehen,  da  den  9  im  ersten  Falle  die  ^  im  zweiten  Fall  entsprechen 
nnd  umgekehrt;  femer  will  ich,  foUs  die  Formeln  nicht  unter  den 
?oa  Göring  angegehenen  enthalten  sind,  die  analogen  durch  gleiche 
lateinische  Buchstahen  mit  Indices  hezeicbnen. 

Die  Gleichung  I  gieht  sowohl  fttr  <  —  3,  als  i  1,  |  ss;  0  die 
von  Göring  angcgehene  Relation 

für  I  =  1  nnd  2  giebt  sie  eine  Erweiterung  derselben,  da  O«  dann 
auch  resp.  ^«(0,  3T-f  8}  oder  *«(0,  3t  +  16)  bezeichnet 

II,  III  nnd  IV  geben  fflr  <«»3  das  Gdring'sche  Gleichuugssystem  §  3,  (3) 

nnd  für  /  1,  {  =  0  das  Gloiohungssystem  (2)  mit  einer  Erweite- 
rung wie  bei  I.  Ans  (2)  und  (3)  folgt  sofort  jjc). 
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V,  YI  und  X  liefern  uns  In  der  nnmittolbAr  vorliegenden  Form 
di0  Syitem 


m  System,  welches  uus  wie  alle  folgenden  allgemeinen  Systeme  vier 
Terschiedcno  Systeme  rcprltsentirt,  jo  nacbdom  mau  £=3  oder  bei 
<  —  1, 1     0,  1  oder  2  setzt 

Snbtrahirt  man  in  Gleicliung  V  auf  beiden  Seiten  '2^^*  und  setzt 
ftr  'V  rechts  den  Wert  ein,  der  sieh  durch  Maltiplic&tiou  von  1  mit 
III  eigiebt,  so  orbäit  man  die  Gieichang 

«-1 

Diese  Gleichnng  liefert  sowohl  für  t  =  3,  als  auch  lur  t  =  1, 
l  =  u  die  Gleichung  lö),  für  ^     1  und  $  =  2  wieder  eine  Erwei- 

tening  derselben.  Verfährt  man  in  analoger  Weise  mit  VI  und  VII, 
M  eriiilt  man  das  Oleichnngisystem 

hl 

(8)  l»0,*  -  3*,*  -  2(-l)  »>,0,(»/)o+^03) 

'#-1 

^•Oo*  -  3^0*  2(-l)  ^  1^0  Oo(^0,  +  ^3  Os) 

Formt  man  die  Oleiebnngen  V,  VI  nnd  VII  durch  wiederholte 
imrendnng  der  Gleichungen  II,  III  und  IV  so  um,  dass  sie  in  Bezug 
Ulf  die  8  homogen  werden,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 

Beachtet  man  nun,  dass  in  diesen  drei  Gleichungen  links  nur 
dietelben  drei  Klammern  auftreten,  so  folgen  mnltiplicando  nnmittel- 
bsr  folgende  sehr  ^egante  Relationen 
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(F)  ^%*o^^-^^^J  -  ^^qOoV^,^,o.>o, 

Diese  drei  (rlcichungen  sind  für  f  3  and  «  =^  1,  I  0  iden- 
tisch mit  dou  Gieicbnugen  (10),  fOr  |  »  1  and  4  =  2  erweitera  sie 
dieses  Gleichnngssystem. 

Addirt  mau  ferner  in  drn  Gleichungen  V,  VI  und  VII  auf  bei- 
den SeUeu  -i^J  und  dividirt  resp.  durch  ^gO^^  und  ^qO^^  SO 
erhält  man  mit  UOIfe  von  Ii',  III  und  IV 

/Q^   ^^Vf^V     <^V+3V     <^oM-3V  _ 

Auch  hier  sind  wieder  die  Formeh),  die  uub  die  bpcciellen  Fälle  t^3 
und  t  =  1,  1  =  0  liefern,  identisch. 

YII  giebt  uns  iriit  XI  und  XII  znsämmen  in  der  ur&prUuglichcn 
Form  das  Qystem 

(C)  »'0,4 V  =  2»Ä  ('^"  V  V) 

»•0,4-V  -  2  V.  (-i^  +  %) 

Krgiinzen  wir  die  linken  Seiten  dieser  drei  GIcichongen  zum 
Quadrat,  so  erhalten  wir  eine  Reihe  sehr  hübscher  Relationen,  die 
sich  jedoch  einfacher  gestalten  für  die  specielleu  Fälle  als  fftr  d&B 
allgomoinen;  2.  B.  ergiebt  sich  ans  XI  die  BeBiehimg 

W±^y  =2»,o,|  »)+^^  (iqp(_i)T)j 

t-i 

Es  ist  nun  aber  (—1)  ^  entweder  =»-fl  oder  =  — 1,  in  Jedem 
Fall  fällt  also  eins  der  Glieder  rechts  fort,  welches  ist  aber  im  All- 
gemeinen nicht  zu  entscheiden;  desbälb  will  ich  hier  die  Formeln 
für  die  specielleu  Fälle  anführen  and  dabei  gleich  fir  den  Fall 
1  =  1,  I  =»  0  die  und  0  vertanschOB,  so  dass  aberall  ist  O« 
^«(0, 3t)  und  ^«  =»  ^«(0,  %). 
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(H) 


0-  s 

^  s 

d-  3 
0 

/I  9 

0.» 

w-hy  = 

Au  diwen  Belationen  folgen  nocli  unmittelbar  einige  andere: 

aanerdem  noch  einige  andre,  die  Bich  Jedoch  ane  diesen  ergeben, 
wau  naa  anders  zneammenfasst 

leroer  iol^^t  aas  (U),  wenn  man  je  zwei  Gleichungen  multi- 


Die  gerade  nicht  sehr  eleganten  Gleichnngeu  VIII  nnd  IX  über- 
lebe ich  hier:  macht  man  sie  aber  in  Bezug  auf  dio  ^  Ii o mögen,  so 
fThaltcD  wir,  je  nachdem  wir  dies  mit  der  einen  oder  den  andern 
der  Gleichungen  II,  III  nnd  IV  bewerkstelligen,  folgende  symmetri- 
sche Formeüt 
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Multen  JSur  7>aiu/orMa<wn  der  Tkelaftineli»nem. 


Am  diesoii  drei  Gleicbnogeii  kann  idmi,  wenn  mgD  die  Gfieder 
iD  bestimmter  Weise  znnmraeii&Bst,  sowohl  das  Gleichnngssytem  (10) 
als  aach  das  GleichaDgssystem  (5)  herstelleD.  (10)  hatten  wir  aber 
sehoo  vorher  direct  bekommen  und  ebenso  erhalten  wir  (5)  nnnittel- 

bar,  wenn  wir  die  Gleichnngssysteme  (2)  nnd  (3)  mit  dnander  mslti- 
plieiren.  Ans  obigen  Gleichungen  folgt  nun  aber,  dass  sie  nicht  nur 
für  Oa  —  ^ci(0,3t)  gelten,  sondern  auch  Air  ^«(0,  3t+S)  asd 
Oa  »  M0,3t+16).  I>as  Gleichnngssystem  (5)  lautet  folgender- 
massen 


Macht  man  femer  anch  XI  und  XII  homogen ,  so  ergeben  sich  die 
Relationen 

2#,OoO,0,(Vöi-K,»Oo) 

Endlich  liefert  uns  noch  XIII,  wenn  whr  es  homogen  machen, 
die  aufgelösten  Gleichungen  (1)  und  swar  für  «=5  3  (1)|  und  Üb' 
t  ^  1,  I    0  (1),.  Xni  erhält  so  die  Form: 


Die  GlcicbungcQ  (1)  selbst  erhält  man  hieraus  durch  folgendes 
Verfahrou : 

Fttr  den  FaU  c  =  3  kann  man  die  Gleichung  auch  so  schreiben 


Digitized  by  Google 


Miiiier:  Zur  Transformation  der  Thetq/iitictionen.  Jgß 

Bienw  folgt  non  iinmittalb«r 

Ganz  analog  ergiebt  sich  f Or  < »  1  (1)«,  so  dasa  man  erhält 

^/|•+^/|■_^/»^.„ 

Mit  den  Gleichongssystemen  (1)  (2)  und  (3)  ist  nach  Vorgang 
von  Gering  anch  sofort  (6)  gefunden.  Zerlogt  man  nämlich  die 
Gleicbmigra  (2)  and  (3)  nnd  beachtet  die  Bezlehangeu  (1),  so  folgt 

Iq  giäcber  Weise  könnte  man  fortfahren  und  auch  die  Qbrigen  Glei- 
<^vgeii  umformen. 

Dieselben  werden  aber  um  no  complicirtor ,  je  weiter  man  geht, 
Uli  will  ich  für  jetzt  davon  abstehen. 


r 
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Ferner  kann  raan  auch  noch  die  Gleichungen,  die  sieb  für  die 
specicllen  Fälle  t  =  3,  und  <  =  1,  |  =  0  ergeben,  mit  einander  com- 
biniren,  zumal  die  Gleichungen  für  /  —  3  mit  Hülfo  von  II,  Hl  und 
IV  für  t  »  1,  I  =  0  umtormcD  und  umgekehrt. 

Tat  niAii  dies  bei  dem  linken  Seiten  der  Gleichungen  so  er- 
bftlt  man 

(11) 

und  noch  vier  andre  Gleiobongen,  die  aber  ;ancb  direct  ans  dieien 
entstehen,  wenn  man  anders  sosammenfasst. 

Ans  diesen  Gleichungen  und  aas  (F)  folgt  noch  sofort 

(G) 

^s 

Die  meisten  Gleichungen,  die  man  so  erhält,  sind  schon  unter 
den  frfiheren  als  specielle  FAlle  enthalten,  als  nene  habe  ich  nnr 
noch  gefunden: 

(D) 

Fassen  wir  jetzt  Alles  »zusammen,  so  sehen  wir,  dass  sämmtlidis 
von  Gering  angegebene  Belationen  auch  auf  diesem  Wege  gefunden 
Bind,  und  daas  dieselben  zum  grossen  Teil  in  erweitertem  Sinne  gel- 
ten, es  bestehen  nirolich  die  Relationen  (l)f,  (3),  (5),.  (8),  (9)  imd 
(10)  nicht  nur  zwischen  ^a(0,3T)  nnd  d^(0,T),  sondern  altgemein 
zwischen  ^«(0,  Sr-j-SS)  und  ^«(0,  t),  wo  |  die  Werte  0,  1  nnd  3  an- 
nehmeii  kann. 


üigitized  by  Google 


Msiler*.  Zur  Transformation  der  Thetajunctimm*  135 

Aoner  diesen  Beziohungen  Bind  aber  noch  etoe  ganse  Reihe  an- 
derer abgeleitet,  von  denen  die  meisten  ancb  ganz  aUgemein  gdten 
«eoigstens  filr  den  Fall  i  »  1. 

Die  Fonneln,  die  GOring  zwischen  ^a(0,3T),  ^a(0,T)  nnd 

^0,  aflgiebt,  liegen  ausserlmlb  des  Bei  eicUeB  der  hier  geführten 
Betrachtnngen,  ich  wende  mich  deshalb  jetzt  sofort  snm  Fall  n  5. 

§  4. 

Aach  für  den  Fall  n  «  5  genügt  es  Zwecks  Herstellnng  der 
Giosi^scben  Formeln  eins  der  Systeme  B  m  entwickeln.  Ich  wähle 
bier  wieder  das  System  Bi,  dasselbe  nimmt  für  n  «  5  folgende  Ge- 
«tilt  an: 

-K«^« VdD(«s  ife)cn*Ctt,  h) 

+«r*0g<>5*8n(«,*) 

Schreitet  maTi  auch  hier  bei  der  Entwickluug  bis  zur  füufteu 
Poteuz  Tou  ti  vor,  so  erhält  mau  iuigende  12  Uleicbungen: 

(1)  Ife-'t 

(2)  V<>iy«  =  V^o'i+^s^s^a^öo+jj^gVö« 

(4)  — 
(6)  *sV.  ^  ^«'^ 
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(10)  <SfoV<^Ö/(40,*+Oa*)-12«V*fra'<^a*OjOsH-24|'A**^^ 

+a5,V'^3*0«(?^.'>/-{-56^,*,^3*+21<^3») 

(11)  iV«Vö«*<>s(ÖtH-4^*)-^l2*VA'^s*Ö«*Ö8+24y4^^^ 

«  a:,^2*^s»Oo(65V+20l>3*) 

IMmo  12  Oleichangeii  enthalten  nnr  die  6  Unbekannten  9^,  jr^  y^,  X|, 
jt^,  «s,  ergeben  also,  wenn  man  diese  eliminirt,  eine  Menge  Belationen 
zwischen  4^«(0,f')  und  ^«(0,v),  wo  ^a<0,O  «  O«  fhr  1  =  5  den 
Wert  4^a(0,5T)  hat,  dagegen  Är       1  die  5  verschiedenen  Werte 

annehmen  kann     ^0,  I  ~  0,  1,  2,  3  and  4.  Die  elegant- 

sten dieser  Belationen  sind: 

(1,  2,  3^  4)  I  M3<>f— ^«*«<Vf^t*«öo  -  lOoOtOj 

oder 

ö^Oj  +  ö,^  ~  Ood,  - '  ****** 

(21) 

Oo  O3  ^  ^  Oor>,/A, 

^0  ^8  -öo^ji^a 

Diese  Formeln  repräsentlren  nns  för  die  speciellen  FftUe  <  —  5 
nnd  #  =s  1  das  Göring'sche  Gleiebangssystom  §  4.  (21),  für  den  Fall 
1^1  natOrlich  wieder  eine  Erweltemng  der  Gleichungen  (21)i  nnd 
(21)«. 

Die  übrigen  Bcziehungeu,  die  man  durch  die  Combination  der 
Gleichungen  (1),  (2),  (3),  (4)  (5),  (6),  (7)  erhält,  bieten  sich  /um 
Teil  zunächst  in  nicht  sehr  schöner  Form  dar;  da  mau  sie  ausserdem 
alle  bis  auf  die  Formel,  die  man  durch  Combination  von  (4),  (5), 
(6)  und  (7)  bekommt,  mit  Hülfe  von  I  auf  einander  reduciren  kann, 
will  ich  hier  nur  die  elegantsten  derselben  angeben; 
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(8.4.6.6)  II  «•«^*-3*.'-2::|'+2;^-*».'0,(^;4-^^) 

(3.4.5.7)  lU  «'0.'-3*/-2^-.':5+2<VO.(;«-^;) 

,(2,3,5,6)  V  ««©.«-Ks* 
RS,  6,»)  VI  fOtM-*.* 

(2,  3,  6,  7)  VU  <»OoH-V 

(4,  5,  6,  7)   Vm  2«*VaD*0,a,+8««^«*,l^80«OtO«(<^,»03»-^,»0,») 

+2<='^o  '^o  ''^2    ( ^.1*       V  ^>«^)+2<^o  Oo 

,(2,4,5,8)    IX  t^sOoOMtW+^s*)-WW)\ 

(2.3.5.8)  XI  t3<VO,ryrV4-^>3*) 

,(2,4,6,8)  Xn  I^o0o0tt>»f**(20,*-0,*)-(&^,M'2V)| 


7,8)  XUl  **oOo^>i^>al*'(2ö,*--Os*)--(2V+t»V)l 


(3,4,6,8)   XIV  f^o^'^:^0,0,0,|««(20,*-0,'»)+(7d,*+^3^)i 

+3l*«d,OoO,W4^5*)+«*o*A(V08'-^,*Oo) 
(2.4,7,8)  XV  ^^o^2^^^^.Ö3lf«(202*-03*)+(V-h'<^a*)l 
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Aas  diesen  Relationco,  die  zum  Teil  schon  aebr  einfach  sind, 
erhält  man  noch  eine  Reihe  anderer,  wenn  man  sie  mit  Hülfe  der 
Gleichung  I  umformt.   Macht  man  durch  mcderliolte  Anwendung  voB 
I  die  Gleichungen  II,  III  und  IV  homogen  in  Besag  aof  die 
ergeben  sich  folgende  elegante  Beziehungen 

Hieraus  folgen  anmittelbnr  dorch  Division  je  zweier  Gleichnngen 
die  Formeln 

und  somit  nach  (A) 

Ergänzt  nan  feiner  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  V,  VI, 
TU  znm  Quadrat ,  so  erhalt  man  folgende  sehr  schöne  Beziehungen : 

Ol 

9*  ^ 

(B)   C^»-<(>,«J^  =  2  ^  (^W-^^o^V-^.'O,») 

0  s 

Ans  (B)  and  (G)  kMnt«  man  nnn  noch  eine  Beihe  von  Be> 
slehnngeii  herleiten«  ich  veraobiehe  dies  jedoch  «al  apiler. 
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Man  hat  buiuiL  schon  eine  ganze  Roiho  zum  Teil  sehr  eleganter 
ReiatioDcn .  unter  allcu  üiesou  befinden  sich  ausser  in  I  keine  von 
Goring  angegebene.  Solche  erhält  man  erst,  wenn  man  die  spc- 
ciellen  Fälle  «  =»  5  und  <  =  1,  ^  0  mit  einander  conibinirt, 
dann  aber  ergeben  sie  sieb  meist  in  sehr  einfacher  Weise,  wie  folgt: 

Ich  wfll  za  diesem  Zwecke  die  Formeln,  welche  sich  ans  den 
oUieD  ftr  < 5  ergeben,  mit  einem  Strich  bexelehnen,  nnd  die  fitr 
<s  1,  {  -»  0  mit  zweien. 

Addirt  mau  1'  und  1",  so  erhält  mau,  wenn  mau  richtig  zu- 
suumcnfa^t,  (n)^  ,  snbtrahirt  mau  beide  Gleichungen, so  (17)i;  und 

maltiplidrt  nuin  V  mit  V5  und  T  mit  ö,  80  ergibt  sich  addendo 
(17)4  u>d  sabtrahendo  (17)»; 

(^-O3)(^0+Oo)(^+0,)  = 

(17) 

(VöO»+*»)(yöOo-a^,)  (^-V50,)  -  4W» 

Mit  dem  Glcichnngssystem  (17)  hat  mau  auch  sofort  (16),  wenn 
BUt  je  2W6i  Gleichungeu  von  (17)  mit  einander  multipUcirt. 

(V-V)(^>o*-^')(*i*-V)  -  160o«0,»0,t 

m 

(V-50,f)(»o'-&V)(V-5Ö,«)  =  16*0**,  V 

Maltiplicirt  mau  V  uml  I",  so  fo]?t 

Diese  Gleichung  enthält  sänuntUche  if  ormeln  (15)  iu  sich.  Man 
iam  aie  nämlich  auch  schreiben 

£i]g|ast  mm  die  Ktoimem  so,  daas  man  resp.  V  und  V*  darauf 
nmiiden  kann,  so  erhält  man  unmittelbar  die  Gleichung  (16)t ,  in 

Bacher  Weise  erhftlt  man,  wenn  man  die  Glieder,  in  denen  die  Ans- 
drteke  ^«^s^o  ^'^'^  \0^0^  vorkommen,  znsammen&sst,  (15) i  und 
giDz  analog  (15)3: 

(15)   V^»H^s*V+^MAÖ8-*i*»s*-öOi*0/ -  0  . 
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Krsetzt  man  ferner  in  (E)  zwei  der  Klammem  darch  AoadrAcke 
mit  der  dritten  nach  (F),  so  folgt  die  wichtige  Relation 

oder  nach  6 

und  audrcrsoits 

(14)   2VO8«-2VO«»-2V0t«  -  (16*o'^,^8Ö»^<>t08)» 
Mnitipliciri  man  (B)'  mit  (B)"»  so  ergibt  sich  nomittelbar 

m  ond  (9)   W-0^*){f^^^-»^^)  - 

Diese  Gleichung  enthält  ferner  noch  das  Glcichunt?ssystera  (7), 
man  erhält  dieses  daraus  nur  mit  Hülfe  von  der  Glcichuog 

V- V+V- 


Es  lautet 


(7) 


Die  Gleichungssystemc  (8)  (J  *  und  (14)  liefern  uns  sofort  aach 
und  ebenso  (B)  und  (14)  die  beiden  Gleichnngssysteme 


>3  (4»o^«^8)* 


(18)    (.,-.V  =  j/|^'''^'^''^^' 


ond 


O,  -V  -  |/      (4  W*)' 
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1  /Ö3  (4#o^,^s)i 


.  (19)  Ö0^t_^^« 


1  /Oo  (4ao^,^3)^ 


1 /o^  (4^o^«d3)«* 


Mit  den  Gleichnngeii  (18)  und  (19)  sind  dann  aber  nach  G6ring 
avdi  die  Systeme  (2^  nnd        nnmittelbar  gefiinden. 

Zam  Sclilnss  mochte  ich  noch  eine  andere  Schreibweise  dw  Re- 
Utionen  (21)  anftlbren,  welche  nns  nnmittelbar  zn  einer  von  Gauss 
»gegebenen,  ton  Göring  aber  nicht  erwähnten  Formel  führt.  Fasst 
UB  die  Glieder  in  den  Formeln  (21)  in  bestimmter  Weise  zusam- 
BWD,  80  nimmt  dieses  System  die  Form  an 


*ü(^^8-     03)=  Oo(^^ 0.-1% O^)  -  5  O^0^)=0q(^, O^—^^O^) 

>i(Vi+Öoö,)=Ö3(^aOrf^A);  öj(V«+öOpO,)-*,(^^0,+*,Oo) 


(N)    ^.^(^o^3-OoÖ,)=  Og2(^o>*^:-50oÜ3) 
*aWt+OoO»)  -  Ö3«(^o^,+60oOt) 

Mit  Halle  von  (K)  liefert  nns  femer  (L)  folgendes  Gleichnngs* 


(L) 


uuü  iiieraus  lolgt  unmittelbar 


(M) 
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Eine  dieser  Gleichungen  giebt  Gauss  an  (cf.  Gauss  Werke  II 
475) ,  jodocli  rimss  dort  ein  Versehen  vorlio^pn ,  denn  er  giebt  als 
Wert  von  ^Q^^-j-Ofi^  den,  welchen  wir  für  i^o^x+S^o^i  haben. 

Eb  ergeben  Sick  tlao  mch  für  den  Fall  n  ^  6  atte  von  Gdring 
und  Oanss  angogebeneo  Formel  nach  uosrer  Methode  und  aauerdem 
noch  eine  ganze  Reihe  andrer  eleganter  Beaiehnngen. 

Nach  diesen  Ausführnngen  wird  es  cinleuchton,  wie  lolmciul  (lt»r 
hier  eiugeschlatfono  Wog  ist,  um  Ii  lationtui  zwiscliou  deu  translVu  - 
mirten  Thetatunctionon  aufzustellen,  und  offenbar  erhält  man  lur 
jeden  Wert  von  u  eine  ganze  Reilie  von  Beziehungen.  Jedoch  -will 
ich  für  jetzt  liier  abbrechen,  indem  icli  bofte,  dass  es  mir  gelangen 
isf,  die  Fruchtbarkeit  dieser  Methode  nach  dieser  Bichtung  bin  nach- 
zuweisen. 


Um  dtö  Boziehnngei  swisehen  den  Teilverten  der 
Thetafunctionen  nnd  den  transformirten  Thetafunc- 

tionen  far  das  Argument  0  aufzustellen,  mOssen  wir  nur  noch 
den  drei  Gleichungssystemen  A  eine  dritte  Form  geben.  Sacht  mau 
die  n  verschiedenen  Wurzeln  der  rechten  Seite,  so  ergiebt  sit-ii  un- 
mittelbar, dass  man  die  Gleichung  A4)  für  deu  Fall  t     n  aach  so 

schreiben  kuuu: 


Abschnitt  II. 


§  1. 


wobei 


tt-i 


ist 


Analog  erhftk  man  fttr  den  Fall 


wobei 
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198 


ilt 

Diese  Formela  ergeben  efcb  anch  als  spedelle  FUle  am  den 
TOft  Herrn  Prof.  Königebcrger  angegebenen  (riebe  XOnigiberger, 
EDiptisebe  FanctiOBen  JI  Pag.  95  oder  Transformation  der  ellipü* 
Khen  Functionen  {  / 

Yermebrt  man  jetzt  wieder  nra  balbe  Perioden  von  1  nnd  so 
folgea  fiBr  I  »  n  die  drei  GletcbnngSBysteme 

H  l 

(-1)  =^  ^^i(«v,iit)  - 

wo  die  Imlices  rr  der  Reihe  nach  wieder  dieselben  Werte  aanebmon 
«ie  hei  A,  nnd  wo  überall  das  negative  Zeichen  g&ltig  ist  ausser  in 
d€9  FiUen,  wo  bei  A  abwechselndes  Zeichen  zn  nehmen  ist,  dann 
mos  man  Her  das  positive  Zeichen  w&hlen. 

Ganz  analoge  Foruieiu  erhält  mau  für  den  Fall  <  =  1,  nur  tritt 

h            f  —  8i 
flberaU  an  Stelle  von  -  rechts  h  nnd  links  natürlich  an  Steile 

7i  1» 

lös  ^a{nv, ht),  ^«  {vy  ;  wir  wollen  diese  Olelcbnngen  hier 

iiekt  sogeben,  sie  jedoch  mit  F"  bezeichnen. 
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13. 

Für  die  aügem einen  Betrachtungen  sowohl  wip  für  die 
spmellon  Fälle  wollen  wir  hier  überall  von  vorne  herein  die  Fälle 
t  =  n  und  i  =>  1  unterscheiden,  crstere  liefern  uns  die  Beziehuu^eD 
für  die  Teilwerto  der  reellen  Periode,  nad  letztere  die  für  die  Xeü- 
werte  der  imaginären  Periode. 

Bettimmt  man  zn&ftcbBl  die  Coeffidenten  der  GMchiingssyBteme 
A  durch  die  Wnrzelwerte  der  GMchnDgen,  wie  aie  aich  aDnuttelbir 
durch  Vei^eichiing  der  OleiGhangfsysteme  A  und  F  ergeben,  so  er- 
halt men  für  den  Fall  i  =  n: 


»-1 
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(-1)  - 


-  v(i>Mä)v(W)..^=)) 


n-l 


*-5  . 


c.y'.-a)-f:-i'"('W('^M^').- 

-•.■{*=->.•(*?)-•■•(•£') 

«0  ftberftü  die  Sniniiie  naeli  h  nnd  ifc  za  nehmen  ist,  und  fÄr  jeden 

n— 1 

Wert  Ton  alle  guuzahligon  Werte  von  bis  durch- 
bnfen  rnnss-,  dasselbe  gilt  von  den  folgenden  AosdrAcken 

-  -  <-»^liff  v('>M'^>.-(:)v(w>- 


•■■(v'H)v('+")  ■•■■(■£') 
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>.f^)v(?)-v("i^) 

Ganz  analoge  Aasdrücke  erhält  man  für  den  Fall  <  —  1,  nur 
tritt  flbentt  an  SteUe  von  - 

n  «I 

Setzt  maa  uuu  iu  dicscu  Foriiiehi  fiir  flie  Cocflkicuton  av  dio  iu 
xVbschnitt  1.  §2.  gefundenen  Werte  ein.  so  kann  man  jede  dieser  Summen 
resp.  Productc  der  Teilwerte  der  TheUluuctionen  durch  die  trans- 
formirten  Thetafuuctioncn  und  jenen  dio  zweiten  Ableitungen  der- 
selben enthultcudeii  AuMh  uck  darstellen.  Der  Ausdruck  iUr  liefert 
80  nichts  2seues,  wohl  aber  alle  übrigen  von  xn^i  ab.  Maa  erhält 

2 

so  folgende  merkwürdigen  Relationen  zwischen  diesen  GrOflaen; 

a)  durch  den  Coeff icieuteu  xh^u 

m)  fttr  die  imaginftre  Periode. 


.5      ■        —  _/  ti-^-Oo'h 
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D^ese  drei  Gleichotigeii  $etzea  ans  in  den  Stand,  sämmtlicbe 
von  Herrn  Dr.  GOring  für  den  aUf^emeinen  Fall  abgeleiteten  Be- 
liebnngen  zwischen  den  Tcilwerteu  der  imaginären  Periode  und  den 
transformirten  Tbetafnnctioneii  herzustellen,  wenn  wir  nur  dio  Gloi- 
dinag  biuzuziehen 

Auch  Herr  Dr.  Göring  bat  dieselbe  benutzt  and  giebt  8ie  $  1  (19) 
aa,  sie  folgt  nmnittelbar  ans  der  ersten  Gleicbnng  der  Jacobi'wtai 
TabeUe  A  (Jacobi's  Werke  I  d07) 

wenn  man  x     x — ^,  y  —  «— g-f-     «     *  •  2       »  —  as  setKt 

Giebt  man  «  der  Reihe  nach  die  Werte   = .  2  ^,   . . . 

-T"  - — ^  und  multiplicirt  alle  diese  Gleichungen,  so  folgt 


."f.4A.i=ä)4,(,L--«.)ä'..(..._-z9)^ 

■—1  -  «—1 

n, L=il)  -  (»„V»)  ^  n,  .  (iv,  ^  ^\ 

M  —  1 

Es  ist  nun  aber,  wenn  -  ^    eine  gerade  Zahl  bezeichnet, 

Ih \\2h  =  Uh  \  \}i  )  C  '  "W   «  n  

wie  sich  analog  den  Göring'schcu  Betiacutuugeu  lür  den  specielleu 
Fall  {=  0  §  9  I  leicht  nachweisen  lässt 

11—1 

Ist  dagegen  eine  ungerade  Zahl,  so  erhält  der  letzte  Factor 
Form  e  ** 

Man  mllflste  demnach  Im  Folgenden  zwischen  diesen  zwei  FäUen 
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uuterscheideu,  sotzt  mau  jedoch  jeUt  — ^-^  =       so  ergiebt  sieb 

sowohl,  wenn         gerade  ist,  als  auch,  wenn  es  ungerade  ist, 
»—1  «—1 

denn  der  letzte  Factor  nimmt  dann  in  beiden  FflHen  die  Form 
^im  =s  1  an. 

Für  den  speciellen  Wert  | 0  (iftUt  diese  Gleichung  mit  der 
Gdring'scben  §  9  I  (5)  zusammen. 

SetEt  man  dies  in  der  frflberen  Gleicbnng  ein,  so  folgt 

«—1  »—1  tl— 1  ♦ 

(VA)  ^  e  « 

wo 

ist;  diese  Forriu'l  schlicsst  wieder  als  speciellen  Fall  die  Göring^sche 
§  9  I  (6)  in  sich. 

Nach  dcu  irüheren  Gleichungen  können  wir  nun  aber  jedes  der 
in  der  letzten  Gleichung  anftrctendcn  Productc  durch  jedes  andere 
ausdrucken,  elirainirt  man  mithin  zwei  derselben,  so  bekommt  mau 
einen  Ausdruck  für  das  dritte  Product  und  somit  auch  sofort  die 
entspreclHMid<Mi  Werte  der  anderen  Prodacte  ausgedrückt  in  Theta- 
functioncu  mit  dem  Argument  0. 

Ellminiren  wu*  z.  B.  die  Prcdncte  der  Teüwert^  nnd  so 
erhalten  wir  die  Belation 

i-r/"—^-  n,  v*^ «+«)  -  Vi: 

oder 

wobei  .  ^ 

ist 


9 
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Ut  dieier  BelfttioD  Bind  «ber  aofort  ancb  die  folgenden  ge- 


(-1)  *  2  »  «        a*      i7*^(AT,  -  y  ^^^^^^  {To^ö^Ö^i 

oder 


H-1 


i/o,  (4^o^ä^ji)ö 
r  (40oO,o,>l 


oder 


«-1 

e  »  «k^^ÄT,«T+8ö  ^  ^^^^ 
21"."*  ST —  - 


17  ^ti..    .JLf^^     l/^«  (4^0^2^3)6 


Diese  Qletcfanngen  veprlaentiren  uns  für  den  speciellen  Fall 
I  -  0  geoM  die  OleichnngaeyBteme  Ton  Göriog  $  9  2.  (16)  und  (17), 

«nn  irir  beacliten,  dnss  unser     ^  ^a(0,  nr-h^)       ^«  ^  MO,  t)« 

1 

and  dass  »  =  «k  bei  Göring,  dagegen  jenes  »  »  — 2~  ist. 

A  far  die  reelle  Periode. 

?eifthrt  man  in  analoger  Weise ,  wie  für  <     1,  ffekr  so  ■ 

«k^  mn  nnmtttelbar  die  OOring'schen  Gleichnngen  §  9  3.  (23) 
ud  (S4): 


)6 
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(M) 

(-  =  I/'"' 

oder,  weno  mu 


setzt 


«-1 


(24) 


M-l 


«»— 1 


Combinirt  man  diese  Besnltate  noch  mit  denen  der  imaginftren 
Periode,  bo  ergeben  rieh  ohne  weiteres  anch  die  Gleichnngen  (%) 
(26)  und  (27). 

Wir  haben  damit  nach  unsrer  Methode  nicht  nnr  s&mmtHche 
GOring'scben  Formeln  für  den  allgemeinen  Fall,  dass  n  eine  an- 
gerade  Zahl  ist,  gefunden,  sondern  anch  noch  wenigstens  f&r  die 
imaginire  Periode  bedeutende  Erweitemngcn  dieser  BesniCate. 

Unsre  Methode  reicht  jedoch  noch  viel  weiter,  wir  erhalten  Tdllig 
neue  Relationen,  wenn  wir  nun  anch  die  AnsdiOolce  f&r  die  fibrigsn 
Coefficienten  vergleichen,  und  zwar  zunächst 

b)  die  fflr  die  Coefficienten  xg  und  ar».^ 
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>)  Fflr  die  imagioäre  Periode  ergeben  sich  to  iblgende 


j       ■  /  L    {  V  o„"\ 

=  6W 1»'  ("S""  öf )  -  ((«.*+V)-(o.'+'V))) 

Gäuz  ahulicbc  Ausdrücke  ergeben  sich  lur  die  Suuinion  der  Pro- 
dicte  der  Qootiealen  sn  je  — ^  dritten  Werten 

^  die  Coefticieuteu     uud         eutbaltcu  Bind.   Da  man  diese  je- 

M  diiect  tas  den  obigen  erbilt,  wenn  man  respcctive  mit 
~ — Oder  /Z*  — 7 — ^  multiplidrt  und  diese  Pro- 

13' 
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dv€te  rechte  nach  a)  durch  die  tiiiDsfürmirten  Thctafanctionen  mit 
dem  AzgQment  0  ausdrückt,  so  will  ich  sie  hier  nicht  noch  8j[>eciell 
angeben. 

ß)  In  gldcher  Wewe  feigen  fflr  die  reelle  Periode  fol- 
gende Bdationen: 

i  *  w*\  ■"  ~  ^o^i*  v"  0,  ~  0, ;  . 


— «uW    {■|--^)+(-'<".'+V)-w+v))  i 


In  diesen  letzten  sechs  Gleichungen  ist  uberall  Oa     ^«(O,  nr) 

nnd  ^.  —  ^«(0,  v),  iribrend  in  b)«)  0«  =  lr«^0,  nnd 

^^a(0,  t)  ist. 
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Diese  Formeln  finden  sich  nicht  mehr  in  der  Göring'schen  Ab- 
handlang.  wohl  aber  gelaugt  mau  durch  Specialisirnng  der  von  Herrn 
Dr.  Herstow>ki  m  seiner  Inangoral -Dissertation  §  3  (6)  — (17)  auf- 
gestellten Helationcu  za  gauz  ähnlicheti ,  jedoch  nicht  mit  dioseii 
identiichcn  Formeln.  Es  sind  dies  die  schon  von  TTorru  Prul.  Kron- 
ecker an-  b  neu  Formeln.  —  In  obigen  Gleichung  n  tritt  ausser 
den  Ttilw.  rttu  der  Thetafunctioneu  und  den  transbjnnirteu  Tlu  ta- 
fanctioiK  Ii  noch  jener  die  zweiten  Ableitungen  derselben  enthaltende 
Aasdm  k  auf.  Diesen  zu  entfernen  ist  im  Allgemeinerj  nicht  mög- 
lich, weiiigstoiis  nicht  auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege;  för  dio 
speciellen  Fäiie  jedoch  können  wir  obige  Summen  rational  durch  dio 
tra&sformirten  Thetafonctioneu  alleiu  ausdrucken,  da  wir  dann 

^'öT  '  "  ^  Gtdflsen  drateUen  können.  Z.  B.  iit 

ftr  «  =  3 

aV(Q.3t)    V(0^)_    si«i*Ä^  - 

für  »  —  5 

XOmen  wir  nnn  nach  die  einzelnen  Snnunen  nicbt  nUein  dnreh 
ThetafoDctioiien  mit  dem  Aignment  0  nnsdrOcken,  m  kdnnen  irir 
M  Beintionen  miselien  diesen  Summen  anfttollen,  in  denen  ansser^ 
tei  nur  noch  Tbetafnnctlonen  mit  dem  .Aigoment  0  «oltrelen.  lek 
Win  Büch  hier  nnf  die  der  reeUen  Periode  nnd  anf  die  der  imagi* 
ilicn  Periode  beeehrftnken,  in  denen  die  Teilwerte  denelben  swei 
üflCalimctionen  vorkommen,  nnd  anf  aolcbe  swiacben  der  reellen  nnd 
iMpntren  Periode  nnter  einander,  fttr  die  ein  glelchea  itatt  hat 
OiMliar  kann  man  anch  siriacben  allen  Obrigen  Relationen  anstellen, 
nt  mmitlelbar  klar  ist,  wenn  man  bedenkt,  daaa  die  Gleicbnngen 


Man  nudc't  bo  durch  ElmiiuaLiüu  der  zweiten  Ableitungen  fol- 
ge&de  Beziehungen: 
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1 


1 


wobei 

O.— *«(0,nf)   und  ^«  -  ^«(0,  t) 

iflti  ferner 


-i*  — - — — —  —  2.* 


wo 
iit 

Um  nun  Beziehungen  zwischen  den  Summen  der  Teilwerte  der 
reellen  und  imaginären  Periode  für  |—  0  herzustellen,  müssen  wir 

noch  in  den  Qleicbangeo  für  die  iraaginftre  Periode  statt  -  %  «in- 

fuhren;  dann  nehmen  die  iu  denselben  auftretenden  Ausdrücke  die 
i  oim  AU,  es  wird 
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Es  ist  dann  also  der  imaginären  Periode  gleich,  der  re- 
•  lien  Periode  uud  ^'^n  der  imaginären  Periode  gleich,  der  reellen. 
VertaoscJit  man  deshalb  in  den  Ausdrücken  der  ima|^D&reit  Periode 

0«  nd     nnd  elimimrt  dann  ny^  s^,  so  erhält  mau 

üQd  analog  fär  die  anderu  Sammen. 

e)  Gehen  nir  Jetzt  noeb  einen  Scbiitt  weiter  nnd  nnt^rrachen, 
«Me  Belationen  sich  ans  der  Vergleichong  der  Ausdrücke  fttr  die 
Coeffieienten     nnd        ergeben,  so  erhalten  wir 

2 

o)  für  die  imaginäre  Periode. 
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♦.<.!=g).,<>-:^) 

-  ä(V+V)[<Oi*+o.*)-(V+V)] 

-  ilö  [W+iW+o»«) -(*.•+(«>•-«)♦♦*»»♦+•.*)]} 

 ^s±(oi  .»."V,  v-g.yy  »A 

.V»»M8»^Vö,         /"*"    6»«  ^ 

-  12  (V- V-o«*)-(V~V)] 


Ganz  analoge  FomieUi  ergeben  sich  fttr  die  Summe  der  Prodncte  n 
2 


»—  5 

je  — nach  den  dritten  Aasdrflcken  für  die  Coefficientenc^nnddriM^» 
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dieselben  untt  r?<  lu  idou  sich  von  den  obigen  nur  durch  die  Factoren 
TOT  den  gewuudeueu  Klammern  aud  entstebeii  aas  ihnen  einfach 

fach  lUMpliettioii  Mit  Ih — y  -^X  resp.  Ä— 7 — "iJ-. 

b  tOen  obigon  GleiehaDgen  ist  Summe  nach  h  und  k  zu 
sebmen  too  1  bis  und  zwar  muas  k  fOr  jedan  Wert  von 

n — 1 

alle  Werte  ¥on         bis  — i^—  dorclilauien;  ferner  bedeutet  AberaU 


A  Auch  die  BeslehtiDgeii  für  die  reelle  Periode  haben 

eine  ganz  ähnliche  Form,  nad  will  ich  mich  deshalb  danut  buguugea, 
die  zwei  ersteu  aüzugebeu : 

Diese  Formeln  oder  aacb  ihnen  ähnliche  habe  ich  nirgends  ge- 

iuuieQ. 

mtn  diflseUiMi  nna  wieder  als  Aiegsuwleichniige»  cii 
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Grunde,  so  kann  roan  aus  ihnen  wieder  eine  Menge  Relationen  her- 
leiten, welche  die  Beziehungen  zwischen  diesen  Sommen  unter  sich 
und  zwischen  diesen  und  den  früheren  Summen  angeben. 

Diese  alle  aufzustellen,  wOrde  Jedoch  zu  weit  fhhren,  und  will 
ich  hier  nur  je  eine  für  die  reelle  und  imaginlre  Periode  vorfbhren, 
um  zu  zeigen,  wie  sich  dieselben  gestalten.  Es  ist  z.  B. 

"•.■(>.<5 

#0* V  r       18««       \      », ) 

_    i_  ((Q(,*+fV)- W+V)  (Ol 
-V#,M         IS»*  \0t  »tJ 

-  i^[(0„«-60.«03«+0,«)  -  (V-6*.**,'  +  »/)] ) 

Hier  treton  also  schou  in  diese  Beziehongen  die  zweiten  Ab- 
leitungen der  Thetafanctioncn  ein.  Nimmt  man  aber  noch  die  frübereo 
Summen  hinzu,  ho  kann  mau  dieselben  auch  hieraus  eliminireu  uud 
bekommt  dann  rationale  liezieüongen  zwischen  zweien  dieser  letzteren 
Summen,  einer  der  früheren  und  den  transformlrtcn  Thetafunctionen 
mit  dem  Argument  0.  Man  kann  die  zweiten  Ableitungen  aber  auch 
allein  durch  eine  oder  mehrere  der  früheren  Summen  elimiiiireu  und 
so  rationale  Beziehungen  zwischen  einer  vou  diesen  Summen  und 
einer  oder  melireren  der  frahereu  herstellen. 

In  gleicher  Weise  könnte  man  nun  weiter  gehen  und  die  Coef- 
ficienten  ^r^  uud  xn-'^^      und  .  auf  zweifache  W  eise  aus- 

drucken)  und  würde  so  zu  Summen  von  Frodnclen  zu  je  8  oder  Je 
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-g— ,  zu  je  4  oder  je  —^^y  ...  der  Quotienten  der  Teüwertc  ge- 
lugen  immer  aasgedrllckt  durch  die  Thetafanctiooen  für  die  NuU- 

werte  des  Argujneuta  und  zunächst  durch  Potenzen  von    q  ^tfiT' 

h  mtn  diese  aber  stets  mit  Hftlfo  der  frabereo  und  der  gleichartigen 
Summen  elimioiren  kann,  vird  man  alle  Sammen,  zn  denen  man 
gelangt,  rational  durch  alle  gleicbartigan  snd  niederen  Summen  und 
die  trausformirten  Tbetafanctionen  ausdrücken  können. 

Fassen  wir  schliesslich  Alles  zusaiamen,  so  ergiebt  sich : 

1)  Allgemein  kann  mau  nur  die  Producto  der  -~2^  verschiede«. 

nea  Teüwcrle  der  Thetaiunetionen  durch  die  Thctafnnctionen  selbst 
■it  dem  Argument  0  ansdrOcken. 

2)  Bationale  Beziehungen  zwischen  gleichartigen  Summen,  nur  in 
Tbetafunctioacn  mit  dem  Argument  0  ansgcdrflckt,  kann  man  lediglich 
ilkr  die  Summen,  welche  man  aus  den  Coefficienten     und  7m~i  er- 

bilt,  aai&teUen. 

3)  Alle  höheren  Sumuieii  kann  man  durcli  alle  niederen  Sunnncu 
and  die  Thetafuiictionon  für  das  Arguiiient  0  rational  darstellen, 
hierbei  können  auch  Summen  gleich  hohen  Grades  auftreten,  jedoch 
ucht  aosschliesslicb. 


S  3. 

9 

FOr  den  spociellen  Fall  n  »  3  erhalten  wir  die  wichtigsten 
Fornebi  unmittelbar  durch  Spedalisirnng  der  allgemeinen,  und  zwar 
kommt  hier  nur  die  erste  Reihe  der  allgemeinen  Untersuchungen  in 
Belradit,  die  sich  auf  die  Coefficienten  ar,  und       —  beziehen. 

Spetialisirt  man  so  die  Formeln  §  2.  a)a),  80  folgen  die  Be- 
ikhimgeu  für  die  imaginäre  Periode 

i  t  (11)1-4. 

Afck.  d.  lUtb.      Phj».   2.  Keihe.  Teil  I.  14 
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§  2.  (11)1-4. 

O9  =  ^a(0,  3t +  85)   und   ^«  ^  t) 
ist.    Für  i     0  siud  diese  Gieichnnpfon   mit  deo  ersten  vier 
Gleichuugeu  Göring  §  2.  (11)  ideaüach. 

In  gleicher  Weise  folgen  ans  §  2.  a),^)  mr  n  —  3. 

.Vi.,)_V3(^)i 

(11)5-8 

Zu  diesen  Gleicbongen  gelaugt  mau  für  diesen  spcciellen  Fall 
n  =  3  auch ,  wenn  mau  statt  «ier  Jacobi'schen  Gleichungen  Tabelle 
(A),  welche  ja  bei  den  allgemeinen  Betrachtungen  hinzugezogen  sind, 
die  der  Tabelle  (C)  m  Hülfe  nimmt    Setzt  man  dort  in  den  Glei- 

T— -86 

ehnngen  6,  4  und  2  «  ssr  y  —  J  resp.  —  und  eliminirt  dann 

nach  den  Gleichungen  für  die  Quotienten  der  Producte  der  Teil- 
werte,  welche  sich  in  dem  Fall  n  «  3  anf  Quotienten  sweier  ein. 

üushen  Teilwerte  reduciren,  eine  der  Grössen         resp.  *«(^^)' 

80  ergeben  sich  zunächst  die  auch  nicht  ganss  nnsymmetrischen  For- 
meln: 

y— 1«  ^i(r,  3t)  -  {^\^-t—ö^^i 
e  9^{x^  St)  =  Oy  ^^^^^^  _  u^tQ^ty^ 
•^^(t3t)-^* 

6    {)^(t,  3t)  —      .  ^^^»a,«  _  o,«Oj»)l 
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ood  ihnliche  Formeln  ffir  die  reelle  Periode.  Mit  Holfe  der  61ei- 
chongco  Abschnitt  I.  §  3.  (G)  redaciren  sie  sich  immittelbar  anf  die 

obigen. 

Mit  dem  Gleichungssystem  (11)  sind  nnn  aber  «och  sofort  die 
Syiteoe  (8)  and  (10)  gelaaden,  sie  entstehen  ja  ohne  weiteres  dtirch 

Mnltiplicatson  dsrOleiGbnngfftr  3r)  resp.  ^|((,  t)  mit  den  flbrigen 
Gleichniigen  derselben  Periode;  femer  folgt  auch  unmittelbar  (9),  denn 

Nüt  man  in  dem  Ansdmek  fOr        t)  ftUr  t     so  erbftlt  man 

foraos  soiori  klar  ist,  dass  die  Beziehung  stattfindet 

Auch  das  Gleichungssystem  (5)  kann  man  als  eine  Folgerung 
des  Systems  (11)  ansehen;  denn  bildet  man  ^o  -^o(^9  3r)-|'^t*^s(**^*) 
10  eigiebt  sich  nach  Göring  §  3.       die  Besiehung 

(5)^1    ^o'^oC'^»  3Ty  +  ^,.^5(T,  3t)  = 

iid  ebnao  erglebt  sich  nach  $  3.  (1)« 

Multiplicirt  mau  ferner  (r r-i  in<2  ü  2.  (5)j  mit  3t)  und  setzt 
die  Werte  nach  §  2  (ß)  ein,  so  kommt 

(T)  «>o* V^O^  +  V^o^V^o 

ud  eine  analoge  Formel  erhält  man,  wenn  man  §  2.  (5)^  mit  ^iHi) 
■oltiplidrt  und  nach  (10)  einsetzt: 

HiermH  shid  aber  sftmmtliche  für  uns  in  Betracht  kommende 
Gering  sehen  Beziehungen  fttr  » 3  gefunden. 

§4. 

Für  den  speciellen  Fall  n  ^  5  kommen  von  den  allgemeinen 

Uitersnehuogen  die  in  Betracht,  welche  sich  anf  die  (^oelficienten 

=  ;r„  xj  und  dßw-i  =    beziehen,  und  ee  folgen  die  ersten  der 
1  "s" 
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Göriiig'scheii  Formeln  wieder  einfiicli  dureh  Specialisimog  der  all- 
gemeinen and  zwar 

a)  der,  welche  wir  durch  :r„^  i         mit  HQÜc  des  Jacobi'schea 

Gleicbongssystomes  (A)  erhielten.  Fttr  den  specicllcn  FaU  n  —  5 
hatten  wir  auch  statt  dessen  die  Jacobi'sche  Tabelle  (B)  hinzuziehen 
können,  es  ergeben  sich  auch  dann  ganz  einfache  Beziehungen  2hn> 
Heb  denen ,  welche  wir  bei  n  «•  3  angegeben  haben  •,  jedoch  da  mao 
dieselben  auch  aus  den  durch  Specialisirung  der  allgemeinen  re> 
sultirenden  erhalten  kann,  wenn  man  sie  durch  das  Gleichuugssystem 
Abschnitt  I.  §  4.  (M;  umformt,  und  da  die  letzteren  noch  etwas  ein- 
facher sind,  will  ich  mich  hier  begnügen  diese  anzugeben.  Sic  lauten 
folgendermassen : 

tt)  fOr  die  imaginäre  Periode: 
oder 

Göring  §  4.  (12)  und  (8),  nach  (13) 

Göring  §  4.  (U) 
—  . . .  nach  Abschnitt  I.  §  4. 


4««''^p(T,  6t+Ö5)^o(2*,  5r+85) 


(18),  und  (3)j 


r  o,  (4»,v,i"  ^  (V-«.*) 


(lB)a  und  (3), 


(18),  und  (3). 
(16ö^9*AÖoO,Oa)l 
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(19)t  und  (6^)9 


^)  fiir  die  reelle  Periode. 

=  v'5(l6V2^3^>/A,r>.j)* 

l'^.CD^d)  =  )/      (40,0,0,)i  » 

Ferner  folgen  noch  unmittelbar  dnrcli  Vcrgleichung  der  reellen 
rad  üna(pnftren  Periode  für  i  —  0  unter  einander 

5>i(U*'^i(!)     ~  5t)*j(2*,  5t)  (6) 


(19)s  und  <ö»»). 


(19),  und  &>\ 


C/tt/5 


Hier  bedeutet  überall  :»,,  ^^,«(«1  t)  und  or),  ebenso  oben 

in  ß)i  während  in  o)  Oa  allgemein  gleich  i^a(0,  5t-|-^)  i^t. 

Ferner  folgen  ans  der  Form  der  olngen  Gleichungen,  welche 
GüiiBg  unter  (3)  und  (5)  angiebt,  die  zwischen  (5»)  nnd  (5»»)  ange- 
gebenen Fwmeln: 


Ml  t)V?,t) 


O^i-enn^^ix,  5T)8'j(2r,  5t) 
Og'-i— e^"ö-3(r,  5T)^3(2r,  5t) 
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Hiormit  riad  sftinmtilidlie  ans  lateresiireiidei  Formdn,  die  Güring 
in  §  4.  angiebt,  Mf  nnsenn  Wege  gefanden. 

b)  Wir  gehen  desluilb  jetzt  dazu  über  die  Formeln  zu  betrachten, 
welrhe  sicli  durcli  den  CorffiricntfMi  ergeben.  Diese  könnton  wir 
uuu  auch  anmittolbar  durch  Spccialisiruug  aus  den  aUgemeincn  ab- 

leiten,  and  es  wflrden  sich  jedenfalls  die  Ansdrflcke  fl&r  ZJ^t^ 

sehr  gut  dazu  eiguen,  um  analog  dem  im  Folgenden  eingescbla^encn 
Verfabren  die  einzelnen  Teilwerte  zu  berechnen ;  ich  habe  dies  je- 
doch schon  ausgeführt,  bevor  ich  die  allgemeinen  Untersuchungen 
anstellte ,  und  dabei  hauptsächlich  die  Gleichungen  Abschnitt  L  §  4 
(2)  und  (3)  benatsct,  also  Gleichungen,  welche  für  deu  allgemeinen 
Fall  nicht  anwendbar  sind.  Die  Besnltato  mtisscn  ja  schüesslieb 
dieselben  sein,  wenigstens  muss  man  sie  mit  Hülfe  der  für  n  5 
/wischen  den  transformirten  Thetafuuctionon  aufgosteUten  Beziehungen 
auf  einander  redadren  können.  Mein  Verfahren  war  nnn  folgendes: 

a)  for  die  reelle  Periode. 

Zunächst  combinirUi  ich  jene  Gleicliuugtii  (2)  uu<i  (D)  und  ele- 
imiiirte  daraus  den  Coefficienten  —  man  könnte  allerdings  aach 
eine  dieser  Gleichungen  zu  Ciruudc  legen,  jedoch  bietet  die  Combi- 
nation  den  Vorzug,  dass  die  Resultate  dann  von  vom  herein  sym- 
metrischer werdeu  —  j  hierdurch  ergiebt  sich  zwischen  und 
die  Relation 

oder  nach  Abschnitt  L  §  4.  (U) 

Setzt  mau  hierin  für     nnd      die  VVurzeiwerte  ein,  so  folgt 

V(i)^'(S)+^'(i)V(l) 

oder  wenn  nan  Ar  ^o^(i)^o^(i)  inch  a)  seinen  Wert  dnsetst. 

Würde  man  diesen  Ausdruck  (|nadriren  und  45>„-{ ♦).0'^-(;)J^,*(J) 
auf  beiden  Seiten  subtrahiren,  so  würde  man  am  h  lur  die  jJitiercuz 
^o*(i)V(i)— Wert  in  transformirten  Thetafunctio- 
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Iii  erhalten  und  somit  auch  einen  Ansdrnck  flOr  die  einzelnen  Glie- 
inr.  Dine  Differenz  erhält  man  aber  noch  leichter  dnrcli  die  Gld- 
tbong  8.  der  iMolii'aehen  Tabelle  (G),  wenn,  man  «  i,  y  ^  !  setzt 
Mtt  bekoarait  so  nnmittelbar 

km  diesen  beiden  Gieicliuugeu  ergiebt  sich  uumilteibar  addcudo 
aoii  subätralieuilo 

».•«i>»,'«)=i 

oder  wenn  man  die  Klammer  mit  Uttlfe  der  Gleicbangssysteme  GOring 
S  4  (18)  und  (19)  umformt 

In  gleicher  Weise  erbftlt  man  ans  den  Gleichnngssyatemen  n. 

md  ni.  „  _   

Ml)».'(i)-*.'(t)»,'(D  -  y6»,'(^sV|QaOiOä)i 

oder 

-      %  iv(v-o.')-»o'(0o'-».')±y5».0t(».'-<^i»)) 
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- o,  i*»'(o«»-».«)+*tW-Ot'')±y&».o,(v-<»t')) 

Um  nun  die  Werte  der  eiiizelnoii  Tßilwerto  m  erhalten,  ziehea 
wir  die  schon  im  allgcuieiuen  Fall  benutzte  Gleichung  hinzu: 

2«-o(^c,  t)^(x,  z)^,i^,  t)^>3(x,  r)  --^  ^o^,9'M2r,  r). 

Giebt  man  v  den  Wert  l  aod  quadrirt,  so  folgt  eine  Gleichwig,  die  * 
man  aach  so  schreiben  kann 

eine  ganz  analoge  Formel,  die  hieraus  entsteht,  wenn  man  nnr  die 
Argumente  l  nnd  {  Ter^anscht,  ergiebt  sieb,  wenn  man  «  den  Wert 
l  giebt.  Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  links  dio  oben  gefundenen 
Werte  ein,  so  folgt  unmittelbar 

oder 

-  128  (^wä Ö3-'H**^  V-'0,^)X  V 5*,0o(0o^-i>o=^;| 

Hieraus  ergeben  sich  nun  unmittelbar  nach  den  fraheren  Glei< 
chnngen  auch  die  Werte  für  dio  übrigen  Tcilwerto  und  zwar  ist 

W(V-V)+Wf*-<'t*)±yö.^aOs(*s'-V)) 
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oder 


oder 

In  gleicher  Weise  ergeben  sich  für  die  imaginftre  Pe- 
riode folgende  Relationen: 

Icii  will  dieselben  hier  nur  in  der  leUten  Form  angeben  und 
iwv  folgende  Bezeidinnngen  einfahren 

0.«(503«-^5«)-o,«{V-50,*)±^nöo(r)%'-V)  resp.  -  A'  od.  Ä*' 

o.^O,t-d,>t)+0,«{V~50,«)±^A(öö,>— V)  resp.  -  C"  od.  C" 
wobei  für  und  6  '  da:i  oboro  Zeichen  gilt  nnd  für  A"^  B" 

BBd  C"  das  untere. 

Wir  erhalten  so  folgende  einfache  Gleichnngen: 

.l/ÖtÖvOo 


14» 
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ferner 


-2e2^"fr,*(T,  5T)V(2r,  5r)  i^^^^^^^ 


2  5^)  -  8  (4^^<f,^,)i         Ä'.  C 

Ganz  analoge  Ansdrficke  erhftit  man  filr  d«(2T,  5t),  dieselben 
nnterscheideE  sich  von  diesen  nnr  dadurch,  dass,  wo  hier  X'  steht 
dort  X"  stehen  ninss  nnd  nmgokehrt 


Von  allen  diesen  Beziehungen ,  welche  wir  streng  nach  unserer 
Methode  erhalten  haben,  findet  sich  bei  Oering  keine  einzige,  and  es 
ist  anch  das  schliessliche  Besnltat  für  die  einzelnen  Teilwerte  bei  ihm 
ein  anderes  als  das  nnsrige.  Jedenfalls  aber  wird  man  nnsere  Ans- 
drttcko  anf  eine  der  vier  von  Gdring  angegebenen  verschiedenen 
Formen  rednciren  küunen.  Jedoch  wttrde  es  sehr  umständlich  sein 
anf  diese  Wmse  ans  nnsren  Gleichungen  die  G5ring*8chen  abzulei- 
ten; ich  versuchte  daher,  ob  ich  nicht  dadurch,  dass  ich  in  den 
GleichuDgssy Sternen  F  dem  Argument  x  bestimmte  Werte  beil(»gte, 
direct  die  BemUbungon  herleiten  könnte ,  die  G6ring  in  §  5  augicbt, 
Jedodi  waren  alle  diese  Bemahongen  ohne  Erfolg;  ich  £snd  dabei 
aber,  dass  man  mit  Hfllfe  der  in  a)  aufgestellten  Relatloneii  sehr 
einfach  aus  den  Formeln  der  Jacobi'schea  Tabelle  (C)  diese  Be- 
ziehungen erhält,  wie  folgt: 
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Setzt  man  in  der  foofzehnten  GleicbaDg  der  Jacobf sehen  Tabelle 
(C)  z  —    y  =  1,  so  nimmt  8ie  die  Gestalt  an 


2W«(i)*o(l)=*o(i)^o(l).*B(iW2)+^jU)*,(l).*tU)*i(|) 


Setzeu  wir  rechts  für  die  rruducte  «^a(5).^o(|)  die  Werte  ein, 
so  ersieht  sich 


oder  nach  Abschnitt  I.  §  4.  (Ii) 

(5),  -(V5<io-^o)(V50,+*«) 

Setzt  man  «        y     1^  so  folgt  ganz  analog 

(ö),   4^0(1)^3(0  =  (l/5öo  +  ^o)(V50a-vt3) 

In  gldcber  Weise  ergeben  sich  aus  (G)u       «nd  (6)4  nnd  ans 

(C)i3  (5)5  and  (5)6. 

Setzt  man  fittr  x  nnd  y  resp.  ^  nnd  so  erhält  man  ganz 
inalog  die  ßclationou  filr  diu  imaginäre  Periode  §  5.  (3). 

Nachdem  es  su  golongcn  ist  auf  einem  von  üöring  abwcicbon- 
i  !i  Wege ,  ühue  Hülfe  der  Schroter'scheu  Arbeiten,  die  Gloichun^on 
.11  r/iistellen ,  von  denen  Goring  ausgebt,  um  die  pinzelnen  Teilwerte 
-iiliiii  Jarch  die  Li'ausfürmirteu  Thetafuuctiouen  auszudriickeii,  köuucu 
wir  im  übrigeu  scineu  sehr  hübsehen  Entwicklungen  folgen  und  be- 
kommru  so  ganz  elementar  fünf  verschiedene  Darstellungen  fflr  die 
Teilwirte.  Zu  diesen  kommt  nun  noch  als  sechste  die,  welche  wir 
streng  Dach  ansrer  Metbode  erhalten  haben. 

Nachdem  ich  nnn  nachgewiesen  habe,  dass  anch  ftr  die  speci- 
eltea  Falle  » *^  3  nnd  1»  —  5  nnsre  Methode  nach  jeder  Richtang 
luB  branehbar  ist,  will  ich  Ht  jetzt  die  Arbeit  hier  abschliessen. 
Offeohar  wird  sie  anch  für  höhere  Fälle  n  «  7  etc.  ansreichend  sein, 
h  ja  immer  eine  grosse  Menge  Bestimmnngsgloichungen  zor  Ver* 
fitgsog  stehen. 
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Miscellen. 


1. 

Zur  PoladtAtstlieorie  des  l>rei8«itOk 

J  sei  das  lakrcisccutrmn  dva  Axcudrciecks  ABC.  AJ  treffe  BC 
in  J„.  Q  =  qaqbqc  sd  üiü  beliebiger  Punkt  in  der  Drcicckebcne. 
AQ  treffe  BC  in  Qa.  QbQe  schneide  ^U»  in  tt.  W  üege  zu  •/«  be- 
zUgUch  barmoniscii. 

Wir  finden: 

Ql,  =  qa  0  qc 

Qc  =  2«         <26  0 
^<2e  5  ~  fi»9c  9eS« 

AJ=       0  1—1 

Ä  S  5e  56  -(-  3c  3«        (/i  qt:        qb  qc 

Vcrbiudeu  wir  die  Punkte  B^  C  mit  ^  and  so  triflfk  die  Yer- 
bindungsgerftdo  der  Schnittpanlcte 

(BA,    Cffl),       {Bn,  CA) 

die  AJa  in       Es  ist: 

BAzs         0  0  1 

01=  — qbqc       9«  4>+9c94i  0 

OAs         0  1  0 
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Somit  erhalten  wir: 

(8%    CA)  =  qaqb  +  qeqa  0  ^»9« 

Die  Verbinduigsgenuie  dieser  Fankte  bat  die  Form: 
•^qbqc     aflfl»+(Zc5«  9agft+(Zc(Z» 
Sie  tritt  die  JJ«  in 

Die  W  liegen  in  einer  Oeraden,  wenn 

2«a  SA  +      qa  qb  qc  qbqc 

qc  9«  %  9« + 9&  9«  9« 


Mau  findet: 


S9«9«+^9« 


29»9«+S9r9«+^a9>         9^9^  9»9c 

^  =  j  2qkqc-\-  2qc qa  +       qb    '^qb qc  +22« ^6    qc qa 

'1  9e  2* 


9a 

2aa  +  2g4 


—  29i9c29Age  1  2gc+2ga 

1  9« 

;  1        9«  9» 

—  S^ige-^g^Sc  I  0    2c  +  2ga      qa  —  qb 

10     9a  — 9«  29«+9i 

-        _         gcH-2<7„    7„ — qq  \ 

—  39i9c^»9c  o   _i_  I 

^*     *^  :9«— 2c    2ga  +  96  1 

=  69«  9»  9«^9»  9«  «^ga 

Die  Cnnre 

XaXbXc^Xa^scbarc  0 

Krfiült  in  die  Geraden 

««i-O,     «»=^0,  «fO^ 
die  Axen  des  Coordinatensjstems, 

Ä,  =  0, 

^  fiannonikale  von  J  and  in  den  Kegelschnitt 


ExkXc  —  0, 

die  koniscbo  Polare  voa  J, 

Den  Ort  der  Punkte  Q,  ftr  welche  die  ?l'  iu  oiner  Geraden 
liegen,  bilden  aleo  Ausser  den  Dreieckseiteu  die  gerade  und  koniscbe 
Polare  des  lakrelscentmina. 

Darch  Projection  erhalten  wir  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Py  Q  seien  zwei  Punkte  iu  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC  AP, 
AQ  treffen  BC  m  Pn,  Qa-  (hQc  schneide  APa  in  VI.  W  liege  zn 
Pa  bezfiglScb  harmoniscii.  Die  W  liegen  in  einer  Geradeu,  wenn 
Q  anf  der  geraden  oder  konischeu  Polare  des  Punktes  P  bezüglich 
des  Dreiseites  ABC  liegt. 

Wien,  Marz  1884. 

Emil  Hain. 


2. 

Bemerkwig  in  einer  BreleekeanliAbe. 

Der  vou  lierru  JackwiU  im  G7.  Bande  des  Archivs,  S.  336,  bc- 
luuideltcu  Aufgabe: 

„Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine  Gerade  zu  ziehen, 
welche  die  Schenkel  eines  gegebenen  glcichschenkeUgen 
Dreiecks  so  schneidet,  dass  der  obere  Abschnitt  auf  dem 
einen  gleich  dem  unteren  Abschnitt  auf  dem  anderen 
Schenkel  ist^ 

lässt  sich  noch  durch  folgende  Betrachtung  eine  interessante  Seite 
abgewinnen. 

Sieht  man  zunächst  von  der  Bedingung  ab,  dasä  die  gesuchte 
Gerade  durch  den  festen  Punkt  P  gehen  soll,  und  fesst  man  alle 
diejenigen  Geraden  ins  Auge,  die  der  anderen  Bedingung  genügen, 
so  umhflllen  dieselben  bekanntlich  eine  Parabel;  die  Aufgabe  ist 
also  darauf  znrflckgefahrt,  an  diese  Parabel  von  einem  gegebenen 
Punkte  die  Tangenten  zu  ziehen. 

Es  ist  nun  in  der  Tat  möglich,  diese  Aufgabe  mit  Lineal  und 
Zirkel  zu  Idsen,  ohne  die  Parabel  selbst  zu  zeichnen. 

Ist  (wie  a.  a.  0.)  BC  die  Grundlinie  ,  A  die  Spitze  des  (zcffcbc- 
nen  Dreiecks,  und  sind  wieder  D  uud  A  die  Mitten  der  gieiciicji 
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Schenkel,  so  gehört  DE  zu  den  einhüllenden  Geraden  uiul  ist  die 
Scheiteltaugente  der  i'aiubel;  die  Pajubehixe  ist  die  Höhe  All,  ihr 
Scheitel  die  Xitte  6'  derselben.  Auch  AB  und  AC  gcuügeu  der  ge- 
gebenen Bedingung,  simi  also  Tangenten,  und  IIB  und  HC  sind  die 
Onlinaten  ihrer  Bertihrungspuukte,  weil  SU  =^  SA\  miiliiii  sind  B 
\\\\\  C  selbst  Parabelpuukte.  Schneidet  das  in  C  auf  CA  errichtete 
Uit  die  verlängerte  AH  in  Q,  so  ist  HQ  als  Subnormale  gleich  dem 
Ualbparameter ,  der  Brennpunkt  ist  also  der  Schnittpunkt  der 
Hohe  mit  der  Mittelsenkrochteu  DC'vou  AC,  d.h.  er  ist  der  Mit- 
telpunkt des  Umkreises  von  ABC, 

Beachtet  man  uun,  dass  jede  Taugente  der  Parabel  das  vom 
Breuüpunktc  auf  sie  gefällte  Lot  auf  der  Schciteltangente  DE  trifft, 
so  zeigt  sich,  dass  ein  zweiter  Punkt  Z  der  gesuchten  Tangente 
dcrjeuige  ist,  iu  dem  der  über  PO  als  Durchmesser  beschriebene 
Kreis  die  Gerade  DE  schneidet. 

Sonnt  crgicbt  sich  folgende  Gonstructiou: 

Man  verbinde  die  Mitten  IJ  und  K  der  gleichen  Seiten  des  ge- 
gebenen Dreiecks,  bestimme  den  Mittelpunkt  O  des  Umkreises  und 
zeichne  den  Kreis,  der  PO  zAim  Durchuiosser  hat.  Schneidet  DE 
diesen  Kreis  in  den  Punkten  und  J^,  so  losen  die  Geraden  BZ^ 
imd  PZ^  die  gestellte  Aufgabe. 


Was  (jü6  Determination  betrifft,  so  ist  die  notwendige  Be- 
diDgang,  dass  F  ftvsserbalb  der  Parabel  liege.  Die  Scheitelgleichang 

derselben  ist,  wie  leicht  ersichtlich,     «=  — wo  o  die  halbe Grund- 

üiie,  h  die  Hohe  des  Dreiecks  bedeutet  Die  Coordinaten  von  P 

üiu&sen  also  der  Bedingung     ^  genügen. 

Lässt  mau  als  Lösangen  der  Aufgabe  auch  die  Tangenten  gelten, 
üe  erst  die  Verlftugemngen  der  Dreiccksschenkcl  in  der  geforderten 
Weise  schneiden,  so  gibt  es  bei  Erfüllung  der  angegebenen  ün- 
gjtiidiheit,  die  durch  eine  einfache  Construction  zu  untersuchen  ist, 
stets  zwei  Gerade,  die  im  Grenzfall  (wo  P  auf  der  Parabel  liegt, 
I.R  in  5)  zu  einer  einzigen  znsammenrflcken.  Man  ttbersiebt  femer 
leidit,  dass  man  zwei  Lösungen  im  engeren  Sinne  erhält,  wenn  P 
inoeriüüb  des  Winltels  BAC,  zwei  Lösungen  im  weiteren  Sinne,  wenn 
P  in  dem  Scheitelwinkel  desselben  liegt,  während  jeder  Punkt  P 
tnocrhslb  eines  der  Nebenwinkel  zwei  Lösungen  verschiedener  Art 
liefert. 
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224  Miicetten, 

Die  oben  gefandene  Gonatrnction  Iftaat  sich  flbrigens  andi  ohne 
Eegelschnittsbetrachtotigen  begrfttideti;  die  betrcffeadea  Gedaoken 
anterscbeiden  sieb  nur  wenig  von  denen,  die  zn  der  Ton  Herrn  Jack- 
witz gegebenen  LOsnng  fübren. 

Berlin,  April  1884. 

Heinrich  Simon. 
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(•(boouubr) 


XIL 


üeber  Projectivität  und  partielle 
Differentialgleichungen  in  der  Geoiuetrie. 


Von 

Th.  Sanio. 


Das  FuDdament  der  Greometric  in  ihrem  ratiouclleu  Aufbao  bilden 
^^it  Steiner  („Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  geome- 
mscber  Gestalten")  die  Begriflfe  der  Projectivität  der  Punktreihou 
Md  der  StrahlbQschel.  Will  man  diese  Begriffe  mit  Steiner  geome- 
trisch definiren,  so  geschieht  das  bekanntlich  mit  Hilfe  der  auf  reiner 
Anschaanng  beruhenden  VorstellungCD  der  Perspectivität  und  Gon- 
^menz.  (Man  verschiebt  ein  Gebilde,  zum  Beispiel  eine  Punktreihe, 
ohne  Veränderung  der  Form  ihres  Trägers  und  der  gegenseitigen 
Lift'  ihrer  Elemente;  eine  derartige  Verschiebung  iuvolvirt  den  Be- 
griff der  Cougrueuz).  Die  analytische  Geometrie  ermöglicht  eine  in 
gmaer  Hinsiciit  dircctere  Definition  der  Projectivität. 

Seien  x  und  |  die  Abstände  zweier  entsprechender  Punkte  P,  n 
der  beiden  Panktreihen  von  zwei  bestimmten,  übrigens  beliebigen 
Pinkten  0,  0'  derselben,  welche  keineswegs  entsprechende  Punkte 
n  lein  brauchen ,  so  sind  die  Punktreiben  dann  projectivisch ,  wenn 
nriichen  den  Abständen     ^  eine  lineare  Relation 

Destehk 

Diickt  mnk  dorcli  Anflöaung  dieaer  Gleichung  nach  «  letztereB 
Mb  {  nt,  80  erbftlt  man  fflr  «  eine  Funetion  von  dmelben  Form; 
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auch  durch  Verschiebung  der  Coordinatenanfangspunkte  0,  0'  tnf 
ihren  Trflgern  wird  die  allgemeine  Form  dieser  Relation  nicht  Ter- 
ändert 

Icli  will  nun  sofort  zur  analytisrh*j?eometrisciien  Definition  der 
Pt*ojecti vität  geradliniger  S  t  r  a  h  1  h  \\  s  c  h  o  1  übergehen ,  da  die  Pro- 
jectivitüt  der  StrablbUscbol  die  Basis  der  folgeuden  BetracbtuDgeu 
bilden  wird. 

Seien  0,  O'  die  Mittelpnnkte  der  beiden  Strablbflsche] ,  a  and  a 
zwei  beliebige  Aniangsrichtangen,  von  welchen  aus  man  die  Winicel 
zfthlt,  und  welche  keineswegs  entaprecbendo  Strahlen  tu  sein  brau- 
chen, 7>,  n  aber  zwei  entsprechende  Strahlen.  Bezeichnet  mtn 
nun  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel  (ap),  (an) 
respcctive  durch  t  und  t,  so  sind  die  StrahlbQschel  dann  perspectiv 
visch,  wenn  zwischen  t  nnd  t  eine  lineare  B<*lation 

^  + 

besteht 


Anuierkun^r.  Hier  lipsso  sich  di«  Tht'orie  der  Doppclverhältnissc  aiw 
ihrer  bciotulcru  l'älle,  also  namentlich  der  harmuiiitieheii  Teilung,  anfechlicaseD. 
Will  man  n&oilich  die  Gleichung  der  Projectivittl  dnreli  Paftre  ctiuprdiewtflr 
StraUeo  Midrtekm,  to  ist  ant  dar  Anaahl  dar  Coefficienten  klar,  daat  drei 
Paare  enfspredieiider  Slrablen  gegeben  sein  mftsien,  an  die  CoeffldeDtea  der 
Gleichung  an  bestimnieo.  Menat  man  die  trigonometrischen  Tangenten  derWhiM, 
welche  diese  Strahlen  mit  iwei  beliebigoi  Anfengirichtangen  bUdan,  lespeeliva 
II  'et  h  vnd  tu  rti  r«,  und  das  vierte  Paar  wieder  Tf  so  findet  man  die 
Gleiehang  der  Pfojectivitat  sofort  in  der  Form: 


»1 

1 

1 

1 

1 

-0 


Durch  T  infoMuunf;  vcrmiUelst  der  beknnnien  Detcrminantcnsfttzc  redacirt  lieb 
diese  (ilcichuiig  auf  die  überraschend  einfache  Form: 

Die  Function  auf  jeder  Seite  dos  Gle ichheitBscicUcns  ist  das  sog  nannte  Dop- 
pelverbftUntSf  oder  anharrooni.schc  Function. 

Vier  Paare  entsprechon  h  r  Strahlen  zweier  perspecUvitcher  fc>irahlb&sclKl 
haben  also  gleiches  Doppelverb&ltnias. 
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Diese  Relation  besitast  analog  der  fOr  Ponktreihen  geltenden  die 
Berkwflrdige  Eigenschaft,  dass  bei  Yerändernng  der  AufangBrich- 
tBogen  0,  a\  von  welcbeu  aus  man  die  Winlcel  reebnet,  die  lineare 
Form  bestehen  bleibt;  es  ist  dieses,  wie  man  leicht  siebt,  eine  Folge 
der  so  Qberaos  einfiuiben  [rationalen  und  in  Beziehung  auf  Jeden  der 
beiden  Bestandteile  linearen]  Form  des  Additiousthcorems  der  Func- 
tion taQgci.8,  wodurch  sich  diese  vor  den  Functionen  sinus  und  co- 
rioos  auszeichnet;  der  innere  Grund  dafür,  dass  diu  prujoctivische 
fieziebung  der  StrablbOschcl  gerade  durch  die  Function  taugcns  dar- 
gMteUt  wird.  Uebrigens  kann  man  sich  bei  dieser  Darstellang  an 
Sielle  der  Tangente  auch  einer  allgemcinern  Function  bedienen, 
fdcbe  im  Wesentlichen  denselben  Charakter  hat 


Bezieht  man  ilie  Winkel  jedes  Strahlbttschcls  auf  eine  andere  Anfangs- 
riditaug.  so  ändern  »ich  die  Weite  der  t  and  t,  und  man  bat,  vrean  man  die 
acten  tqd  den  «Iteii  dnrcb  einen  Slrich  nntencbeidet: 

%.§.  w.  Die  Sabttitntion  dleter  Werte  so  die  anhamoniscbe  Function  ergiebl 

Dfr  Wert  A^B  Doppclvcrhältnis^es  ist  demnach  imnbhängii;  von  der  Anfangs- 
rirhtorii:,  auf  wclthe  ojan  die  Winkel  ])(./ieht.  Erriehti't  nuiii  nun  in  irirend 
fioeru  Funkte  der  Anfangitrichtung  auf  ihr  eine  Senkreehle,  welche  von  den 
Sttiblen  p,  p^,  p^,  p^  in  den  Punkten  l\y  P^,  i\  geschuittcn  wird,  »o 
ilt  Mir,  da»  dae  DoppelverblltDiaa 

«ird.  Man  hat  daher  Veranlassung,  den  rechter  Hand  stehenden  Ausdruck 
ab  dfti  DeppelvetbiltDitf  der  Tier  Punkte  der  Traiuvertnle  su  deflniren.  Da 
«Mh  den  Vorfgen  der  Wert  dieees  Do^pelverhiltnisiea  von  der  Anfangiridi- 
ttif  a  —  der  Komale  der  TransTeraale  —  vnabhangig  ist,  so  ist  klar ,  das» 
Ar  alle  mOgliehen  dureb  das  StraUbOschel  (p,  p,,  p,,  p^)  gelegten  Trans- 
renalen  das  Doppelvcrliiltnias  denselben  Wert  bebilt.  Damit  ist  die  Gmnd- 
1^  fSr  die  Lehre  von  der  ReciproritSt  der  Pnnktreihcn  und  Strahlbflsebel 
U'^hen.  —  Da  bi-i  der  allge  niei  ncn  UnterSBcbttng  des  Corrclationsbegriffes 
lii«  hamionisehen  VrrhäI(ni.>i<>o  wie  die  sogenannten  ^nirtnschcn  Relutiunen*' 
flbfrfianpt.  10  ricl  ich  sehe,  nirht  von  selbst  und  ungcsueht  „in  da»  Gesiehts- 
feld  de«  Beabachtera  treten",  so  geschieht  ihrer  in  dem  Folgenden  keine  £r- 
«Iknaag. 

15* 
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Sei  BAZ  ein  beliebiger  Winkel  s,  imd  man  lehneide  die  Sebenfcel 
deraelben  dorch  eine  Gerade  BZ,  welche  mit  der  Riebtong  AB  einen 

BZ 

bestimmten  Winliel  %  bildet;  alsdann  ist  das  Verbaltniss  -j^  eine 

Fnnction  des  Winkels  s,  welcbe  ansserdem  nnr  noch  Ton  dem  con- 
Staaten  Winkel  »  abbAngt  Man  könnte  sie  etwa  als  „schiefe  Tsa- 
genta  des  Winkels  bezeichnen,  da  sie  von  der  trigonometriicben 
Tangente  sich  dadurch  nnterscheidet,  dass  der  von  beiden  TerbiU- 
nisslinten  eingeschlossene  Winkel  anstatt  eines  rechten  ein  schiefer  ist 

Bezeichnen  wir  diese  Function  fOr  den  Angeabick  darcb  9(1), 
so  indet  sich  leicht 

W)   .  ^  • 

oÜL-r  umgekehrt: 

tff  ^  sina.y(«) 

Vermitelst  der  letztern  Formel  kann  das  Additionstbeorem  der 
trig.  Tangente  in  das  Additionstheorem  der  Function  9  transformirt 
werden.  Man  erhalt: 

Diese  Formel  liat,  da  x  coustant  ist,  im  Wesentlichen  denselben 
Charakter  als  diejenige  fUr  tg(«4-<*)- 

Man  kann  nun  in  der  Definitionsgleichung  der  projectiviscben 
Beziehung  zweier  Strablbflschol  an  Stelle  der  trigonometrischen  Tan- 
genten die  Function  <p  einführen,  wobei  die  beiden  den  Tangenten  der 
Winkel  (ap)  und  (a'p)  entsprechenden  Functionen  auf  zwei  ver- 
schiedene  Farameterwinkel  k,  »,  bezogen  werden  dürfen. 

Nach  diesen  Bcmcrkuiigeu  über  die  Detiuition  des  Begriflfe  der 
Projectivitiit  soll  naii  eme  ganz  beliel>i«e  Gorrelatiou  zweier  Punkte 
I\  n  der  Ebcue  ius  Auge  gefasst  werden.  (Ich  beschränke  mich 
hier  auf  die  Betrachtung  der  Correlationcn  gleichartiger  Elemente  in 
der  Ebene). 

Die  Coordinaten  der  Punkte  II  seien,  auf  dasselbe  rechtwink- 
lige Coordinatensystem  bezogen,  respective  «,  y  und  |,  17. 

Eine  solche  Correlation  wird  analytisch  durch  zwei  Gleichungen 
definirt;  man  denke  sich  aus  diesen  |  und  als  Fanctionen  von  x 
und  if  dargestellt,  es  sei 
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Emcr  oQcadlicb  klcioea  VerschicbuQg  ds  =  Vcios^  -f-  dy^  des  PonktOB 
r  ^irrl  im  Allgemeinen  eine  Verschiebung      =  Vrf|*  +  rfij*  des 
Pukktes  n  von  demBelbeD  Grade  der  Kleioheit  entsprechen.  Ter- 
Bflge  des  Znsammenhangee  der  Grossen     ff  nnd  0,  y  wird 

Die  trigonometrischen  Tangenten  der  N<'igungswinkel  der  Elc- 
yin'Dte  r/.s-,  f/a  gegen  die  Abscisseaaxe  mögen  respoctive  durch  t,  t 
be^ekknct  werden,  so  dass  also 


Auf  diese  Weisi  rrh  ilt  mau  durch  "Division  der  für  li^,  dri  ge- 
gebenen J>ifiercQtialaasdrücke  die  lineare  Relation 

zwischen  t  und  t. 


Denkt  man  sich  t  und  dem  cnsprebend  t  veränderlich,  so  ent- 
ipricht  dem  in  der  Anschauung  die  Drehung  des  Elements  d*  um 
den  i'uukt  P  und  des  entsprechenden  Elemouts  da  um  den  Punkt  II. 
Dabei  beschreiben  die  Elemente  ds,  da  zwei  projcctiv ische 
Strablbas  cbel. 

So  Iftbrt  der  Begriff  der  geometrischen  Verwandtschaft  (Gor- 
fdation)  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  genommen  ^  denn  auch  för 
den  Baum  ergiebt  sich  ein  entsprechendes  Resultat  —  sofort  auf  die 
h«gectiTitit  der  StrahlbttscheU  nnd  man  würde  Veranlassung  haben, 
d«  darch  den  Schnitt  entsprechender  Strahlen  der  beiden  projectiTi- 
tthen  Bttschel  entstehende  Gebilde  su  antersochen,  wenn  solches  nicht 
bersits  ?od  den  Schöpfern  der  neuem  Geometrie,  am  Umftssendsten 
Ml  den  grossen  Geometer  Stejner,  geschehen  wflre. 

Diese  Untesmehung  würde  sich  sehr  simpel,  dabei  ohne  grosse 
Bsehnug,  durch  Benutzung  des  gewAhiilichen  Gartesins'schen  rechte 
«Wigea  Goordlnaleiiqrstems  iBhren  lassen,  wenn  man  Toraussetit, 
dsH  die  einfachsten  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  als  Cnrven 
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zweiter  Ordunng  zuvor  durch  dieselbea  Hiiismittel  festgestellt  worden 
sind. 

Da  die  S&tze,  rnn  welche  es  sich  handelt,  und  welche  dem  Fol- 
gcuden  zur  Grundlage  dienen,  sehr  bekannt  sind,  so  wird  es  genfl- 
gen,  sie  hier  einfach  anzugeben: 

1.  Die  Durchschnittspunkte  entsprechender  Strahlen  zweier  pro- 
jectivisclirr  Strahlbüschel  liegen  auf  einem  Kegolschnitt,  welcher  aoch 
durch  die  Mittelpunkte  der  Strahlbüschel  hindurchgeht 

2.  Wenn  die  beiden  Strahlbüschel  einen  Strahl  gemeinschaftlich 
haben,  welcher  in  diesem  B'alle  die  Verbiudnngslinie  ihrer  Mittel- 
punkte ist,  so  wird  die  Schnittcurve  eine  gerade  Linie  (man  sagt; 
die  StraliilMisi  hei  liegen  perspectivisch)  oCut.  wie  man  die  Sache 
auch  auflassen  darf,  ein  Linienpaar.  ind  Mn  die  Vorbindungslinie  der 
Mittelpunkte  als  die  zweite  Gerado  des  i'aares  anzusehen  ist. 

Ein  dritter  Satz,  welcher  ebenfalls  eine  allgemeiae  Eigenschaft 
der  projectivischen  Strahlbfischel  ausspricht  nnd  ebenso,  wie  die  hei* 
den  vorigen,  zu  den  Fnndamentalsfttzen  der  Steiner^schen  Geometrie 
gehört,  folgt  ans  Formeln,  welche  das  Ergcbniss  einer  Transformatios 
der  Gleichung  der  perjectivischen  Beziehung  sind ;  diese  Formeln  sind 
fQr  die  allgemeine  Theorie  der  Correlatiouen  TOn  Wichtigkeit  uid 
müssen  daher  entwickelt  werden. 

Zur  Abkftrznng  mag 

gesetzt  werden. 

Die  Fundaoientalformcl  L  lautet  auf  diese  Weise: 

^  _  6,  +  V 

Die  Winkel,  deren  trigonometrische  Tangenten  t  und  t  sind,  be- 
'  ziehen  sich  beide  auf  eine  nnd  dieselbe  Anfangsrichtung,  die  Rieb- 
tnng  der  Abscissenaxe  des  Coordinaten^stems.  Da  nach  dem  Frühen 
durch  die  Einführung  beliebiger  anderer  Anfangsrichtnngen  an  Stelle 
dieser  die  lineare  Form  der  Gleichung  sich  nicht  ändert,  so  li^  es 
sehr  nahe,  dnrch  Einfühmng  passender  neuer  Anfangsrichtnngen  die 
Gleichungen  zn  vereinfachen,  was  dem  Begriff  einer  Coordinateii' 
transformation  entspricht 
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Seien  resp.  k  und  x  die  Tangenten  der  Winkel,  welche  die  bei- 
den Denen  Anfangsrichtungon  mit  der  ursprüDglichen ,  der  Kichtung 
der  Abscissenaxc  bilden ,  und  t' ,  x'  die  Tangenten  der  neuen  ver- 
ioderlichen  \V  mkel|  so  wird  vermöge  des  AdditionstUeorems  der  Func- 
tion taogens 

.     k  +  t' 

ond  die  Stbstitatioii  dies^  Aasdrflcke  liefert  die  Gleicbong  der  Pro- 
jeetiTilit  in  der  nenen  Form,  welche  Mia«Brdem  nach  den  Variabcln 
ud  t'  geordnet  werden  mag.  Dieselbe  lantet: 

+[«(o,-ia,)-.(4,-tt,)]c'+Ji(ö,+i»^)-(ii+tt,)  - q 

Mui  wird  nch  also  die  Aufgabe  stellen,  zwei  der  Coeffieienten  dieser 
Gkidnmg  durch  geeignete  Veifttgung  Aber  k  und  %  zum  Yersehwin- 
den  sn  bringen. 

E«  ist  za  erwarten,  dass  dieses  für  die  Cootticienten  von  t*x*  nnd 
ton  i'  zugleich,  oder  für  die  Coefhcieuten  von  t'x'  und  x'  zugleich 
im  Allgemeinen  nicht  möglich  sein  wird,  ebenso  wenig  für  das  cou- 
stante  Glied  und  einen  d«T  Coofticicnti'u  von  t'  und  r',  weil  in  allen 
diesen  Fällen  eine  der  Variabein  t'  und  x'  von  der  andern  onab- 
läfigig  werden  und  in  eine  Constante  degeneriren  wOrde. 

Fahrt  man  die  Rechnung  dennoeh  für  einen  dieser  Fälle  dnrch, 
etwa  fttr  den  ersten,  setzt  also  die  Coeffieienten  Ton  t'x'  und  x'  gkich 
NalJ,  so  folgt  aas  den  Gleichungen 

dsieh  £limiuation  von  %  die  Gleichung 

Das  Nullsetzen  des  zweiten  Factors  dieser  Gleichung  führt  zu  einer 
fftr  jede  Stelle  des  Gebiete  vorhandenen  Lösung,  welche  aber  ima- 
ginlr  ist   Sie  lantet: 

0,  — tg,      _ai  +  M»» 

worin  i  dio  beiden  Werte  der  beseichnet}  erfüllt  man  aber  die 
OMchnng  dadurch,  dass  man  den  ersten  Factor  derselben  gleich  Null 
•eist,  also  feotMtzt,  dass  sich 
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verhalten  soll,  so  setzt  man  dftmit  eine  besondere  Eigemduft  der 
Comiuti  u  fi  st.  weiche  (wie  sicb  nftcbweiteii  iSsst)  keiner  allgemein 
und  einer  beliebig  gegebenen  nnr  «n  bestimmten  Stellen  dtes 
zukuiüuit.  Dämlich  auf  einer  Cunrc,  welcbe  dnrcfa  jene  Oleielmg 
stimmt  wird.   Wir  werden  nacbher  »ttf  die  Gldcbnng 

oder 


Bx  dz 

H  h 
5 


—  0 


•noch  durch  eine  andere  Betrachtaug  gefuhrt  werden. 

Dn  die  drd  andern  oben  genannten  Gombinationen  im  Wesent- 
lichen anf  eben  dasselbe  Bcsnltat  (nftmtieh  anf  die  Gleiehnng  o, 
b^ib^)  fiftbren,  so  bldben  snr  nodi  iwri  Combiaatiimen  n  uter- 
incben. 

Setzt  man  den  Coettcienten  von  iV  nad  das  constante. Glied 
gleich  Noll,  also 

so  erhält  man  aus  diesen  Glcichnngen,  indem  man  die  eine  der  bei- 
den Unbekannten  eliminlrt,  qoaikatische  Gleichungen  für  k  und  at, 
welche  sich  folgendermasscu  schreiben  lassen: 


Wir  erhalten  demnach  zwei  Werte  für  /:  und  ebenso  für  x,  und 
ans  der  Gestalt  der  Gleichungen .  von  welchen  wir  ausgingen,  folgt, 
dass  zu  jedem  Wert  vun  k  einer  und  nur  einer  von  »  gehört,  und 
umgekehrt. 

Setzt  man  endlich  die  Coeffidenten  von     nnd  t'  gleich  Noll, 

also 

so  folgen  hieraus  für  und  x  genau  dieselben  quadratischen  Glei- 
chungen wio  vorher  j  der  Unterschied  heider  Transformationen  kaaM 
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äiso  Dar  in  der  Vcnchicduabeit  der  Zosauimcnordnung  der  Werte 
WQ  k  aod  H  iiegeo. 

Wir  woUen  itoe  beiden  quadratischen  Gleichungen  einer  ge- 
MMm  Diaknnion  unterwerfen. 

Die  Grössen  k  und  x  bczcichneu,  wie  schon  trcsagt  worden  ist, 
TtDgenU  n  der  Neiguugswiukol  linr  neuen  Aiifan;jvri(  htungen  gegen 
fie  Abscissenaje  des  Coordinatensystems.  Mö^ou  diese  Winkel  selbst 
respecüve  dorcb  0  ood  u>  bezeichnet,  also 

*  —  tgo,   X  lg« 

güGdl  werden. 

Nach  dem  Additionsüicorcm  der  Tangente  ist 
2k  2k 

Die  beiden  uiehrerwähntea  quadratischen  Glcichaagen  nehmeu  also 
die  Gestalt  an: 


tg2o 


\Bx  dy'Bz  By  J 


ig2m 


2  (^1     4.  ?^  ^^"i 


Da  fiit^  Grösse  eines  Winkels  nin  n  vermehrt  werden  kann,  ohne 
daiss  daiiurch  die  Tangente  ihren  Wert  ändert,  so  ist  klar,  dass  die 
beiden  Winkel     welche  den  beiden  Werten  von  k  entsprechen,  um 

^  venchieden  sein  werden.  Dasselbo  gilt  von  den  Winkeln  w,  welche 

dCD  bdden  Werten  von  x  entsprechen. 

Die  beiüf  it  Paare  von  Aufaug'-rh  ht ungeu.  welche  die  Coordmaien- 
traosformation  als  für  die  Vereinfachung  der  Projectivität  zweckm^sig 
er^ea  hat,  bilden  also  rechte  Winkei 

Besieht  nun  die  CHeichmig  der  Projectivität  auf  diese  Anfengs- 
richtongsn,  so  nimmt  sie  nach  dem  Vorigen  entweder  ^e  Gestalt 

oder  die  Gestalt 

J3»'+  Ct  =  0 
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an,  je  nach  der  Wahl  der  Aufaugsnchtungen  unter  den  znlässigeo 
Paaren. 

'  Es  Ut  ziemlich  gleichgttltig  welche  dieser  heidcn  Forraeo  man 
wfthlt,  da  sich  beide  mit  gleicher  Leichtigkeit  anwenden  lassen; 
wanscht  man  aber,  dass  die  gewählten  An&ngsrichtnngnn  zn^eich 
zwi*i  entsprechende  Strahlen  sein  sollen,  also 0,  t*^0  ent- 
spreche, was  eine  sehr  natttrliche  Festsetzaug  ist,  so  wird  dieselbe 
nur  durch  die  zweite  Form  erfallt,  welche  in  sofern  einen  Vorzog 
besitzt  nnd  daher  als  die  Normalform  der  Gleichang  der  Projcctivitftt 
zweier  StrahlbQschel  angesehen  werden  darf. 

Seien  nun  t\  i'  irgend  zwei  entsprechende  Werte  der  VanabelD, 
so  geht  aus  der  Form  der  Gleichang 

sofort  hervor,  dass  — t',  —t'  ebenfalls  entsprechende  Werte  sem 
müssen. 

Wir  haben  denmach  einen  dritten  Fandamentalsatz  der  8teine^ 
sehen  Oeometrie,  welcher  lantet: 

Zwei  projectivischc  Strahlbüschei  besiteen  oiu  Paar  entsprechende 
rechte  Winkel;  jedem  Paar  zu  dem  einem  Schenkel  des  rechieu  Win- 
kels —  und  demnach  auch  zu  dem  audcru  —  symmetrisch  liegender 
Strahlen  entspricht  in  dem  andern  Bfischel  ein  Paar  zu  den  Schen- 
keln seines  rechten  Winkels  ebenfalls  symmetrisch  liegender  Strahlen. 

Dieser  Satz  in  seiner  allgemeinen  Aiiwcndunj:  auf  Correlationen 
uiaL,'  hier  kurz  als  „Princip  der  Winkelsynimitiic  ' ,  die  Schcukcl  der 
rechten  Winkel  als  „Symmetrieaxen"  bezeichnet  werden.  Wir  sehen  in 
dem Vorstehtiulen  eine  besondere  P^igeuschalt  des  rechten 
Winkels,  woiiurch  derselbe  sich  vor  andern  Winkeln  auszeichnet. 
Paare  entsprechender  gleicher  Winkel  giebt  es  bei  jirojectivi- 
schen  Strahlbüscheln  unendlich  viele,  aber  nur  die  Schenkel  des 
Paares  entsprechender  rechter  Winkel  besitzen  die  genannte  Sym- 
metrieeigenschaft . 

Die  Axen  der  Winkelsymmetrie  haben  noch  eine  andere  Sym- 
metrieeigenschafL  Wir  betrachteten  bisher  nor  die  Richtanges 
entsprechender  Elemente  «f«,  d9\  jetzt  soll  auch  das  Verhältniss  ihrer 
(nnendlich  kleinen)  Längen  ins  Aago  gefiisst  werden. 

Die  Gleichung 

ist,  wenn  man  dz  constant  sein  Iftsst,  die  Gleichang  eines  am  U 
als  Mittelpnnkt  mit  «b  als  Radias  besdiriebenen  Krtiflei.  Die  est* 
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sprecfaende  Corve  des  andern  Gebiets  erhält  man  dadurch,  daBB  man 
u  dieser  Olekbaog  Vermittelst  der  Formeln 

«i|  =  Oj  d!z  -j-  aj         flrj  =»  b^iix-^  dy 

£e  leeremente  df ,  dn^  durch  die  Incremente  dx^  cfy  ersetzt 

So  wird: 

rfir«  -  («,*+4,«)^fe»+2(«,a,+6,it)Äfrfy+(a,«+Ä^«)«^. 

Das  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ellipsp,  deren  Mittelpunkt 
P  ist  r^Ian  kann  leicht  nachweisen,  dass  die  rechte  Seite  der  Glei- 
ciuing  eine  positive  Form  ist]. 

Traasformirt  man  dieselbe  anf  die  Hanptaxea,  indem  man 

fix  »■  ttcoso  —  vsino 

setzt  uiiil  0  so  bestimmt,  dass  in  der  neuen  Gleichung  der  Cocfticicnt 
TOü  ttc  verschwindet,  so  criiait  mau: 

also  dieselbe  Formel,  welche  vorhin  für  die  Winkei-S^mmetrieaxen 
des  Punktes  F  gefauden  wurde. 

Da  ftr  das  andere  Gebiet  das  Entsprechende  gilt,  so  hat  man 
den  ttflrinrflrdigen  der  Differentialgeometrie  angehörigen  Satz: 

Wenn  man  das  Element  da  um  //  als  Mittelpunkt  einen  Kreis 
beschreiben  lässt,  so  beschreibt  das  Element  du  nm  /'als  Mittelpunkt 
\m  AUgomeineu  eine  Ellipse,  deren  li.uiiitaxeu  mit  den  Symmetrie- 
aieo  d'  r  projectivischeu  Beziehung  zusammenfallen ^  das  Gleiche  gilt 
in  dem  andern  Gebiet 

Eine  besonden  merkwflrdige  Gruppe  der  Correlatlonen  wird  durch 
diejenigen  gebildet,  welchen  die  Eigenschaft  der  Conformität 
•der  der  Aehalichkeit  in  den  kleinsten  Teilen  zukommt 

Die  ßedin|?nngsgleichangen  der  Conformität  ergeben  sich  unge- 
zwungen aus  den  zur  Bestimmung  dor  Synunetricaxen  dienenden  For- 
mein.  wenn  man  den  Fall  in  Betrachtung  zieht,  in  welchem  dieselben 
oabestinmt  werden. 

Setzt  man  den  Zähler  und  Neuner  der  Formel 
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gleich  Nnll,  so  folgt  m  diesen  GleiebmigeD,  wenn  nwi  sie  ia  der 
Form 

2a ^a^  —  —  2b ^ 

aufsehreibt,  alsdann  ins  Quadrat  erhebt  und  addurt»  dass 

sein  mnss,  also,  wenn  man  nnr  reelle  Werte  der  Yariabelen  zulftast 

Die  Combination  dieser  Oleichnng  mit  der  frühem 

v-v  V+V 

ergicbt: 

Hieraus  folgt  mit  BerQcksichtignng  der  Bedingung 

dass 

«t  —  o,  —  —  f *| 

sein  moss,  wenn  f  die  positive  oder  negative  Einheit  bezeichnet, 
wclcbos  die  bekannten  Bedingungen  der  Conformität  sind.  Man  siebt, 
dass,  wenn  sie  erfüllt  sind,  auch  die  andere  Formel; 

den  unbestimmten  Wert  %  erhält,  wie  es  sein  muss. 

Je  nachdem  man  i  =  -|-  1  oder  f  —  —  1  nimmt,  erbält  mau 
Zwei  Arten  'd<^r  Conform! tät,  deren  eharakt/Ti'^tiseher  Unterschir»d 
(iurch  die  Benützung  zweier  Foroieln  gefunden  werden  kann,  welche 
aus  denen  für  tir  'Jo  and  tg2tt  folgen  and  hier  nur  angegeben  werden 
mögen.  Man  hndet: 

tg{2«-2.) 

tg(2«  +  2a)  ^^^^ 
Setst  man  hierin 

öi  =      «f    "~  *n 

so  folgt 

tg(2M— 2o)  «»Const, 
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«oms  nun  leicht  aefalient,  dass  die  coBgroeDten  Strahlbllacbel  in 
gleichem  Drehongflsiime  darehUnfeii  werden;  seM  man  aber 


so  folgt: 


«1  —  —  *i»  — 

tg(2a)-2o)  -  l 
tg(2ü}4-2o)  —  Const, 


woms  henreiseht,  dass  In  dieaem  Falle  die  congmonten  Strahl- 
bOachel  in  ontgegengeaetztem  Drehnogesinne  dnrcblanfen  werden. 

Die  Eigenschaft  der  Couformität  im  Allgemeinen  kommt,  wie 
gesagt,  onr  einer  bestimmten  Ciasso  von  Correlationon  za,  welche 
doreb  die  simnltanen  partiellen  Differentialgieicbnngen 


dx 


± 


cbirakterisirt  wird;  man  darf  aber  behaupten,  daas  im  Allgemeinen 
jede  Coirelation  in  einaelnen  Punkten  des  Gebiets  den 
Gleichangen  der  Conformität  genflgen  wird. 

Solche  Punkte  darf  man  mit'  Recht  Conformitätspnnkte 
ncDDCD,  da  in  ihrer  Nfthe  die  entsprechenden  Elemente  congraento 
Bascbel  beschreiben ,  und  demnach  an  diesen  Stellen  Aehnlichkeit 
in  den  kleinsten  Teilen  stattfindet. 

Da  Ergebnisse  der  Betrachtungen  über  Conformität  können  zum 
Z*Ae(ke  der  Anwendung  kurz  in  folgenden  Satz  zusammcugefasst 
werden : 

An  allen  demjenigen  Stellen  dos  P-  nnd  il-Qebietes  einer  Cor- 
rditioa,  an  welchen  die  beiden  Gleichnngen 

di  Bfi      Ä  Bt? 

oder  die  beiden  Gleichnngen 

8|  Bri  dt} 

By*  Bx 

srftlU  werden,  w^read  die  FunctioQuIdeterminaute 


Bat 


Bm 


81  dfi 
By  dy 
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weder  verscbwimlot,  uoch  uucudlicli  wird,  sind  die  Büschel,  welcbe 
von  dt'n  Richtiiimeii  eiitsprccbeüder  ElcrDPntc  flu,  do  beschrieben 
werden,  cougru  iit,  und  zwar  im  erst«  n  l  alle  vou  gleichem,  im  zweiten 
aber  vom  eiitgegeugcfletztem  Drchuugssinu. 

Dio  Bedeatung  der  FvactionaldeteniiiDante  für  die  richtige  Ab- 
grenzung der  Giltigkeitsspbftre  des  so  eben  ansgcsprocbeoen  Safiei 
wie  der  projectiviscben  Beziehnogen  flbcrhaupt  whrd  dureb  die  foK 
gende  Ueberlegung  dentlieh  werden. 

Die  fundamentale  Formel 

**i  "-'sf^ 

in  welcher  sieb  das  Gesetz  der  Projectivitftt  aasspricht,  gilt  jedeu- 
&Ils  uur  unter  dor  Voraussetzung,  dass  die  partiellen  Diffcreutial- 
quotieutcn  a,,  a^^  an  den  betreffenden  Stellen  des  Gebiets  einen 

bestimmten  Wert  besitzen  nnd  nicbt  zu  gleicher  Zeit  verschwinden. 

Geschieht  das  Letzti-re,  so  köuucu  je  nacli  den  bcsoiidern  Um- 
ständen mannigfaltige  andere  Relationen  au  die  Stelle  der  iuie^eu 
Beziehungen  treteu. 

Der  einfachste  Fall  wird  der  sein,  dass  nur  die  ersten  {Mirtiolles 
Diiferentialquotienten  verschwinden,  wfthrend  die  zweiton: 

ä^i  dx  dy  ' 

an  dieser  Stelle  endlich  bleiben. 

Man  hat  alsdann  nach  dem  Taylor'schen  Lelirsatz: 

und  daher  durch  Division  folgende  nicht  lineare  Beziehung  zwischen 
t  nnd  t: 

Die  Curvc,  welche  durch  die  Schnittpunkte  eutsprechondcr  Strahlen 
gebildet  wird,  ist  in  diesem  Falle  natürlich  kein  Kegelschnitt,  viel- 
mehr eine  Curve  dritter  Ordnung.  Die  Mittelpunkte  der  Strahl- 
büsi  hei  sind  hier  uiolit,  wie  hei  den  Kegelschnitten  beliebige,  sondern 
charaktensUscho  Punkte  der  Curve. 

Dieses  ist  ein  Beispiel  unter  vielen;  man  sieht  leicht,  dass  Cor^ 
relationen  gedacht  werden  können «  welche  für  ein  bestimmtes  Pasr 
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znsammcngohuriger  Punkte  Strahlbüschel  von  beliebig  fest- 

geaetzter  BesdiaffeDhoit  liefern. 

Al»er  «ach  bei  endlich  bleibeDden  orateo  Diferentialquoticntcn 
ist  ein  AasoabmefiiU  denkbar,  welcher  freilich,  wenn  man  will,  noch 

VDter  das  allgomeine  Gesetz  der  Projcctivität  snbsamirt  werden  kann. 

Venn  sich  nftmlicb 

»1 :  Oji  <»  &i :  6j| 

verbftlt,  60  degenerirt  die  Function  r  =  — ^in  eine  Göns  tan  te. 

Dieee  beiden,  im  Uebrigon  wesentlich  von  einander  vcrschicdenon 
FlUe  haben  das  mit  einander  gemein ,  dass  die  FQuctionaldetcrmi- 
Stute  verschwindet 

Da  ferner  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Fnnctional* 
detenainanten 


31 

8» 

»{■ 

ai 

dt] 

dx 

Sy 

By\ 

35  1 

ist,  so  entspricht  dem  Null  werden  der  Fuuctionaldetermiu.iHte  des 
einen  Gebietes  ein  Unendlichwerden  der  des  andern;  daher  worden 
beide  Fälle  zu  berücksichtigen  sein. 

Man  darf  also  den  Satz  aussprechen: 

Das  Gesetz  der  ProjectivitÄt  der  Correlntionen  erleidet  nur  an 
solchen  Stclk'u  des  Gebicti  s  eine  wesentliche  Moiühcation  oder  eine 
Ausnahme  an  welchen  die  Fuuctionaldeterniiuante 

Bsc  Bx 
Bff  Bff 

entweder  verschwindet,  oder  unbestimmt,  oder  uuondiieh  wird. 

Die  Fnnctionaldcterminante,  durch  deren  Verschwinden  oder  Un- 
endlichwcrden  für  Jede  Correlation  gewisse  charakteristische  Curven 
bestimmt  werddn,  deren  Punkte,  wie  wir  gesehen  haben,  von  allen 
üebrigen  eine  Ausnahme  machen,  hat  noch  eine  andere  geometrische 
Eigenschaft,  welche  leicht  nachweisbar,  auch  aus  der  Theorie  der 
FuQctionaldeterminaaten  bekannt  ist  und  daher  hier  nur  angegeben 
weiden  soll: 
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Wenn  dü  und  dSl  ein  Paar  eDtspreehender  Flftcbenelemeiite 
beieiehoen,  so  ist 


dSl  -» 


9t/ 
Bx 

drj 


die  FuDctionaldcterminaote  giebt  also  das  YerhäUnisa  euUprecbeuder 
Flächeoelemeute  an. 


Setzt  man 


8;  Bji 
Bx  Bx 

Bji 


80  bat  man  die  analytiscfao  Bedingung  der  FUehengleiehlieit 

£b  ist  durch  die  bisherigen  Betrachtmigen  —  allerdings  zum  TeU 
nur  andeatuDgsweise  —  zn  zeigen  versucht  wordeu ,  wie  der  Begriff 
der  Correlation,  wenn  man  ihn  mit  don  primitiTSten  analytischen 
Hilfsmitteln  bearbeitet,  sofort  anf  den  Begriff  der  Projoctivität  der 
Strahlbflschel ,  das  Fundament  der  ncacrn  Geometrie,  führt,  und  wie 
eine  ebenso  einfache  Untersuchung  der  Projectivitftt  auf  den  Begriff 
und  die  analytischen  Bedingungen  zweier  besonderer  Classon  tos 
Correlationen  —  derer*  der  Cooformität  und  der  Flftchengleichbeit  ^ 
hinleitet,  deren  genauere  Erforschung  eine  interessante  Aufgabe  der 
Integralrechnung  bildet.  So  haben  die  synthetische  und  die  Diffe- 
rentialgeometrie —  scheinbar  die  am  weitesten  von  einander  ab- 
stehenden Zweige  geometrischer  Forschung  —  eine  gemeinschaftliche 
Wurzel.  Man  könnte  einwenden,  dass  mit  dem  blossen  Auftauchen 
des  Begriffs  der  Projectivitftt  als  einer  linearen  Relation  zwischen 
trigonometrischen  Tangenten  gewisser  Winkel  bei  StrablbQschelo,  fllr 
die  reine  Geometrie  wenig  gewonnen  sei;  aber  auch  die  geometri- 
schen Eigenschaften  dieser  Gebilde  ergebe  sich  nicht  minder  ein- 
fach, woflkr  die  vorhergehenden  Skizzen  ebenfalls  bereits  Beispiele 
bieten.  Der  Satz  von  der  WInkeUymmetrie  spricht  sicher  eine 
charakteristische  und  für  die  Anwendung  höchst  wichtige  Eigensdiaft 
projccüviflcher  Strahlbttsehel  aus,  und  det  Begriff  der  Conformität»^ 
punkte  erweist  sich  als  sehr  nfttzlich  für  die  geonietrische  Coustmc- 
tion  der  Correlationen.  Er  alleüi  genflgt  beispielsweise,  um  dieVer^ 
wandtschaft  der  Collineation  auf  die  einfiMbite  Weise  zu  con- 
Btnüren. 
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Dieselbe  ist  bekanntlich  durch  die  GloicUuugeu 

definirbar.  Man  erkcnut  aus  diesem  sofort,  dass  die  Punkte  eiu- 
ander  geponseitig  eindeutig  entsiireelieii,  und  dass  Geradeu  Gerade 
uod  Kl gelbcliuitleu  Kegelschnitte  eutsprcchen. 

Sucht  man  non  die  beiden  Arten  von  ConformitfltBpunktcn  yer- 
mittelat  der  Gleichungen 

ö|  _  _^ 

so  erk^  rii^f  man  auch  ohne  Durchtuhruag  der  Uerhninig  sofort,  dass 
ihrer  nur  zwei  in  jedem  Gebiet  existiren,  nämlich  von  jeder  Art  einer. 

Selen  dieselbmi  respective  durch  if,  B  und  A,  B  bezeichnet, 
irobei  die  zu      A  gehörigen  Strahlbflschcl  die  von  gleichem,  die 

zu  B  gehörigen  diejenigen  von  entgegengesetztem  Drehungs- 
sinn sein  mögen.  Da  vi,  A  und  ebenso  /i,  B  entsprechende 
Paukte  sind,  so  sind  auch  AJJ^  AB  entsprechende  Stralileu  (^^-.1, 
BA  natürlich  desi^lcichen).  Hieraus  wird  die  bestehend  gegebene 
(bekannte)  Constnictioii  entsprechender  Punkte  ohne  weitere  erklä- 
rende Worte  verständlich  sein. 

Es  ist  zweckroSssig ,  im  AoBchluss  au  diese  Gonstmction  für  die 
beiden  GeMete  zwei  verschiedene  Coordinatcusysteme  einzu- 
Mren.  Wählt  man  n&mlieh  die  Mitto  M  von  AB  als  Coordioaten- 
anfuigspttnkt  des  /^Gebiets,  MA  als  x  Axe,  ilf  Kais  y  Axe  und  macht 
das  lüitsprecbende  iu  dem  andern  Gebiet,  so  nehmen,  wenn  man 

AB     2<r,     AB  2f 

setzt,  die  Gleicbungea  der  ColUneation  die  höchst  einfache  Gestalt 
a&: 


odar  nmgekebri: 

Ak».  4er  ÜMih.  u.  Pbys.  2.  Keihe,  TeU  I.  IG 
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Die  gefimdend  Constnictioii  veranlmt  zu  der  Frage  nadi  der 
Natar  derjenigen  Correlation,  welche  entsteht,  wenn  man  die  con- 
gruenten  Strahlbflichelpaare  beide  von  derselben  Art  sein  Itat  Man 
erkennt  [sofort,  dass  die  Verwandtschaft  der  Aehnlichkeit  re- 
snltirt,  welche,  bekanntlich  ein  specieller  Fall  der  OoUineation,  vom 
Standpunkte  dieser  Gonstraction  als  ein  Ausnahmefall  erscheint 

Bleiben  wir  iudesseu  bei  der  CoUination. 

Nachdem  die  Conformitfltspunkte  in  Betrachtung  gezogen  worden 
sind,  also  dicjenigcu  Punkte,  ftr  welche  die  Symmetrieaxen  unbe* 
stimmt  werden  und  daher  jede  hindurchgelcgtc  Linie  als  Symmetrie* 
axe  angesehen  werden  darf,  ist  es  naturgemäss  die  nächste  Aufgabe, 
die  Symmetrieaxen  jedes  beliebigen  andern  Punktes  aufzusncbes. 
Diese  Aufgabe  findet  durch  folgende  Sätze  ihre  vollständige  Erledi- 
gung: 

1.  Der  geometrischo  Ort  aller  Punkte,  deren  Sjrmmetrieaxen 
eonstante  Richtung  haben,  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche 
durch  die  beiden  Conformitätspnnkte  des  Gebiets  hindurchgeht  ood 
die  Mitte  der  Verbindungslinie  der  Confonnltätspunkie  zu  ihrem  Mit- 
telpunkt hat.  Die  Asymptoten  der  Hyperbel  geben  die  Symmetrie* 
axenrichtungen. 

2.  Dieser  gloichscitigeu  Hyperbel  entspricht  in  dorn  andere  Ge- 
biet ein  Kreis,  welcher  durch  die  Conformitiltspunkte  des  GebieU 
hindurchgeht;  die  Symmetrieaxen  alier  Punlvte  dieses  Kreise;»  ^e\m) 
durch  zwei  feste  Punkte  hindurch,  welche  ebenfalls  auf  dem  Kreise 
liegen;  es  sind  lulmlich  die  Punkte,  in  welchen  d  r  Kreis  von  der 
im  Halbirungs]iiiiikte  tler  Verbindungslinie  der  Cuuformit&tspaokie 
erricbtetcu  Seukrechten  gescbuittcu  wird. 

Also  entspricht  der  Schaar  der  durch  A,  B  gehenden  Kreiie 
des  il-Gebiots  in  dem  andern  Gebiete  eine  Schar  ooncentrisebsr 
durch  A ,  B  gehender  gleichseitiger  Hyperbeln ,  und  der  Schar  eon- 
oeutrischer,  durch  A,  B  gehender  gleichseitiger  Hyperbeln  eine  Schssr 
durch      B  gehender  Kreise. 

Um  die  Symmetrieaxen  eines  beliebigen  Punktes  P  zu  finden, 
hat  man  also  durch  A^  B  und  P  einen  Kreis  au  legen  und  die 
Punkte  «7,  K  zu  bestimmen,  in  welchen  der  Kreis  von  der  im  UHtd- 
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Punkt  ?on  AB  errichteten  Senkrechten  geschnttteii  wird;  dann  sind 
die  VorbiiidangsliDicn  iV  und  FK  die  SymmetrieaxeD  dos  Paoktee  F. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ist  leicht;  ich  möchte  ilensolhen  über- 
gebeu,  ebenso  ihr©  Anwendung  zur  Prodnction  iuterossanter  Wiukcl- 
eigeBsehAften  der  gleichseitigen  Hyperbel,  weil  es  nicht  in  meiner 
Absiebt  liegt,  hier  eine  vollständige  Theorie  der  ColIiuRation  za 
geben,  sondern  nnr  an  einem  interessanten  Beispiel  zu  /cij^MMi,  wie 
die  Anwendung  des  allgemeinen  Princips  der  Projectivitut  und  seiner 
nielisten  Conseqnenzen  die  geometrischen  Eigenschaflen  jeder  be- 
sondern  Correlationsart  oifenbar  werden  lässt. 

Socht  niftn  die  aosammenfallenden  Punkte  der  beiden  Systeme 
oder,  wie  man  zu  sagen  pBegt,  die  sich  selbst  entsprechenden  Punkte, 
indem  man  in  die  ursprünglichen,  auf  ein  Coordinatensystem  be- 
sogenee  Gleicbnngen  der  Collineation 

—  ^ 

snbstifnirt,  so  erhält  man  für  x  oder  /  liurch  Elimination  einer  dieser 
beiden  Unl>ekannten  eine  Gleielmug  dritten  Grades,  wie  ebenfalls 
ohne  Dorchfahrung  der  Kechnoug  ersichtlich  ist. 

Es  kann  daher  im  Allgemeinen  nicht  mehr  als  drei  sich  selbst 
entsprechende  Punkte  geben,  und  einer  derselben  muss  stets  reell 
sein. 

Bisher  sind  die  beiden  Punkte  /*,  Hals  Punkte  eiin^r  it^bone 
gedacht  worden;  jetzt  woiku  wir  uns  zwei  Ebenen  auf  einander  lie- 
gend und  in  einer  derselben  den  i*unkt  J\  in  der  andern  den  Punkt 
n  befindlich  denken.  Das  ursprün^^diehe  Coordinatensystem  verwan- 
delt sich  dem  entsprechend  in  zwoi  auf  einander  fallende,  jedes  mit 
s  iiirr  Ebene  in  fester  Verbindung  stehend.  Ich  will  diese  Ebenen 
kori  als  die  i^£bene  nnd  die  /i'Ebene  bezeichnen. 

Wenn  nan  die  U*£beno  auf  der  /'-Ebene  auf  ii^nd  eine  Weise 
ferschoben  wird,  so  wird  dadurch  der  Abstand  entsprechender 
PnkCe  Py  n  ein  anderer  als  vorher;  die  frtther  sich  selbst  ent* 
spredienden  Punkte  werden  jetst  voraussichtlich  nicht  mehr  auf 
etaaiider  fallen  (daftr  freilich  andere).  Man  wird  also  zugeben 
aftssen,  dass  die  Correlation  durch  die  gcometrischo  Operation  der 
Ter  sc  hiebung  eine  andere  geworden  ist,  wenn  auch  das  Princip 
der  Aendentng,  vom  Standpunkte  der  geometrischen  Anschauung  be» 
trachtet,  einlacher  ist,  als  alle  andern,  welche  man  denken  konnte. 

Man  erkennt  aber  nach  den  bekannten  Gesetzen  der  Coordinaten* 
tnasformation  sehr  leicht,  dass  der  analytische  Charakter  der  all- 
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gemeiueii  Gleichnngen  der  CoUuicatlou  durch  die  Yerschielmiig  der 
Ebenen  keine  Verüuderuug  erleidet. 

Daher  werden  aaeh  bei  da*  neaen  Correlation  Geraden  Gerade 
nnd  KegelBchnitteii  Kegelflchnitte  entsprechen. 

Um  (s  kurz  auszudrücken: 

Der  allgcmoine  Charakter  der  Colli noation  bleibt  durch  Drehung 
und  Verschiebung  der  beiden  Systeme  gegen  einander  unverändert 

Dieser  letztere  Satz  bringt  gewissennassen  die  geometrisch« 
Untersuchung  der  Gollineation  in  Flass;  es  wird  der  synthetlscbeD 
Geometrie,  indem  sie  sich  der  vorhin  aufgestellten  Sfttse  ^  oder 
auch  nur  eines  Teils  derselben  —  bemächtigt,  leicht,  die  CoUineation 
im  Allgemeinen  nnd  die  speciellen  Fälle  derselben  als  Instrument  tu 
handhaben,  welches  die  interessanteren  Eigenschaften  zum  Mindesten 
der  Curven  Iter  und  2ter  Ordnung  offenbar  werden  lässt 

Die  Colliucatiun  [welche,  wie  oben  gezeigt  wurde,  zwei  Paare 
congmenter  Strahlbaschd  besitzt]  besitzt  auch  zwei  Paare  congm- 
enter  Puuktrcihen. 

Mail  tiudct  dicseu  Satz,  indem  mau  das  /2-Gebiel  so  verschiebt, 
dass  die  Cüiilormitätispuukte  ^1,  A  auf  ciuauder  lalleu  und  das  andere 
Paar  7^,  B  mit  .1  in  eine  gerade  TJnic  filllt  (was  übrigens  auf 
zweierlei  Weise  bewerkstelligt  werden  liann). 

Bei  dieser  Lage  der  Systeme  giebt  es  unendlich  viele  sich  selbst 
entsprechende  Punkte,  nämlich  die  Punkte  derjenigen  Geraden,  welcbe 
senkrecht  durch  die  Mitte  von  hindurchgeht  Bringt  man  niui 
wieder  Alles  auf  seinen  ursprQnglichen  Platz  znrflck,  so  wird  die 
zuletzt  genannte  Gorade  zwar  in  zwei  Pnnktreihon  deplacirt,  welche 
aber  ihre  Gestalt  nicht  ändern,  also  congruent  bleiben. 

Hieraus  ergicbt  sich  leicht  die  folgende  Coustruclion  der  ceu- 
gruenten  Punktreihon. 

Man  bilde  den  halben  Uutcrschied  der  Distanzen  AB  und  AB 
und  verlängere  die  kttrzerc,  verkürze  die  längere  auf  beiden  Seiten 
um  ihu.  Die  in  den  so  gefundeueu  Punkten  auf  AB  und  AB  er- 
richteteteu  Scnkrechteu  bildcu  die  beideu  Paare  eutsprechcuder  con- 
gruenter  Tuuktreiheu. 

Die  so  eben  skizzirte  Betrachtangswelse  giebt  ein  Beispiel  des 
Verüi^rens,  welches  in  der  synthetischen  Geometrie  In  ähnlicher 
Weise  häufig  wiederkehrt;  man  darf  dasselbe  wohl  als  ,,eine  Ueber^ 
Setzung  des  Prindps  der  Coordinatentransformation  ii\  das  Geome- 
trische" bezeichnen. 
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Soviel  über  tlus  Instrument  selbst;  nun  noch  ein  Wort  über  die 
AnwcDdung  desselben.  Der  Kreis  ist  ein  Kegcl.sclniitt;  nach  dem 
Frühem  muss  daher  einem  jeden  Kreise  des  einen  Gebietes  ein 
Kegelschnitt  des  andern  entsprechen.  Ueberdies  sehneiden  sich  nach 
dem  Fuudanientalprincip  der  ProjectivitÄt  sämuitüchc  Paare  ent- 
sprechender Strahlen,  welche  von  einem  Paar  entsprechender  Punkte 
P,  n  ausgehen,  aui  ciutin  Kegelschnitt;  mau  wird  daher  Sätze  vom 
Kreise  in  solche,  welche  sich  auf  Kegelschnitte  beziehen,  traua- 
tormireu  köuueu. 

Man  siebt,  ivie  die  AitalyBis  in  ihrer  primitivsten  Ge- 
stalt, wenn  man  will,  der  Geometrie  sehr  annehmbare  Grandlagen 
ttt  ihre  weitem  Spectdationen  zn  liefern  im  Stande  ist. 

Smd  wir  darum  berechtigt,  die  synthetische  Geometrie  als  einen 
blossen  ai)pendix  der  analytischen  zu  betrachten  v  Dieses  wiire  schon 
i&  Anbetracht  der  Rivalität,  welche  zwi.-^chen  beiden  Dis(Mi)Iinen  ge- 
herrscht hat,  und  der  die  Wissenschaft  der  Geometrie  wesentliche 
i-urlschntte  verdankt,  ein  Unrecht;  aber  es  wiire  anch  absurd,  da 
die  analytische  Geometrie,  wie  sclion  ans  ihrem  Begritl'  hervorgeht, 
vesentlich  geometrisclier  iiiltsmittel  nie  entbehren  kann. 
Eher  konnte  man  das  Umgekehrte  behaupten,  da  ein  nmfaiiL:ri  iclicr 
Teil  der  Geometrie,  die  Geometrie  der  Lage,  ganz  ohne  Anwendung 
ürithmetrischer  Hiifsbegritle  aufgebaut  werden  kann ;  aber  auch  diese 
Behauptung  wäre  gewagt,  da  die  Hilbuuttel,  welche  die  Analysis  der 
Geometrie  bietet,  sehr  wesentliche  sind.  Man  hat  zuweilen  die  Frage 
acfgeu  u;  it  n  :  ob  man  die  Geometrie  auf  analytischem  oder  auf  con- 
stractu ( m  Wege  behandeln  solle?  Diese  Fragestellung  ist  verkehrt; 
man  kann  sie  aber  meines  Eracbtens  verbesäeru,  indem  man  sie  so 
formulirt: 

Was  soll  in  der  Geometrie  anf  analytischem  and  was  anf  con- 
mnctiTem  Wege  bebandelt  werden?  — 

Die  Untersnchung  der  geometrischen  Verwandtschaften  gilt  mit 
Recht  als  eines  der  brauchbarsten  Hilfsmittel  geometrischer  Specu- 
iatiüQ^  ja,  sie  wird  geradezu  als  das  Fundament  der  Geometrie  be- 
zeichnet Die  einfachsten  Correlationen  von  nur  einer  Dimension, 
also  namentlich  <iio  projeciivischen  Punktreihen  uud  Strahlbüschel, 
haben  diese  fundamtntale  Bedeutung  unzweifelhaft;  aber  alle  andern, 
—  sogar  die  Colliueatiüu  —  zeigen  hinsichtlich  ihrer  Anwendung 
einer  von  jener  wesentlich  verschiedeneu  Charakter;  sie  dienen  zur 
Transtormation  einfacher  geometrischer  Sätze  in  andere  von  grösserer 
Complication  und —  wenn  die  Sätze,  von  welchen  man  ausging,  tri- 
vial waren  —  autli  von  grösserem  Interesse.  Eine  Ausnahme  macht 
nur  die  einfachste  der  reciproken  Verwandtschaften,  diejenige 
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der  reciproken  Polaren  innerhalb  des  eigentlichen  Gebiete  ibrer  An- 
wendung in  80  fern,  als  die  durch  ihre  Auwondong  resultircndcu 
Theoreme  nicht  complicirter  (aber  auch  nicht  einfacher)  sind  als 
diejenigen,  -.ins  >vclchcn  sie  hergeleitet  wurden,  und  den^  sie  nach 
dem  Princip  der  Dualität  entsprechen;  triviale  Sfttze  können  doreh 
sie  nicht  in  interessantere  transformlrt  werden. 

Der  Begriff  der  Correlation  ist  eines  der  geistreichsten  Producto 
{geometrischer  Einbildungskraft;  jede  bestimmte  Correlation  darf  als 
eine  jM;lsc  biuL'  aufj/t-fasst  worden,  welche  zunächst  zur  Productiou 
[rnuu  wurde  für  gtwuhnlich  sagen:  zur  Entdeckuug]  geomctrißcher 
Sätze  bestimmt  ist,  schliesslich  aber  —  indem  sich  der  autike  Begriff 
des  geometrischen  Lehrsatzes  erweitert  —  selbst  als  Object  der 
Betrachtung  dienen  i^auu. 


ADBerkvng.  Das  Bild  dsr  „IfMchine*^  Mhdnt  mir  in  •ofeni  ntcbl 
ttüpMfend,  dadurch  die  Aafiserluanikeit  auf  eine  Etgentflmlicbkeit  hin- 
gelenkt wird,  welche  sogar  der  getaniniten  Mathematik  in  bedeatendein  Grade 
eigen  ist  und  den  denkenden  Gegnern  der  Mathematik  Cvoo  denen  nat&rlich 
allein  die  llctle  sein  knnn)  zu  unRercrbtcn  aber  nicht  p^nn«  nngerechtfertigten. 
AogrifleQ  die  Handhabe  gegeben  hat.  Am  Weitesten  ist  hierin  wohl  der  Philo- 
soph Schopenhauer  gegani^en .  welcher  die  Mathematik  «war  an  einer  Stelle 
seines  Hauptwerkes  („Die  Welt  als  Wille  und  Vorstellung")  eine  Wissenschaft 
sein  l&sst ,  über  bei  andern  Gelegenheiten  mit  einer  gewissen  Inconsequcnz  als 
einen  Gegenstand  bcieichmA,  welcher  Ar  den  wahren  Denker  onr  von  achr 
geringeoi  Intereiae  sein  kann.  £r  ttfttsl  aick  dabei  auf  gelcgeadicha  Urteil« 
▼on  Mattenatikwn,  weleke  einetteüB  httmorittiieh  gedacht,  andeniteili  sw»r 
treffend  t  aber  QnTollstaodig  und  awar  aphorfeiiMih  hingeworfm  waraii,  »id 
deren  Autoren  fcbwerlicb  mit  der  AttffaaenngSehopenhaner'a  in  diesem  Punkte 
einverstanden  sein  wftrden*  Aber  der  Angriff  hat  dennoch  einen  Kern,  wel- 
cher Berack8ichti}2:un^  verdient  und  v(<ti  S  hopenhauer  aelbit  witzig  and  sieili* 
lieh  treffend  durch  seinen  Vergleich  den  Mathematikers  mit  „einer  Katae , 
welche  mit  ihrem  eigenem  Sch>vanz  spielt"  eharakterieirt  worden  ift. 

Die  Theoreme  der  Matbemati!<  —  wie  Resultate  productiven  Denkens 
überhaupt  —  trafren  hanfig  den  Charakter  des  Künstlichen,  Gemachten  zur 
Schau,  während  ilie  andere  Seite  ;in  ihnen,  dos  Natürliche,  Beobachtete,  Ge- 
wordene sieh  dem  Blii  k  des  uhertlächlichen  Beobachters  verbirgt  und  daher 
leicht  flbersehen  wird.  Bei  den  interessanteren  Müsch  inen  —  diesen  wun« 
derbarcn  Gebilden  durch  Ancinandcikcttung  von  Natur  und  Menschen^eist  — 
▼erhfttt  es  sich  ftbolichi  auch  hier  übernimmt  die  Kun&t  so  zu  sagen  das 
Heroidaamt  Da  non  die  Konat,  die  WlHkflr  afeh  gewissermassen  bei  der  Er- 
lindnng  einer  Correlation  eoncentrtrt,  nm  hema^  der  BeiAiaclktmig ,  der 
planmisiigen  Anwendung  Piati  an  machen,  ao  mochte  der  Terminna  „lia- 
ichlne"  Ar  ein  derartiges  Gebilde  etwaa  Ar  eich  haben;  aneb  in  sofern,  als 
wir  dadnrch  das  KftnatUche,  weichet  nun  einmal  in  geoioetrischen  ünier- 
snchnngen  liegt,  oflen  eingestehen,  nnd  nnn  die  Aufgabe  ao  am  hersntril^ 
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IHe  aUgemeine  Theorie  der  CorrelationeD  wird  auf  diese  Weise 
foM  MAUgemeiiie  Maschineiüelire  der  Creometrie'*;  aber  der  Bogriff 
eiaer  solchen  ist  damit  noch  nicht  erschöpft;  denn  es  giebt  noch 
rias  aweite  Beihe  von  Hilfemitteln,  welche  dea  Charakter  der  Ma- 
idnne  ebenso  an  sich  tragen  nnd  mit  jenen  erstem  zusammen  erst 
da  Gaoaes  bildeo,  Ich  meine  die  Goordinatensysteme. 

F)  i^s  eiu  ParalU'li  üiii^  /Nvischcn  Correlationcu  uud  Coordinaten- 
sy^reiiK  u  existirt,  >vii  d  solort  klar,  wenn  man  sie  analogUch  —  durch 
Gieichoxigen  —  dotiiUrt. 

Die  Gleichnngen 

wenü  man  a-,  y  die  Coordiuaten  eines  Punktes  /*,  I.  t;  diejenigen 
«•ines  andern  Punktes  /?  sein  lässt  —  beide  anf  dasselbe  fun- 
damentale Coordinateusystoin  bezogen  —  stellen  eine  Cor- 
relation  dar-,  dieselben  beiden  Gloicbnngcn,  wenn  man  j;,  y  und  t; 
beide  auf  denselben  Punkt  /'  bezieht,  alsdann  aber  nur  das  eine 
Coordinatcuitaar,  etwa  t.  ?/,  zugleicii  auf  das  fundamentale  Cuor- 
dinateusystem  bezieben  kann,  charakterisiron  ein  neues  (Joordi- 
uatcnsys  tem,  in  welchem  4«  ^  die  Coordiuaten  (Parameter)  des 
Piaktee  P  sind. 

Anch  diese  Zniammeaordnnng  von  Correlationen  nnd  Goordi* 
astensystemen  ist  eine  kttnstliche,  wie  ans  dem  Umstände  her- 
vorgeht, dasa  tü»  von  der  Beschaffenheit  des  fhndamentalen  Coor- 
disate&^jstenis«  dessen  man  sich  bei  der  analytischen  Definition  der 
Correlationea  und  Coordloatensysteme  hedieat,  wesentlich  abbftngt; 
10  dass  dner  andern  Wahl  des  letztem  ein  anderer  Modns  der  Zn- 
srnnasBordBiing  entsprodieii  whrd. 


du  Nr  türlirhe,  welchei  ebenfaUs  darin  liegt,  anfmBacben  and  von  dem  eratern 
begri^icb  zu  U'ennen. 

Sollte  ep  wohT  pranr  7nfälli'^'  sein,  d«'^''  dnr  geniale  erste  Erfinder  der- 
artiger .MASchmen-  i  in  licrühmirr  Inj^enieur  gewesen  ist.  Poacelet,  der  Er- 
finder der  TransforniatioiismetliOiiea  der  Ceutialprojeetion  und  der  reciprokcn 
Polaren  musa  wohl  als  der  eigentliche  Schöpfer  der  Idöe  der  Transformation 
geometriicher  Sätze  durch  Correlationen  ungesehen  werden,  wenn  auch  Möbius 
Vwd^iste  am  die  Fett«tellang  des  allgemeinen  BegritTs  der  Corrclation  unbe» 

Dah  der  Ertioder  der  Coord  inateni>y&teme  ein  grosser  Fbilos  oph 
inreien  ist,  eracbeint  mir  ebeofalli  beMicboend;  der  «nte  Zwack  dietw  Er- 
iitaig  war,  Ordnnng  in  das  Chaos  su  bringen ,  die  Methode  an  die  Stelle 

WilMt  sa  fetseo. 
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Es  entsteht  daher  die  Frage  nach  dem  einfachsten  Coordi- 
natensystem,  damit  man  dasselbe  als  fundamentales  wählen  kOnne. 
Ich  zweifele  kanm,  dass  sich  das  älteste  von  allen,  das  Cartesins'sche 
auch  als  das  einfachste,  das  natürliche  erweisen  wird.  Der 
Winkel  der  Coordinatenaxen  ist  zwar  für  viele  Betrachtangcu  ohne 
Belang;  wo  es  aber  auf  denselben  ankommt,  wird  sich  sicher  der 
rechte  Winkel  empfehlen  —  wofür  die  oben  entwickelten  Sym- 
metrieeigenschaften  der  projectivischen  Strahlbttschel  schon  einen 
Beleg  abgeben  dflrften.  Das  Cartesius'sche  System  der  rechtwiukligen 
Coordinaten  soll  also  hier  als  das  fnadamentale  Ooordinatensystem 
gedacht  werden. 

Unter  dieser  Voranssetznng  gewinnt  die  Frage  einen  bestimmten 
Sinn: 

Welches  Goordinatensystem  ist  das  der  Verwandtschaft  der  Colli- 
ncation  parallele? 


Anmerkung.  Die«:cr  riegcnstaTid  verlungt  allerdings  eine  prindpfelle 
Untemichirog,  wobei  auch  die  gerade  Linie  suvArderst  al«  unbekannt  angenom- 
men werden  mau* 

Denkt  man  rieh  nnf  einer  beliebigen  krummen  Oberflftohe  ein  Sfstenn 
beliebiger  Curvcn  —  die  Ordinatencorvcn  —  und  eine  sie  alle  dnrchschnei« 
dctidc  die  Ab«clKsenciirYC  —  gegeben,  auf  wolch-  r  letztem  man  den  Coor- 
dinatenaiifaiifrsjiinikt  beliebig  wühlt,  so  bedarf"  mnii  mir  noch  rino,-*  Ma;ij!scs 
in  Gestalt  ciiios  absolut  biffrsaraeii,  n  n  a  usdeh  ii  b  a  rc  n  FmltMis,  um  auf 
diestT  >  lächc  iumlytij-t  ho  Gi-otuPtrie  treiben  zu  können.  Die  \Virkuny:«s]>hilre 
des  analytischen  Verfahren»  scheint  hier  weiter  zu  gehen  hU  die  des  con- 
straeUven.  Eine  Gletcbnug  ersten  Grades  swiaehen  x  und  y  cbarakteiMrt  ^no 
Garre,  welche  man  als  ,»Cunre  erster  Ordnung"  beseichnen  kann.  Die  toh  ^ 
geraden  Linien  geltenden  Sitae  der  reinen  Geometrie  der  Lage  werden  sieh 
auf  die  so  eben  definirten  „Gurren  erster  Ordnung**  ausdehnen  lassen,  so  bei- 
spielsweise der  berfthmte  8ati  von  Desargncs:  «die  Schnit^unkte  entspredien- 
der  Seiten  zweier  peripectiviscber  Dreiecke  liegen  auf  einer  Geraden'*,  wenn 
niitti  ü1  erall  anstatt  der  geraden  Linie  die  »Curve  creter  Ordnung**  eubstituirt. 
Dicsci  Satz  ist  nämlieh  nur  das  geometrische  Bild  einer  Identität  zwischen 
Coordinaten,  welche  aus  der  linearen  Beschaffenheit  der  Gleichungen  folgt. 

Ich  mnss  darauf  verzichten,  diese  an  sich  interessanten  Betrachtungen  hier 
weiter  zu  führen  und  wollte  nur  die  M«"s:Hchkeit  einer  fundamentalen  Untcr- 
suchnng  der  Coordinatenfsysterae,  um  chis  Natürliche  zu  erkennen  und  die 
Frnehtbaikcit  dcrartij:!  i  Beti  nchtnngen  plR««tbel  mnehen ;  sie  treten,  wenn  man 
sie  2U  Ende  führt ,  notwendiger  Weise  mit  den  rnc  taphysisehen  Betrachtungen 
über  die  Natur  des  Raumes  (die  sogenannte  absolute  oder  Nicht-Euküdiseho 
Geometrie)  in  Zusammenhang,  und  werden  sich  dergleichen  Spcculationen, 
wenn  man  sich  eine  mögliebit  grQndliebe  Einsieht  in  das  Coordinatenprtncip 
▼erschaffen  will,  kanm  entbehren  lassen. 
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Ich  finde  das  folgende,  welches  hier  Kürze  wegen  für  den 
Ao!?enbIick  als  „projectivisches  Coordioateusystcm"  bezcicbuet  wcr- 
deu  mag. 

Seien  r,  y  die  Coordiuaton  tou  P  in  Beziehung  auf  das  ftiiida- 
Mtale  CooTdinatensystem ,  ABC  ein  beliebiges  Dreieck,  and  durch 
C  zn  AB  eine  Parallele  gelegt;  man  ziehe  dnrch  P  ?on  A  nnd  B 
m  gerade  Linien,  welche  anf  der  zuerst  genannten  Parallele  die 
Sdimttpaakte  5>  H  bestimmen,  setze,  wenn  Z>,  E  zwei  beliebige 
Paukte  anf  den  Dreiecksseiten  AC^  BC  sind, 

CS"  _  ,  CH 
DC  ~        EC  ^ 

und  betrachte  |,  als  die  Coordinaten  des  Pnnktes  P  in  dem  neuen 
Coordinatensjrstem. 

Es  Itat  sich  nftmlich  zeigen,  dass  {,  ^  mit  y  dnrch  Glei- 
drangen  von  der  Form 

vertraoden  sind,  nnd  dass  dnrch  passende  Wahl  des  Dreiecks  ABC 
isd  der  Grossen  CD,  CK  den  CocfiScieuten  jener  Glcichnngen  be- 
liebig gegebene  Werte  erteilt  werden  können.  Unser  System  besitzt 
dsher  den  gehörigen  Grad  der  Allgemeinheit;  man  kann  ihm  noch 
andere  Gestalten  geben,  welche  aber  nicht  wesentlich  allgemeiner  sein 
können. 


Aara«rkang,  Der  eidfacbsta  B««Feit  der  obigen  Bebeopinng  dftrfte 
£eier  lehi: 

Am  der  Constroction  folgt,  dAM  flkr  die  Punkte  der  Gemden  AB  die 
CooidmMeD  9  unendlich  werden,  und  dai«  fAr  die  Funkte  der  Geraden  AC, 
t  =  0  uad  flür  die  Punkte  der  Oeraden  BC^  9  =  0  wird.  £e  nnes  daher, 
*wa 

«,x  +  «,//4-<i        «->  0  die  Gleichung  der  Geraden  AC 

c^z-\-v^*j  -^-c  =  'S  ^-  0  „  AB 

iit,  \  and  9*  durch  x  und  jf  aufgcdrackt,  von  ücr  Form 

«ndea,  wo  ^  und  yr  noch  nlher  an  beetomen  rind. 
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Santo:  tUbtr  ProJectmOt  und  partidU 


Tnutformlrt  nuui  ein  projecttviflches  Coordiitateiujrstein  in  ein 
anderes  ebenfaUs  proiectiviacbea,  so  iwlialten  die  Tranafonnatiott- 
fonneln  dieselbe  Oeetalt,  wie  oben. 

Diese  Art  von  Coordinatensystemen  will  ich  dazu  benutzen,  zu 
zeigeu,  wie  eine  und  dieselbe  auf  Grösscnverhältnisse  bezQglichc  Be- 
merkung, wenn  man  sie  auf  verschiedene  Coordinatensysteme  an- 
wendet, zu  verschiedenen  fügenscbaften  einer  und  derselben  Gnne 
fobren  kann. 

Wenn  mau  ein  rechtwinkliges  Coordinatcnsystem  in  ein  anderes 
ebenfalls  rechtwinkliges  transformirt,  so  mag  dieses  „einer  Trans- 
formation innerhalb  des  Gebiets  der  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systeme'" genannt  werden. 

Man  kann  dnrcb  Transformation  innerhalb  des  Gebiets  des  reckt* 
winkligen  Coordinatensysteme  die  Coeifieienten  der  linearen  Glieder 
nnd  des  bilinearen  Gliedes  der  allgemeinen  Kegelscbaitlgleidiiiiig 
znm  Verschwinden  bringen,  wodurch  die  Gleicbnng  die  einfache  Form 
erhftlt: 

Alsdann  führt  die  algebraische  Bemerkung,  dass 

ist,  bekanntlich  auf  die  Eigenschaften  der  Uauptaxen  des  Kegel- 
schnitts. 


LlMfi  aan  den  Piukt  P  in  die  Usemilichkeit  ritekra,  ao  wird  ABBM 
eia  Parill«t<^gniii]ii,  und  dih«r 

CS-^-CH^s  AB. 

Also  muss  in  diesem  i:aiic  für  gewibii.c  coiii>t«ntc  Werte  k,  k^^ 

sein. 

¥üT  oaendlicb  entfernte  Fankte  F  wird  aber 
Daher  muu: 

i-i  («1 + «1  ^)  + *.  (*. +*.;)*-*(«»+ f ) 

ff«in;  eine  Oleichnng,  welche  unabhängig  you  den  Wert  ^  eer  deae 
erf&lU  werden  kann,  wenn  fp  und  yt  CosetABien  «od. 
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Madit  man  dieselbe  TraDsformation  innerhalb  des  Gebietes  der 
tcUehrinUigen  Parallel-CoordiDateusysterae  mit  gegebenem  Axen- 
wiokel,  so  führt  das  auf  den  BegritT  und  die  Eigeuscbafteu  der  cou- 
jngirten  Durchmesser. 

Wir  wollen  nnn  dieselben  Ueberiegangen  für  die  projectiviscben 
GoonUnttensjBtome  anstellen. 

ZnoAcbst  ist  klar,  dast,  wenn  man  die  Gleichung  einer  beliebi* 
geo,  nrsprQuglich  auf  Cartesins'scbe  Coordinaten  bezogenen  Cnrro 
ia  projectiTiscbe  Coordinaten  transformirt,  der  Qrad  der  Gleichung 
Bcb  nicht  ftndert 

Also  wird,  wenn  jetzt  f(  projectlviscfie  Coordinaten  sind,  auch 
ia  fflfBSMi 

die  aQgemeine  Gleichung  eines  Kegelschnitts. 

Durch  Transformation  innerhalb  des  Gebietes  dr  r  projectivisehen 
Coordinateusystcmc  kann  man  (sogar  auf  nucuUlich  viele  Arten) 
wiederum  die  Cocfticienten  der  beiden  linearen  Glieder  und  des  bili- 
Dearen  Gliedes  mm  Verschwinden  bringen;  jedenfalls  ist,  wenn  x 
and  y  projectiTiscbe  Coordinaten  sind,  die  Gleichung 

die  eines  Kegelschnittes. 

£s  ist  klar,  dass,  wenn  y  dieser  Gleichung  Gonflge  leisten,  die 
drei  Wertepaare 

—Bf 

SS  eben£ül8  tun.  Man  findet  daher  zu  jedem  Punkte  P  des  Kegel* 
K&Aitts  drei  andere,  welche  diesem  Kegelschnitt  ebenfalls  angehören. 
Sei  nr  Abkürzung 

CX'^X,   CY^  Y 

gesetzt,  und 

X  ^  Y 
DC      *'     EC  —  ^' 

Mwird: 

Ji 

"'^  DQ 

Y 

w  diss  also  die  drei  andern  Punkte  gefuuden  werden,  indem  man 
die  Werte  Jf,  y  in  entgegengesetzter  Richtung  von  C  ans  aufträgt 
nad  die  obigen  Combinationen  durchmacht. 
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Suniot  IMer  I^^^eeUnUU  witf  pariSdk 


Sei  wieder  das  CoordinatioBsdroieclc  ^BC7  gegeben,  vod  seien 
P,  Q  zwei  beliebige  Pnnkte  der  £beoe,  ibre  projectivischen  Ooordi- 
naten  respective 

X  Y 
CD  '  CD 

und 

X'  F' 

cd'  cd 

(die  riinktc  /),  E  brauchoii  nuht  gezcicbact  zo  wcrdcu)  so  kouueu 
die  Coustautcu  ä\  L  der  Gleich uag 

V  =  1 

im  AUgemeinen  so  beetimmt  werden,  dass  die  Goordinaten  der  Pnnkte 
P,  Q  derselbeu  genügen. 

ICan  erbält  nftmlicb  die  Bedingongsgleicbungcn 

ans  welchen  K  und  L  berechenbar  ist. 

Eine  Ausnahiiiü  bildet  der  Fall,  dass  sich 

Xi  F«  jr' :  y' 

verhält,  weil  dann  die  Deterimuautc  der  beiden  Gleithuugen  ver- 
schwindet [Mau  kann  sagen,  die  Coefficientcn  A',  L  werden  in 
diesem  Falle  uncudlich  gross].  Alsdauu  liegen  die  Pankte  P,  Q  und 
C  in  einer  Geraden. 

Oonstmirt  man  zn  P  nach  dem  Vorigen  die  drei  andern  Pnnkte 
Af  Pti  ^"i^^  ebenso  zu  Q  die  Pnnkte  Qi,  Qt,  Qg,  so  bat  man  8 
Pnnkte,  welche  auf  einem  Kegelschnitt  liegen. 

In  dem  Ansnahmefall  degcnerirt  dir  Kegelschnitt,  aul  welohcm 
die  Pnnkte  PP^  /^Pg,  QQ,  Q^Q^  liegen,  in  zwei  Gorade,  deren 
Schnittpunkt  die  Spitze  C  des  Coordioationsdreiecks  ist. 

Das  führt  auf  die  Bemerkung  (welche  sich  anch  schon  frllher 
h&tto  machen  hissen),  dass  jode  vier  zusammengehörigen  Pnnkte 
Ai  A      Eigenschaft  haben,  dasa  die  Verbindungslinie  Ton 
r  und  Ps  durch  den  Punkt  C  geht,' desgleichen  die  Verbindungslime 
von  Pj  und  Pf. 
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Damit  ist  die  schöne  geometrische  Eigenschaft  des  Coordinateu- 

(Ireiecks  aufgedockt : 

Coostrairt  man  zn  irgend  einem  Funkte  P  der  Ebene  anf  die 
bebumte  Weise  die  zngebOrigea  Paukte  Pj,  P^,  P^^,  so  ist  das  Coor- 
diaalendreieek  ABC  das  Diagonaldreieck  des  voUst&nd*gen  Vierecks« 
tdcfaes  die  Pnnkte  P,  P|,  Pf,     zu  Ecken  liat 

Ich  verfolge  diese  Betrachtnngen,  welche,  wie  man  siebt,  mitten 
in  die  synthetische  Geometrie  hiueiufübren,  nicht  weiter,  da  ich  nur 
zeigen  wollte^  wie  eine  und  dieselbe  analytisebe  HemerlvIlllu^  auf  ver- 
schiedene Coordinat<  II  Systeme  in  Anwendung  gebracht,  indem  man 
TOn  einer  hestimmtrn  higenscbaft  einer  Cnrvenart  ausgeht,  zu  an- 
dern Kigeuschuft^iu  derselben  Curveiuirt  flibren  muss;  woraus 
jjm'ürgeht,  dass  die  Coordinateusysteme  in  analoger  Weise  wie  di(3 
CorrelatioQcu  zur  Transformation  geometrischer  Lehrsätze  gebraucht 
werden  i^öanea. 

Dabei  herracht  im  Allgemeinen  der  UnterBchied,  dasa  die  An* 
voadang  der  Corrdationen  von  bekannten  Eigenscbaften  lieatimmter 
Cureaarten  auf  analoge  Eigenacbafton  anderer  Garvenarten  zu 
KhHessen  erlaubt,  wäbrend  die  Anwendung  d»  Coordinatensysteme 
US  bekannten  Eigenscbaften  beatiramtcr  Cnrvenarten  einen  Scbluaa 
Mf  andere  Eigenschaften  derselben  Curvenartcn  verstattet. 
Beide  parallel  zur  Anwendung  gebracht,  können  erst  eine  voll« 
ständige  und  planvolle  Darstellung  der  Geometrie  und  vielleicht  des 
geometriscbm  Denkens  übcrbaupt  ermögliclien ,  wäbrend  die  Anwen- 
dung de<  Correiationsbegriffies  allem  uiuner  nocb  eine  Lücke  lässt, 
die  dann  durcb  iieterugcue  und  scheinbar  willkürliche  lit'tjachtuugcu 
aosgeftUlt  werden  muss. 

TieHdcbt  kdnnte  man  die  Bewegung  der  geometrischen  Specu- 
latiou  dadurch  treffend  cbraktetridren,  dasa  man  sie  unter  zwei  Ideen 
labsnmirte:  die  Idee  der  Coordinatlon  und  die  Idee  der  Transfor- 
nsäon.  Beide  kommen  sowold  bei  den  Gorrelationen,  als  auch  bei 
den  Coordinatensystemen  in  Betracht,  die  eine  vornehmlich  beim 
Aofbaa,  die  andere  beim  Gebrauch  dovelben. 


Aomerkung.  Die  AuwenduDg  der  Coordinatensystcnie  ist  keineswegs 
ui  die  Anweudung  des  Calculs  in  der  Qooroetrio  gebuüden  ;  dieselben  sind 
ebenso  wie  die  Correlationen  ililfftiuiUel  geometrischer  Art,  und  luan 
UttMe  «ieh  beider  Arteo  von  Hilfinittela  aiidi  «of  eoaitnietivem  Wege  be- 
Inikii  (Beispiel:  Die  eogeiwonte  „Steiiier'eelM  Dmakpfinaachine");  aber  ei  tat 
Mebt  swedurtwig,  auf  die  aoalTtiMbeii  HUfenittel  nicht  tn  Tersiehten} 
Hdaehr  beide  Meihodeo  —  jede  in  der  Weaie,  welche  ibreoi  Chemkler  ein 
MelMn  eoniprich»  —  aebea  einaiider  nur  Anweadnog  ra  briagen  und  dureh 
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Santa  Ueber  IV^ftelmUt  wd  jmrUdU 


Mjku  hftt  den  GoordiiiateoifyttemeA  snin  Yonrarf  gemadit,  dBM 
durch  sie  ein  fremdes  Element  in  die  Betracbtang  der  geomeCriBclien 
Gebilde  hineingetragen  werde.  Dieses  mag  in  Betiehnng  auf  manehe 
Anwendangen  sehr  gnt  trelfend  sein,  wfthrend  es  mir,  allgemein  ans- 
gesprochen,  ein  schiefes  Urteil  zn  sein  scheint  Allerdings  liefert 
die  Gleichnng  einer  Cnrve  in  Besiehnng  anf  ein  bestimmtes  Coor- 
dioatensystem  nur  eine  Anschannngsweise  derselben,  i^otsprecbend 
dem  Anblick,  welchen  diese  Cnnre  dem  Beobachter,  der  sie  von 
einem  Standorte  ans  betrachtete,  gewähren  würde.  Denkt  man  sich 
aber  im  Flage  alle  möglichen  oder  doch  alle  Charakteristik 
sehen  Coordioatensysteme  darauf  angewandt,  so  hört  die  Anschan* 
nngsweise  auf,  eine  einseitige  sn  sein. 

Es  ist  allerdings  der  Vorteil  des  Geoineters,  wo  er  auf  seiuem 
Gebiete  arbeitet,  deu  Standpunkt  rascb  wichselu  zu  können;  woraus 
die  Aufgabe  entspriugt,  der  aoalytisclien  Coordiuatentransforma - 
tion  geometrische  Gesichtspunkte  abzugewinnen,  sie  wo  möglich 
ganz  in  eine  geometrische  Coordiuatentraosformation  2a  verwandeln; 


ihr  kuostluses  —  weil  natftrlichet  —  Ineinasdeigreifen  auf  dem  taah/ehatitn 
Wege  die  Geometrie  enutehen  zn  lassen.  Deshalb  ist  —  um  xwei  Mei- 
sterwerke ersten  Hanges  neben  eiaander  xa  steilen  »  Bttioer*«  Methode  frncbfr- 
barer  als  diejenige  v.  Staudt'«. 

Die  Analysis  Ie;;e  den  Grund,  die  ^ometrischc  Betrnehtang  ttche  die 
Cousequenren  -  -  dn?  wird  itn  Allgemeinen  ilie  /wcckmiesigste  Teilung  der 
Arbeit  sein;  oder,  wenn  die  Auwendung  eines  Vergleichs  verslMttct  ist:  Die 
Analysis  sei  dßs  grobe  Geschöt«,  dio  tynthetische  Geometrie  divb  kleine  Ge- 
wehr; CS  nimmt  bich  bclt!>am  au^,  wenn  unter  Anwendung  von  uiuncbeilet 
analytischen  Kanstgriffea  und  Vcrbicgungen  des  Goordinateasystcma  ein  ein- 
leloct  Theorem  liewieten  wird,  wetdies  nrsprQnglieb  dttrck  Oeomecrie  emdeekt 
wnrde,  ond  deeeea  Beweis  aaf  goonetriecheoi  Wege  iwiargeinlae  tob  Statten 
geht  üeberhMpt  find  nicht  eintelno  Sitte  das  lulargemlaee  Zielohject  der 
AnalyeU;  aber  Khon  Syelenie  von  Sltsen.  Dio  geooietriiehe  Methode  be- 
sitst  eine  Qetebwiodigkeit  der  Bowfgnng,  worin  die  Analyais  mit  der  Geo> 
metrie  nicht  vorteilhaft  eoncorriren  kann,  sellMt  wenn  eie  noch  so  viele  An» 
leihen  bei  der  letstern  —  in  Gestalt  kftnellicbcr  Cootdlnatcnsysteme  —  mache 
Dagegen  vermag  die  Analysis  von  ihrem  erhabenen  Standpiinkic  ans  weite 
Gebiete  im  Ganzen  mit  einem  Blirk  zu  überschauen  und  Methoden  zu  be- 
grün lien,  zu  «leren  Ausbeutung  nach  jeder  liichtung  hin  s^ie  weder  Beruf 
noch  besondere«  Gcüchick  besitzt;  diese  Ausbeutung  ist  aber  eine  wichtig« 
Aufgabe,  and  keineswegs  die  leichtere,  kein  blosses  Anh&ngsel;  wenn  aucli 
die  Aulghbe  des  Geometers  durch  die  Hilfe  der  Analysis  eine  wesentlich  leich- 
tere wird»  so  wird  daiBr  dm  GeUct  feiner  Condrang  dn  weMMVch  reldieret« 
ali  wenn  er  anf  die  HilfiBittel  der  rain  geonwtrifchen  Anechannng  angewieeen 
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was  allerdings  mit  jeder  besondern  Art  von  CoordiDateusystemen  nur 
fOr  eine  gewisse  Gmppe  von  Untersuchungen  pr^Iingt  Für  dieses 
Gebiet  ist  dann  das  Coordinatensystem  ein  natürliches,  für  jedes 
asdere  ein  mehr  oder  weniger  künstliches. 

Entsprechend  den  oben  lH|j;onnenen  Untersnchungen  Aber  die 
DifferentialgeoTnetrie  der  Correlatioucii  und  parallel  denselben  muss 
eine  „allgemeiin'  geometrische  jMasiluiienlehre**  die  Differentialgeome- 
trie der  Cuordiuatinsysteine  untersuchen,  was  zu  ebenso  einfachen, 
^5  .111  sich  merkwürdigen  Resultaten  ftüirt,  woraul  aber  hier  nicht 
eingegangen  werden  soU. 

Daaa  in  dem  Vorigen  ftberbnnpt  die  Goordinatenqrsteme  berührt 
worden  lind,  gesehnh  deshalb ,  weil  dadnrcli  die  Gorrelationen  als 
•otwendiger  Teil  eines  Gänsen  aneh  vom  logischen  Standpnnkte  be- , 
trachtet  an  Bedentnng  gewinnen  nnd  nicht  mehr  als  ein  zntülliges 
Ersengaise  geometrischer  Specnlatlon  angesehen  werden  können. 

Das  Fnndamentalgesetz  der  projectivischen  Beziehung  bei  Cor- 
rel&tionen  fahrt  zu  ganz  andern  Gruppen  partieller  Differential- 
gieiehnngen,  als  die  in  dem  Vorigen  erw&hntea. 

Wir  wissen,  dass  die  geradlinigen  Verlängerungen  entsprechen- 
der, von  den  Punkten  1\  U  ausgehender  Elemente  sich  im  Allge- 
meinen auf  einem  Kegelschnitt  treffen,  welcher  durch  die  Punkte 
n  Uadarchgeht 

Man  kaim  nun  die  Bedingungen  aufsuchen,  unter  welchen  der 
KegelscbiiiU  eine  specielle  Gestalt  erhalt.  Diese  Untersuchung  ist 
ebenfalls  überaus  einfach  vermittelst  der  Cartesius'soheu  Coordinaten 
durchführbar. 

Seien  PS^  iZS  die  geradlinigen  Verlftngemngen  zweier  entspre- 
elender  Elemente,  t»,  v  die  Coordinaten  ihres  Schnittpunktes  5,  so 
bsben  wir  nach  den  frftheren  Beseiclinungen 


AMn«rkaiig.  Wenn  man  Mgt,  dM  rwhtwinUig»  CoofdlBalMqrsieiii* 
mitteilt  dMMQ  am  «ineo  bdiehlgMi  Kflgdfchnitt  durch  dM  Qldehnng 
itiMdlt«  habe  nldits  i^t  dwn  Kcgdtcbnltt  Mlbü  so  ton,  to  ist  da«  \m  AU- 

i:emeti}eo  rtcfatig;  es  wird  aber  unrichtig,  wenn,  nachdem  ilarch  eine  leichte 
TiaMforaation  die  HMpiasen  Mitdeckt  worden  sind,  der  K^;eltchnitt  auf 

Um»  als  Coonlinntcnaxcn  bwoi^en  wird ;  denn  die  Hnnptaxen  sind  doch 
lichcr  nicht  etWHS  dem  Kegelschnitt  Frpintlrs  Die  Transf o  r m  at  i o n  niuss  mit 
in»  Aop:e  rrefiii«!  werden ;  sie  muss  gleich  bei  der  Erfindong  von  Coordinatea- 
fjfttiBfn  ma#»gehender  Factor  sein. 
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wonn 

u — — { 

zu  substitairen  ist. 

Also  wird  die  Gleichung  der  Schnittearve: 

b^(u  -x)(«-|>+Ä4(„-.y)(»»-^)~a,(i.-ar)(r-iy)-a,(ir-jf)(»-^)  -  O- 

Ordnet  man  die  Gleidiuug  nach  ihren  Variabein  m,  so  werden  die 
Glieder  der  höchsten  Dimension: 

+ (Ä*  —  «1 )«»  — 

von  \srit  )ieu  alk'in  bekanntlich  die  Form  des  Kegelschnitts  abhftnn:t. 
Trausluiuiirt  man  diesen  Ausdruck  durch  Drehung  des  Coordiuaten- 
systems,  also  vermittelst  der  Formeln 

V  =  «'sin  <>+r'co8# 

auf  die  Ilaaptaxenrichtiingen,  so  bestimmt  sich  der  Winkel  ^  durch 
die  Gleicbnng: 

nnd  die  Glieder  zweiter  Dimensiou  der  transformirten  Kegcibchuitt&- 
gleichuug  werden: 

J''L-«I  +  *l+"»cü82»+^«  p  8iü2»  1»V 

Sei  das  Verbftltniss  der  Hanptaxen  doreb  k  bezeichnet,  wobei  h 
Ittr  die  Ellipse  reell  gesetzt  wird,  also  fllr  die  Hyperbel  rein  ima- 
ginär. 

Man  bat  also: 

bi  —  C4  -{-     -}-  o^)  cos  2i'^  -|-  {h^  —     sin  2£  ^ 

*i — -~  (^'i  +  «s)  cos  2^—  {b^  —  «1 )  sin  2& 

Der  besondere  Wert  giebt  den  Kreis,  der  Wert  1^=:^— 1 

die  gleichseitige  Hyperbel,  der  Wert 

•=  Null  oder  Unendlich 

die  Pantbel. 
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Man  äodet  bifrAos  fir  die  Correlation  leicht  folgende  Resultate: 
Wenn  der  Kegelsebnitt  «io  Enis  wenten  aoU«  so  rnnas 

e-t)"+e+i)'-. 

teio;  toll  er  eine  gleichseitige  Hyperbel  werden,  so  moss 
Min;  soll  er  eine  Parabel  werden,  so  muss 

*&8^+^Ä-8»J 

aciiL 

Terlangt  mu  endlich  Kegelschnitte,  deren  Axenverh;iltuiss  durch 
eine  gegebene  Zahl  k  dargestellt  wird,  so  muss  für  diese  die  Glei- 
dnng  erltUlt  werden : 

l&      dy)  '^\dy~^  ^)  (I^-JV 


Aiiibcrkung.    Die  Comb iaation  der  beiden  oben  goiuoüciuu  CiU-ichungen 

Aftft  «af  eine  mtenMtente  Anfg«be  der  IntegrelraelNraDg,  welche  dM  Problem 
^  eonformen  Abneiehnnngen  all  Bpcciellen  Fell  In  fich  enthält.  Verlangt 
Win  nämlirh,  daM  ^  und  1;  eonstant  f^n  tollen,  so  giebt  das  xwei  lineare 
pAfticUe  Differentlalgleichangea  mit  eon»tantett  CoeßicienUn.  Die  geometrische 
Fmnag  dee  ProUema  lat  dieae: 

Gorrelatloaen  an  finden ,  deren  Schmttcwrven  eniaprecbender  Strahlbatcbel 
iWfieiie  ttwl  aveaperaUele  Kegelichnlile  wetden. 

Liaat  man  die  Axenriehtnngcn  der  Kegelschnitte  mit  den  Coordinatenaxen» 
ikto^en  identiaeh  werden,  wodurch  der  Charakter  des  Problema  keine  Aen* 
iuang  erteidet,  ao  werden  die  Differantialgldchnngen  dieae : 

^  -  Const 

s"5*  ST» 


üigitized  by  Google 


258  Sümiö:  üihir  FhtfteimUU  wd  partüB» 

Pie  erste  dieser  Gleidinitgeii,  welche  «oglabt,  wann  der  Kegelschnitt 
eia  Kreis  wird,  kann  anf  reeUe  Weise  nur  dadnrch  erfftllt  werden, 
dasB  man 

setzt ;  das  sind  aber  die  BediiigimgeQ  der  ersteu  Art  der  Couformit4t. 
(Cougrueute  StrablbUschel  uüt  gleichem  Drebungssiuu). 

Dagegen  ist  «tte  sweite  Gleichnag,  die  Bedingnng  für  die  gleich- 
seitige Hyperbel,  nnr  eine  der  beiden  Bedingnngen  ftr  die  Con- 
formitflt  sweiter  Art. 

Kiur  andere  Aufgabe  von  fundameutalpr  Bedeutung  besteht  dann, 
die  aualytische  Bcdiugung  dafür  auf/asm  h«  u,  dass  die  Scbrnttcurro 
anstatt  eines  Kegelschnittes  eine  gerade  Linie  wird. 

Da  wir  wissen ,  dass  in  diesem  Falle  die  Gerade  FD  die  Bich- 
tnngen  dnes  Paares  entsprechender  Strahlen  angieht,  so  ist  die  Auf- 
lösung leicht  Es  folgt  nftmlich  aas  dem  so  eben  Gesagten,  dass  io 
diesem  Falle 

%  =  t^  j — f. 

ein  Paar  entsprechender  Werte  i,  t  sind,  und  daher  die  Funda- 
mentalgleichnng 

darch  die  Substitution  dieser  Werte  erHUlt  werden  muss. 
Das  giebt: 


3« 

dn 


0, 


welches  die  gesuchte  Bedingung  der  Linearitftt  der  Schnittcarre  ist 

Alle  partiellen  Differentialgleichnngen,  su  welchen  wir  gelsogt 
sind,  können  in  zweifiidier  Weise  zur  Anwendung  kommen.  Ent- 
weder handelt  es  sich  um  die  Untersuchung  einer  gegebenen  Cor- 
relation,  wo  dann  die  partiellen  Diffsrentialgleichungen  algebraische 
Gleichungen  werden,  durch  welche  in  dem  P*Gebiete  und  dem  ent- 
sprechend in  dem  i7-Gebiete  Curvon  charakterisirt  werden,  deren 
Punkten  die  betreffenden  Eigenschaften  zukommen ;  o de r  man  sucht 
besondere  Arten  von  Corielationen,  welche  emer  oder  zweien  der 
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ptrÜelleD  DiffereDtialgldcbangen  aber  all  GenOge  lebten,  was  eine 
Angabe  der  Integnürecbnnng  ist 


Die  GieicbuDg 


^  dx 

9» 


+  (i2  —y) 


dl} 


0, 


die  Bediognag  der  LInearltftt  der  ScbnittetirTe,  mag  in  dem  an- 
letzt genannten  Sinne  in  Betracbt  gezogen  werden.  Dieselbe  be- 
iüzt  die  ESgenscbalt,  sieb  anf  eine  abbäagige  Yariabele  bringen  zn 


Setzt  man  luimiich 


50  lisst  sich  Alles  durch  z  und  desseu  partielle  Differentialquotieuten 
zosdrflckenf  aud  die  partielle  Differcntialgleichang  nimmt,  wie  man 
leidit  siebt,  die  selir  einfache  Gestalt  an: 


0. 


Diese  Gleifbong  besitzt  die  IiOsnng: 


X — a 


«ean  a  nnd  t  Constanten  sind.  Man  kann  dieselbe  bekannüidi  nacb 
dem  PHncip  der  Variation  der  Constanten  ToraUgemeinem,  indem 


dz       Bx  db 


aad 


setzt 


Xsn  erbüt  dadnreb  in  nnserm  Falle: 

ilb  y  —  b 
da     m — a 

Die  geometriscbe  Deutung  dieser  Besnltate  ist  leicbt.  Betraebten 
vir  zanftchat  den  einfaeberen  Fall,  von  welcbem  wir  ausgegangen, 
dsss  a  und  h  Constante  sind. 

17» 
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Die  OMehnng 

sagt  aos,  dass  die  Correlation  die  Eigenschaft  haben  mnss,  dass 
jedes  Paar  entsprechender  Punkte  77  mit  eiuem  festen  Punkte  C, 
dessen  Coordinaten  sind,  in  einer  «?oraden  Linie  liegt.  Dadnreh 
allein  ist  aber  die  Correlatiijn  auch  nicht  bestimmt,  und  die  Ver- 
vollstilndigong  ist  im  AUgt mk  inen  in  unser  Belieben  gestellt;  man 
kann  das  geometrisch  so  ausdrücken,  dass  man  sagt:  es  darf  eine 
beliebige  Cnrvenschaar ,  welche  nur  von  einem  Parameter  abhängt 
(d.  i.  deren  IndiMüueu  durch  die  Werte  dieses  Parameters  bestimmt 
sind),  hinzugefügt  werden. 

Wir  woUon  vm  die  allgemeine  Lteang  ins  Auge  fkssea.  An 
die  Stelle  des  Pnnktes  C  tritt  eine  beliebige  Corve; 

Wir  haben  jetzt: 

^  y  — _  v  —  y 
da     z  —  a     I  —  X 

db 

Da      die  trigonometriBche  Tangente  der  im  Punkte  (a,  b)  an 

jene  Curve  gelegten  Tangente  ist,  so  sehen  wir  ohne  Weiteres,  dass 
an  die  Stolle  der  durch  den  Pankt  C  gehenden  Geraden  hier  die 
Tangenten  der  Curve  treten. 

Wir  kAnnen  dleie  Betraditungeu  an  folgendem  gcometriscIieB 
Theorem  soflammenfusen : 

Wenn  man  eine  beliebige,  nnr  von  einem  Parameter  abhän- 
gende CnrTWUChaar  und  ausserdem  eine  einzelne  Curve  C  hat,  ond 
wenn  man  aus  diesen  Elementen  eine  Correlation  iu  der  Weise  con* 
struirt,  dass  man  Tangenten  an  die  Curve  C  legt  und  irgend  zwei 
der  Schnittpunktf>  c'mrv  Tan/^cnte  mit  einer  Curve  der  Schaar  als 
entsprechende  Punkte  der  Correlation  auffasst,  so  hat  die  Correlation 
im  Allgemeinen  die  Eigenschaft,  dass  die  entsprechenden  Strahlen 
der  7.U  7/ gehörigen  Strahlbüschel  sich,  hinreichend  verlängert, 
auf  einer  Geraden  schneiden.  An  die  Stelle  der  Curve  C  kann, 
wenn  man  will,  auch  ein  Punkt  6  treten.  Ausnahmefälle,  in 
welchen  die  Sclinittcurve  keine  Gerade  wird,  sind  denkbar  und 
müssen  bei  jeder  besondern  Wahl ,  welche  man  trifft,  besonders  auf- 
gesucht werden. 


Ansnerkang.  Si  Mi  nodi  beoMrkl,  dan  dteteClaaie  von  Oomlatioiiea 
UDendlleb  Tiele  tich  selbtt  «ntiprechMide  Pkukte  bcsiltt,  wdelm  •aMOMaan 
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So  hat  die  lotegralrechüuiig  vermöge  der  einfachsten  Betrach- 
tungen zu  einem  geometrischen  Theorem  vnu  allerdings  bedeutender 
Coinplicatioü,  aber  auch  von  ttbcrrascliend  grosser  AllgemeiDheit 
geAhrt 

Dui  ExiiteDS  von  AusnabmefiUleD,  wolche  flberhanpt  eine  cha- 
nkterulische  EigentiUnlicbkeit  der  Theoreme  von  dieser  Art  bildet, 
kam  meines  Erachtene  das  Interesse,  welches  sie  gewähren»  nicht 
Tflndndem;  ober  könnte  sie  dasselbe  erhoben,  indem  das  Anfsncben 
dieser  AnsnahmeftUe  seinerseits  einen  Ldtfaden  fbr  die  Untersncbnng 
der  lietrelfenden  dasse  von  Correlationen  an  die  Hand  giebt 

ich  werde  einen  speciellen  Fall,  welcher  sich  als  ein  solcher 
Assnahmefall  erweisen  wird,  iu  Betracht  /iohe?»,  was  auf  ein  be- 
kanntes Theorem  ans  dfr  I.ohrc  von  den  Kegeischiiitlen  und  den 
eauptrechendea  Satz  for  höhere  algebraische  Curvea  fahren  wird. 

Eine  der  am  häufigsten  nntersncbten  Ciirvengruppen  ist  ein 
XflgelscbBittbftscbel,  das  Ensemble  der  Kegelschnitte,  welche  durch 
Tier  gegebene  Punkte  hindurchgehen.  Dasselbe  wird,  wenn 

9)  =  0,      G{x,  y)  -  0 
die  GleichoDgen  zweier  seiner  Kegelschnitte  sind,  durch  die  Gleichaug 

Q(tB,  y) 

rix, 

1  .'.stellt,  wo  p  der  die  einzelnen  Kegelschnitte  des  Büschels  cba- 
nktcrisiresde  Parameter  ist 

TsfBteht  man  aber  unter  Fss Q^Q  die  Gleichungen  be- 

liebiger  anderer  Curvcn ,  so  charakterisirt  die  Gleichung  p  ein 
beHebiges  Curvenbtaehel. 

Wir  wollen  ein  solches  auf  folgende  Weise  2ar  Goustmctiou  einer 
Correlatioa  benutzen: 

Seien  A  irgend  zw^  der  Mittelpunkte  des  BAschels  (nämlich 
der  gemeinschaftlichen  Schnittpunkte  sämmtlicher  Curven),  so  werde 
dmt^h  diese  Punkte  eine  Gerade  —  also  dne  gemeinschaftliche  Sehne 


«N  Canre  bilden;  man  findet  tÜBf  indem  man  aa  die  C-Cum  und  jo  eine 
dm  der  Canrenschaar  die  gemeinschaftliche  Tangente  construirt.  Dieses  isl 
m  so  fiern  eine  besondere  Eigenschaft,  als  Corrclatiunen  im  Allgemeinen, 
vie  wir  beispielsweise  bei  der  Collincation  ^i'^rhert  haben»  sor  eine  endliche 
iUttabl  lieb  eelbit  eotaprechender  f  unku  besiuen. 
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des  Bflscbels  —  gelegt  und  auf  dieser  ein  Ponkt  C  angeoommcD -, 
man  durch  C  eine  beliebige  Gerade,  so  sollen  zwei  der  Schnitt- 
punkte der  letztem  mit  einer  Corve  des  BOschelfl  zwei  entspreckeiide 
Ponkte     17  sein. 

Die  Definition  ist  freilich  lu  su  fem  noch  nicht  g^anz  bestimmt, 
als  noch  uicht  gesagt  ist,  welche  der  Schoittpunktc  gemeint  wer- 
den. Für  die  hier  zu  machende  AuweiuluDp^  genügt  es,  festzusotzcn, 
dass  es  dirjenigeu  Punkte  sein  sollen,  welche,  wenn  sich  die  Gerade 
CPn  in  der  Richtung  nach  CAA  hin  dreht,  in  dem  Moment  des 
ZosammouiaileDs  beider  Linien  respective  mit      A  identisch  werden. 

Diese  Correlation  soll  in  der  N&he  der  Punkte  ^,  A,  ndche 
als  Mittelpankte  entsprechender  StraUbllschel  anfeoCMSen  sind,  vnte^ 
sucht  werden. 

Seien  x+dsß^  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  der  Nähe 

von  A  und  i-^-d^,  ^-h^^  des  entsprechenden  Punktes  in  der 
Nähe  Ton  A,  so  haben  wir,  weil  nach  der  Definition  der  Gleichungen 
&  <»  0,  0  f&r  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  A^  A  erftUt 
sein  ffiOssen: 

tlw 

so  dass  also  zi^ischen  den  trigouomctrischon  Tangenten  ^  ^ 
tlfi 

•ji^  I  die  lineare  Beziehung  herrscht: 
»« 

Die  beiden  TangentenbUschel  stehen  demnach  in  projectivischsr 
Besiehung,  und  es  gilt  jedenfalls  der  Satz: 

Jedes  Curvenbüschei  liat  die  Eigenschaft,  dass  die  in  zwei  Mittel- 
punkten des  Baschcls  an  jede  seiner  Ourren  gelegten  Tangenten 
sich  auf  einem  Kegelschnitt  treffen.  Ausgenommen  ist  natOrlich  der 
Fall,  dass  die  Determinante  der  Functionen  G  fOx  die  Coordi- 
naten eines  der  Punkte  A,  A  oder  beider  entweder  verschwindet» 
oder  unstetig  wird. 

Da  die  Correlation,  mit  welcher  wir  uns  hier  beschäftigen,  in 
die  Classe  dorjüoigcu  gehört,  für  ^\  ( Iche  oben  das  allgi meine  Theorem 
gefunden  wurde,  dass  die  geradlinigen  Verlängerungen  entsprechender 
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StnUen  zweier  BQicliel  stdi  auf  einer  Qeraden  sdineideB,  so  mOsste 
forlim  gesaimte  Kegetoehnitt  In  Gerade  degeneriren,  wenn  die 
Pnakte  A  keine  AnaoAhmepnnkle  wSren.  Man  erkennt  aber  leicht, 
te  sie  wirklich  als  Ansnahmepnnkte  anfgefosst  werden  niflssen; 
dar  Uoifllindf  dass  der  Fnnkt  der  doch  für  die  Cönstmction  der 
Correlation  sehr  wesentlich  war,  ans  den  letzten  Betrachtungen  ganz 
henungegangen  ist,  dentet  sdion  daranf  hin.  Wir  haben  daher  Yer- 
sabssuug,  das  Verhalten  der  zu  den  Punkten  A  gehörigen  Strahl« 
lAsdid  genaoer  zu  nntersachen. 

Wenn  sie  perspeetiTische  Lage  haben  solltou ,  so  mflsste  unter 
des  onendlich  vielen  Paaren  entsprechender  Strahlen  eines  sein, 
welches,  hiorcichctid  verlängert,  zusammenfiele;  oder,  was  dasselbe 
ist:  eine  Cnno  des  Büschels  müsste  die  Gerade  ilA  doppelt,  nAm- 
lidi  in  den  Paukten  A  nnd  A  bertthren. 

Die  Gleichong 


der  projectiviscbeu  Beziehung  müasto  daher  erttUlt  werden,  wenn  man 


hinoinsctzt.  Es  müsste  also  für  die  Coordinaten  «,  ^  und  ^,  ij  der 
Paukte  A  und  A  die  Gieichuug  bestehen: 


Die  weitere  Untersnehnng  wird  am  einÜBushsten,  wenn  man  nach  der 
hsksaaten  Methode  die  Fanetlonen  i^,  G  durch  Einflihmng  einer 
dritten  Variabein ,  welche  hernach  gleich  1  gesetzt  wird,  homogen 
md  TOtt  den  Sitzen  Aber  homogene  Functionen  Gebraueh  macht 

Van  erli&lt  auf  diese  Weise  die  Identitäten 


Fi 


m  ae 


fttr  9  =:  1, 


^(*>  y)  =  = 


ima  das  Entsprechendo  für  |,  i;,  und  {  =  1 ;  auch  ist 


1.  8,  W. 
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Da  uun  nach  der  Voraossetzang  ^(a^y)"*0^  (HßHM^^^  ^ 
so  folgt,  <iaw  loftn 

«^'(a^)+lf|r'<y)  ,/'(.) 

setsen  darf,  und  Analoges  gilt  für  ^, 

Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  linke  Seite  der  frag- 
lichen Gleichung  liefert: 

da  2     ^  =s  1  za  setsen  ist,  so  darf  man  auch  schreiben: 


Bind  nun  die  Functionen  F  und  G  spedell  vom  zweiten  Grade,  so 
ist  bekanntlich 

^f'(^)^nf'(y)+tf'(')  =  */'(l)+y/'(i?)+«/'(t), 

nnd  die  vorstehende  Determinante  erhält  daher  in  diesem  Falle  virk- 
lieh  den  Wert  Null,  wfthrend  sie  fflr  andere  Fnnctionsfonnen  im 
Allgemeinen  nicht  verwhmndet. 

Wir  haben  demnach  den  ma  der  Theorie  der  Kegelschnitte  be- 
kannten Satz  btiwiesen: 

Wenn  das  CnrvonbQschel  ein  Kegelsebnittbflschel  ist,  so  scbneideii 
sich  die  entsprech^en  Tangenten  der  beiden  Taogentenbdieliel  aal 
einer  Geraden. 

Wenn  nur  eine  der  beiden  Functionen  O  vom  zweiten,  die 
andere  vom  ersten  Grado  ist,  so  bedentet  dieses  eine  Gruppe  von 
Kegelschnitten,  welche  einander  ahnlich  sind,  gleiche  ilauptaxou- 
richtungen  haben  und  ausserdem  durch  zw  1  K^'gebene  Punkte  hin» 
durchgehen.  Auch  fflr  diese  gilt  der  so  eben  bewiesene  Satz. 

Vergleichen  wir  die  drei  letzten  Theoreme  mit  einander,  so  er- 
scheint das  sweite  als  eine  Aoenalnne  de«  enteft,  das  dritte  ab  eine 
Ansnahme  des  zweiten  nnd  daher  der  Haaptregd  entsprechend. 

Die  Kegelschnitte  bilden  hier  einen  Gegensatz  xu  den  höhem 
Curven;  ein  solcher  Gegensatz  trat  auch  deich  nm  Anfange  hervor, 
indem  bei  der  Untorsnch im g  entsprechender  Strahlbflschet  sicbzeigte> 
dass  hierbei  —  vom  Staudpunkte  der  Corrclation  betrachtet  —  die 
Projectivität  und  demnach  der  Kegelschnitt  die  Aegel,  jede  andere 
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BeziehuDg  zwischen  Strahlbüscheln  nnd  demnach  jede  andere  Schnitt- 
mna  die  Ausnahme  bildet  Ob  diese  Betrachtungsweise  die 
natürliche  ist,  wage  ich  freilich  vor  der  Hand  nicht  zu  eut- 
icheideiL 

Idi  mOelite  damit  diese  einfiMhen  Betracfatungeii  acbUessen;  ich 
tedwehtigte  damit  Toroebmlieh,  in  Erinuerang  zu  bringen,  wie  man 
■it  des  älteren  Hilfsmitteln  der  Analysis  nnd  vor  Alien  vermittelst 
dv  Carteäns'seben  Coordinaten  ohne  grosse  Rechnung  der  syntbcti- 
telKii  Geometrie  doeb  erbebücbe  Dienste  leisten  kann.  Damit  soll 
den  gegettwirtig  in  der  analytischen  Geometrie  mit  so  grossem  Et* 
fidgs  angewandten  bomogenen  Coordinatenaystemen  keineswegs  zn 
übe  getreten  werden;  aber  die  rechtwinkligen  Coordinaten  sind 
danbaas  li^bt  Ar  die  Geometrie  veraltet;  sie  sind  für  dieselbe  viel- 
asbr  nach  wie  vor  als  fundamentales  Coordinatensystem  von 
giMer  Wichtigkeit,  ebenso  wie  für  die  Mechanik  and  aas  denselben 
Grttnden. 

Ausserdem  giebt  es  Gebiete  in  der  Geometrie,  für  welche  sie 
recht  eigentlich  geschatfeu  sind  uml  vor  jedem  andern  Coordinaten- 
iyntm  den  Vorzug  verdienen  (Beispiel:  die Entwickelung  der  Sym- 
B^eeigenscbaften  der  Kegelschnitte). 

Dass  sie  nicht  Aber  all  bingebOren,  ist  ohne  Weiteres  znsn- 
geben,  aber  dasselbe  gilt  von  allen  andern  Ooordinatensystemen,  anch 
von  den  trilinearen. 

Eine  auf  fundamentalen  Principien  begründete  und  dabei  doch 
möglichst  detaillirte  vergleichende  Kritik  der  verschiedenen  Coor- 
diaakionsmethoden  (Coordinatensjsteme  und  Correlationen) ,  verbun- 
den mit  Proben  ihrer  Leistungsfähigkeit  dürfte  die  sowohl  dem  phi- 
losophischen als  dem  speciell  geometrischen  Interesse  entsprechendste 
Einleitung  in  die  wissenschaftliche  Geometrie  —  analytische  sowohl, 
als  auch  synthetische  —  sein.  Vielleicht  würde  eine  derartige  Kritik 
auch  aus  zureichenden  Gründen  beurteilen  lehren,  was  in  der  Geo- 
metrie sich  naturgemässer  durch  Calcul  und  was  natnrgemasser 
darcb  syntbetiscb-geometrisebe  Iktrachtong  machen  lasst. 


Anmerkung.  Wenn  eine  gsnisehte  DtrsicUnog  ans  alt  »tystealo»*' 
«i^acr  sttMgt,  §0  bat  4w  seinen  guten  Grand  darin,  daee  bei  derartigen  Dar- 
adhngcn  —  allerdinge  nnt  AnsnabeM  des  6teiner*»cbeB  Mdeterwerkes  — 
^bl  Mlien  in  der  Aas  wähl  deeien ,  wae  auf  die  eine  oder  die  andere  Art  su 
Masdda  iat,  prineipiell  ver&bren  wird. 
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XUl. 

BeleuchtuDgs-Constructiouen  für  Flächen,  deren 

zu  einer  Achse  normale  Schnitte  ahnlich 
und  ähnlich  liegend  sind,  bei  orthogonaler  und 
bei  perspectivischer  Darstellung. 

Von 

Henm  Jotof  Batala, 

Lehrer  der  Methenietik  und  der  derstellendes  Geometrie  en  der  öffMdidm 
Obermleebole  in  der  Joeefeiadt  in  Wien. 

(Mit  2  TafelB,) 


§.  1. 

Bel«iieht«B9i»€oii8tracttonen  ftr  Fliehen,  deren  sn  einer  iehse 
normale  Schnitte  fthnlieh  und  fthnlleh  Uef  end  sind,  bei  grewthBlicher 
Barstellung-  dureh  Oniiid*  und  Anfriss. 

Die  Flächen,  deren  Belcuchtungs - Constmctioneii  Gegenstaiid 
dieser  Abbandliuig  sind,  werden  durch  zwei  Systeme  von  ebenen 
Corven  charakterisirt;  die  durch  eine  bestimmte  Gerade  A  [Taf.  VI, 
Fig.  1.]  gehenden  Schnitte  Jf,  Jf,,  3^  ...  Isssen  sieh  anf  einander 
in  sn  dieser  Geraden  normalen  Bicbtnngen  projidren,  während  die 
zn  derselben  normalen  Schnitte  P  dorch  Gentralprcdectionen  aas 
Punkten  dieser  Geraden  A  in  einander  flbergeben.  Wir  nennen  nach 
Professor  Schlesinger  *}  die  ersteren  Linien  Seitenlinien,  die  letiterai 
Formlmien  nnd  die  Gerade  A  Scheitelgefade  der  Fliehe. 


*)  Josef  Schlesinger  ^Die  darsbeiiende  Geometrie  im  Sinne  der  oeuereo 
Geometrie".    S.  Bb%  Wien. 
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In  Flg.  1.  der  Tafel  VI.  sind  «qs  von  einer  derartigen  FlSche  die 
SebeiCdgefade  A,  eine  Fonnlinie  P  nnd  eine  Seitenlinie  M  gegeben. 
Um  die  Isopboten  der  dadurch  bestimmten  Flftebe  fflr  eine  gegebene 
LidrtrtrahlenriclitDng  I  darznsteUea,  werden  wir  die  leophotenpunkte 
«imalBer  Seitenlinien  derselben  constmiren  und  sie  dann  entsprechend 
ffsriimden.  SoDea  beispielsweise  die  in  der  Seitenlinie  Mi  liegenden 
iHphoteapattkte  bestimmt  werden ,  so  suche  man  die  Lagen  E  der- 
jeitgsn  Ebenen  aof ,  welche  die  gegebene  Fläche  in  diesen  Punkten 
lertbrea.  Diese  Ebenen  mttssen  sftmmtlicb  zu  der  im  Punkte  oi  an 
P  geftüirten  Tangente  parallel  sein  und  mit  der  Lichtstrahlen- 
richtnig  /  Winkd  einscUiessen,  deren  Sinus  respective  0,  0*1, 
0*2,0-3  ...  0*9,  1  sind. 

Um  diese  Ebenen  mdgUcbst  einfach  zu  erhalten,  legen  wir  in 
ma  Hilfsfigur  la  durch  einen  in  der  verticalen  Projectionsebene 
liflggoden  Punkt  S  einen  Lichtstrahl  l  und  constmiren  sehn  Rota- 
tioDflkesel  mit  dem  gemeinschaftHchen  Scheitel  S  und  der  gemein- 
mmsa  Achse  I,  denen  die  Beteuchtnngsstftrken  0,  0- 1,  0  2,  0*3  . 
0*9, 1  entsprechen.  Klappt  man  die  horizontal  projicirende  Ebene 
wn  i,  welche  wir  in  der  Folge  wegen  ihrer  grossen  "Wichtigkeit 
liehtriisebene  nennen  wollen,  um  /'  in  die  horizontale  Projections* 
«bene  nm  [h'\  h'  senkr.  r,  S'Sq  sonkr.  I',  So/i'],  trägt 

iÄüD  auf  der  zu  normalen  Geraüeu  Sq  10  eine  beliebige  Strecke 
/pfanmal  auf  und  projicirt  die  dadurch  entstandenen  Punkte  in  der 

Richtung  auf  den  aus  mit  ilem  Radius  .%10  geführten  llallj- 
kreis  iy,  so  schliogscn  die  durch  den  Scheitol  ^',  und  die  Punktri'ihe 
io  gehendoii  Strahlen  mit  /x,  Winkel  ein,  deren  Sinus  respective  0, 
O  l.  0-2,  0-3  ...  0-9,  1  sind.  Durch  Rotation  dieses  Büschels  Sk 
am  den  Lichtstrabi  /  entstehen  die  oben  genannten  Kegel.  Zieht 
mau  nun  durch  S  eine  zu  [Fig.  I  ]  parallele  Gerade  und  legt 
dorch  dieselbe  an  die  zehn  Kegel  Berührungsebenen  so  müssen 
n  denselben  die  durch  die  gesuchten  Isophotenpnnkte  der  Seiten- 
Üiie  Mf  gehenden  Bertthrungsebenen  der  gegebenen  FiAche  parallel 

Damit  die  einzelnen  Bcruhi  uugscbencn  des  Kegelbüschels  leicht 
Düd  geuau  uunstmirt  werden  kötmen,  wurde  derselbe  durch  eine 
durch  S'  (Tig.  laj  g(  In  nde  und  auf  /  normal  stehende  Ebene  /nutt^^ 
sriikr.  /f.]  geschnitten  und  der  Schnitt,  welcher  aus  coueeu- 
trischen  Kre  isen  besteht,  deren  Radien  sich  im  Lichtrisso  auf  S' 
ergeben,  um  die  Trace  mn  in  die  Grundrissebeue  umufelegt  [S'Oi  — 
^Of,  ,..].  Einer  dieser  Kreise  srlirnnijtft  in  den  Punkt  zusam- 
BCD,  wahrend  ein  anderer  uueudlieh  gross  wird;  sowohl  diese  Kreise 
als  auch  die  zogeliongen  Kegel  wollen  wir  mit  den  Zeigern  0,  1,  2, 
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8  ...  10  bozeicliueu.  Nun  hat  man  von  der  horizontalcü,  zn  f, 
[Fig.  1.]  parallelen  Geraden  Stl  [Fig.  la]  den  Durchschnittspunkt  d 
mit  dir  Eljciic  in>no  zu  bestimmru  und  von  demselben  Tangenten  an 
die  conccntrischen  Kreise  zu  lahren,  durcli  wolcbe  dann  die  zu  be- 
stimmenden Berübrungsebenen  K  der  Kt  g«  !  gol»  n  müssen. 

Weil  die  den  einzelnen  Sciteulinien  A/„  31,,  ...  der  gegebeiut 
Fläche  entsprecbendon ,  durch  S  nach  den  Richtungen  ... 
zs  führenden  Geraden  sämmtlich  horizontal  sind,  bestimmen  wir  die 
horizontale  Projcctiou  D'  [Fig.  la]  des  Durchschnittes  D  der  dareb 
<S  gehenden  horizontalen  Ebene  mit  der  Ebene  mno  des  Kreit> 
bOschels  [.'s:,,/),,  ü  Df^D'\\mn\  und  die  Umleging  Z>j  desselben 
[Äo  =  S'/>o,  oJW]mii\.  Wird  nuu  S'.J'  parallel  zn  [Fig.  1.] 
geführt,  so  ergibt  sich  schon  in  der  Geraden  D'  [Fig.  la]  der  Punkt 
<!'  und  durch  Führung  der  zu  V  parallelen  Geraden  tl'd^  in  der  Ge- 
raden Z),  die  Umklappnng  di  dos  Dvrchstosspuuktes  r/.  Man  kaaa 
unmittelbar  f/,  erhalten,  wenn  man  einfürallemal  o@  gleieh  der  Ent- 
fernung des  Punktes  S'  von  der  Geraden  D'  machl  nnd  anstatt  durch 
S'  dorch  den  Punkt  S  die  Paralleleu  sn  den  Tangenten  von  P  sieht 

Die  durch  //j  au  Ut  ii  Krtüsbüsche!  geführten  Tangenten  schneiden 
die  Horizontaltraee  vm  in  den  Punku  ii  ;'>,  4,  3,  2,  1,  0,  1,  2,  3,  4, 
ü.  Nun  denken  wir  uns  die  Hilfsfigur  la  mit  der  Hauptfigur  1  so 
vereinigt,  dass  *S  auf  vi',  vm  auf  mw  und  der  luiumpnnkt  S  in  die 
Scheitelgerade  A  zu  liegen  kommt.  ^Ve^den  dann  durch  die  Punkt- 
reihe mn  die  zu  <,  parallelen  Ilorizontaltiacen  der  durch  -s'  gehen- 
den Ebeiiea  E  geführt*),  so  liefern  dieselben  anf  A//  enii'  Pmikt- 
reihe,  welche,  mit  «S  verbunden,  die  Schuittgernden  der  EUn  n  K 
mit  der  Ebene  der  Suitenliuie  J/,  liefert,  so  dass  dann  diese  Gemdeo 
die  Richtungen  der  Tangenten  y,  vorstellen,  welche  Af,  lu  den  ge- 
suchten Isophoteuii unkten  berühren. 

Nun  denken  wir  uns  die  Seitenlinie  J/j  sanimt  dem  Büschel 
SMf^'  auf  die  Ebene  3/ in  der  Richtung  a^n  projicirt,  was  einfach 
durch  die  blosse  Projection  der  Punktreiho  3//  auf  M'  geschieht. 
Projicirt  man  schliesslich  dieses  Gebilde  M  in  der  zur  Projcctions- 
achsc  X,  normalen  Richtung  a'z  anf  die  zu  «|  paraUele  Gerade  Sx, 
so  eigeben  sich  in  der  Hilftfigur  durch  den  Bdschel  die  Eich- 
tungen der  verticalen  Projectionen  T"  der  an  Jlf  zu  fohmden  Tte- 
genten.  Ist  M"  eine  beliebig  gesogene  Curve»  deren  Eiit8tfllk«ige> 
gesetz  nicht  bekannt  ist,  so  ist  es  am  zweckmftuigsteo,  ihre  Evofaite 
zu  zeichneo«  in  der  Nebenfigur  aber  statt  des  Bflsehek  ^9  den 

Normalbflachel  £W»  desselben  dadurch  m  construiren,  dass  man  ifff 

*)  Mehrcrc  dor  nun  fol  inenden  Farallclpiojectiouen  sind  in  dir  Fi|W 
nicht  d«rg««teiUt»  weil  aie  blo«  der  Erklirsng  wagen  angclfthrt  werden. 
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einftrallemal  nach  S'Sn  aufträgt  und  die  Punktreihe  S'x  um  QOf* 
ucb  n  dreht,  das  heisst,  in  der  Richtung  xf  [Fig.  1.,  S'/^S^gs] 
vai  die  Gerade  S^z  projicirt.  Anstatt  aber  die  Punktreihe  mn  zuerst 
in  der  Richtung  o,'  auf  Af/,  von  hier  in  der  Richtung  a^'a  auf 
3f/,  dann  in  der  Richtung  a'x  auf  S'x  und  schliesslich  in  der  Rich- 
tung rf  auf  S^»  zu  projicircu,  kann  man  in  der  Hilfstigur  die  Punkt- 
KÖie  mn  sofort  in  der  aus  der  Hauptfigur  sich  ergebenden  Richtung 
tif  iof  den  Trflger  S'z  projiciren.  Werden  dann  zu  den  Strahlen 
des  Büschels  S»2  parallele  Tangenten  an  die  Evolute  gezogen,  so 
treffen  dieselben  3/"  in  den  gesuchten  Berührungspunkten  (4)",  (3)", 
(2f,  (1)",  (Or  der  Tangenten  T".  Damit  man  in  der  Hilfstigur 
nebt  Punkte  auf  den  Träger  S'z  projicire,  welche  man  bei  M"  nicht 
anwenden  kann ,  ist  es  zweckmässig ,  durch  zwei  Strahlen  S„z  zu 
fähren,  welche  zu  den  Normalen  der  Endpunkte  der  Curve  M"  pa- 
rallel sind;  dann  braucht  man  nur  die  zwischen  die  beiden  sich  er- 
gebenden Punkte  ~  zu  liegen  kommenden  Punkte  der  Reihe  zu  con- 
struiren.  Projicirt  mau  nun  die  auf  M"  construirtcn  Punkte  zuerst 
nach  M\  von  hier  nach  M^'  in  der  Richtung  a'a^'  und  zuletzt  in 
den  Aufriss,  so  ist  eine  Gruppe  von  Isophoteupnnkten  dargestellt. 
Von  den  Punkten  der  Selbstschattcngrenze  muss  man  wegen  der  Con- 
&tractian  des  Schlagschattens  auch  die  uusichtbareu  Projectioneu  dar- 
stellen. 

Der  in  der  Nebenfigur  zu  diO^  normale  Strahl  des  Büschels 
liefert  bei  obiger  Construction  diejenigen  Punkte  der  Seitenlinie  3/}, 
welchen  ein  Miiiniom  der  BelenciitiiQgsstftrke  zukommt  £s  ist  leicht 

etaaueben,  dass  mao  durch  UDterteiloog  der  Scalft  Sq  XQ  Pirnkte 
eiMr  befiebigen  BelencbtangsBlArke  erhalten  nnd  anch  zu  jedem 
Pinkle  der  gegebenen  FUcbe  dnrch  Ansfbhmng  obiger  Constmction 
in  nmgekebrter  Aufeinanderfolge  der  Beteucbtangsstftrke  bestinimen 
kann* 

Damit  man  bei  der  Behandlung  einer  Seitenlinie  die  von  der 
früheren  h»  rrfihreudeu  Punktreihen  m  u,  zz,  M"  und  M'  ausradircu 
küuue,  oline  dass  dadurch  die  ganze  Figur  ungenau  wird,  ist  es  not- 
^vniJitr,  vorerst  diejenigen  T.Hiiei! ,  auf  welche  unsere  Construction 
gegründet  ist,  mit  Tusche  ganz  dünn  auszuzielicn.  Die  ganze  Arbeit 
»ini  bedeutend  vereinfacht,  wenn  man  die  Constructionen  der  Iso- 
photenpunkte  auf  allen  Seituulmicu  ü/j,  3/^,  denen  dieselbe  Tan^en- 
tenriehtung  /, ,  entspricht,  unmiftolbar  nach  einander  vorninimt, 
weil  man  dann  tur  dieselben  nur  eine  i'iuiktreilit  mn  darzustellen 
bnocht,  weiche  fiir  die  Seitenlinie  in  der  Richtung  e^/  auf  den 
Triger  a»  zu.  |u:ojiciren  ist 

Die  in  der  Kebentigur  dnrefa      zu  fBbrenden  Tangenten  treten 
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immer  paarweise  auf;  wenn  daher  mit  einem  der  Schnittpunkte 
des  Kreisbtischels  und  der  Geraden  /J, ,  z.  B.  mit  dem  Punkte 
zusammen  füllt,  so  ergeben  sich  \m  flr'in  betretienden  Kreise  zwei  zu- 
sammenfallende Tangenten  Ty.  Füiirt  man  dann  parallel  zu  e^i,  an 
P'  [Fig.  1.]  Tangen  ,  so  bekommt  mau  dadurch  die  dem  Punkte 
f/;,  entsprechenden  Seitenlinien  M,^  und  kann  nach  dem  allgemeinea 
Vf  rfnhreu  ihre  Isophoteupunkte  darstellen.  Die  Dopprltangente  Tj, 
liefert  dabei  immer  zwei  zusammenfallende  Isophotenpuukte  9,  so 
dass  die  in  diesen  Doppelpunkten  au  die  Seitenlinie  der  Fläche  ge- 
führten Tangenten  auch  isophotentaugenteu  sind.  Mau  bekommt 
sie  am  einfachsten,  wenn  man  die  Tangente  [9]"«  der  Seitenlime  M 
zieht  uud  ihren  in  Ä'  liegenden  Schnittpunkt  a  markirt. 

ConsLruirt  mau  die  Isophoteupuuktc,  weichen  zu  x,  normale 
Tangeuten  [Fig.  1.]  entsprechen,  so  sind  dieselben  zugleich  Punkte 
der  Verticalcontour ,  für  welche  die  zugehörigen  Cuutourtaugenten, 
welche  auch  Tangenten  der  Aufrissisophoten  sind,  sich  auf  die  oben 
aui^ewaudte  Art  <  r;„'t'l)cn.  Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  das 
Zeichnen  der  Isophoten  siiul  auch  die  beiden  in  der  Fiächenkante  J/ 
liegenden  Heiben  von  Isophotenpnnkteu. 

Bei  der  zu  t  nomalen  Tangente  von  P*y  durch  deren  Be- 
rflhmngsciuakt  diejenige  Seiteulinie  gehen  mnss,  in  welcher 
der  Lichtpol  10  liegt,  fohrt  das  allgemeine  Yer&hren  zn  keinem  Be- 
snltate.  Da  jedoch  die  zu  snchmiden  Berahnragsebenen  den  Kegel- 
büBChel  in  denjeuigeu  Erzeugenden  bertthren,  welche  in  der  Licht- 
rissebene  liegen,  so  ergeben  sich  Ponkte  ihrer  zn  mn  paralleleii 
Horizontaltracen  im  Durchschnitte  der  Geraden  V  mit  dem  Bftschel 
Vnt-  Bie  Bichtung,  in  welcher  diese  Punktreihe  l'  auf  8*»  zu  pro- 
jiciren  ist,  erhält  man  in  der  Haupthgur  in  e«/  dorch  den  Durch- 
schnittspnnkt     von     mit  l\ 

Wenn  die  belenchteto  Flache  eine  Horizoutalcoutour  besitzt,  so 
sind  die  Isophotenpunktc  derselben  für  das  Zeichen  der  Grundriaa- 
isophoteu  sehr  notwendig.  Da  die  zugehörigen  Berahrungsebenen 
sämmtlich  vertical  sind,  haben  wir  durch  S  eine  verticalo  Gerade  zu 
führen,  welche  die  Ebene  mno  in  &'  trifft,  ans  welchem  Punkte  die 
Tangenten  des  KreisbOschels  zu  ziehen  sind.  In  diesem  Falle  er^ 
geben  sich  die  Horizontaltracen  dadurch  am  einfachsten,  dass  man 
diese  Tangenten  durch  ZurQckftthruug  ihrer  in  liegenden  Punkte 
in  den  Baum  aufdreht  Der  BOschel  S'D'  stellt  dann  die  horizon- 
talen Projectionen  dieser  Tangenten  uud  daher  auch  die  gesuchten 
Traoen  vor,  deren  Richtungen,  welche  allein  für  die  weitere  Coustrnction 
notwendig  sind,  man  aber  einfacher  in  dem  Bttschel  erhftit 
Die  nach  diesen  Bichtnngen  an  die  Horizontalcontonren  zu  zieheodea 
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Tuigeiiten  liefern  iBopbotenpaDkto  and  im  Groodrisse  auch  Iflopboten- 
tugMUßa.    Um  aber  diese  CoBtonren  nicht  vorerst  zeichnen  zn 
Bflmeo,  kann  man  die  Tangenten  an  die  ihr  ähnliche  Formlinie  P 
Mmk,  die  Berftbnngapankte  mittelst  des  Aehnlichkeitapanktes 
Skrtngen  und  znletst  die  TerÜcalen  Projectionea  bestimmen. 

Hat  man  eine  für  das  Zeichneu  der  Isophoten  hinreichende  An- 
zahl von  Puüivten  constrnirt,  so  kann  man  auch  eiuiach  durch  schiefe 
Projection  der  construirten  Punkte  der  Selbstschattengreuze  erhalten. 

Ist  Yom  zweiten  Grade  oder  eine  andere  Cnrve^  deren  Tan- 
gentea-  oder  Normalen*Constniction  bekannt  ist,  so  wird  man  nicht 
die  Erolttte  E"  constmiren,  sondern  die  Normalen  oder  Tangenten 
TOD  dorch  die  Hilftfignr  gegebenen  Riebtaugen  bestimmen.  In  lets- 
tersffl  Falle  ist  unsere  Constroctlon  ein  wenig  dabiu  abzoftndem,  dass 
durch  dieselbe  in  der  Hilftfignr  statt  des  Kormalbflscbels  S,a  der 
TaDgentenbascbel  8''x  resnltirt 

I.  2. 

Beleuchtunits-ronstructionen  für  Flllehen,  deren  zu  vinor  Achse 
Mriuale  behnitte  iihnlich  und  Bhnlk  li  liegend  blnd^  hei  axououietrl- 

scher  Part>telluug, 

Bei  axonüinclnscher  Dar^teliung  ist  eiuc  Fläche  der  im  vorigen 
Paragraphen  charakterisirten  Art  dorch  die  iiilder  ilcr  Scheitclgeraden 
äC  [Taf.  VI.,  Fig.  2.],  einer  Formlinie  /'und  einer  Seiteuiniie,  durch 
den  Durchstosspuukt  A  von  JiC  mit  der  Kbenc  P  und  den  Neigungs- 
winkel v  der  letzteren  gegen  die  Hildcbcne  volikümmeu  bestimmt.  In 
ODserer  Fignr  wurde  angenommen,  dass  sämmtliche  Seitenlinien  Halb- 
cQipsen  siud,  welche  durch  die  von  A  gleich  weit  entfernten  gemeiu- 
*chaftlicheu  Scheitel  B  und  C  trehen.  so  dasa  durch  diese  Bedingung 
die  Annahme  einer  gegebenen  Seitenlinie  entfällt.  Wir  wollen  zei- 
gen, wie  man  in  <  im m  solcben  Falle  für  eine  gegebene  Lichtstrahlcn- 
riciituQg  /.  /  in  (  üuätructiou  des  vorigen  Paragraphen  am  eiufach- 
tten  aosCilhreu  kauu. 

Wird  eine  Halbellipse  M  geführt,  deren  Bild  ein  Halbkreis  ist, 
M»  hnsen  sich  alle  Seitenlinien  anf  dieselbe  parallel  projiciren.  In 
der  Kebenfignr  2a  führen  wir  durch  dnen  Punkt  8'  einen  Ucht^ 
ifiahl  I,  l\  welcher  die  zn  P  [Fig.  2.]  parallele  Grondebene  der 
Msbenfigar  in  k  trifft  nnd  drehen  dann  diese  Ebene  am  die  zum  Bilde 
88'  normale  Achse  x  so  lange,  bis  sie  den  Koiguugswinkel  y  znrOck- 
legt  uod  somit  aar  Bildebene  parallel  wird,  wobei  k  nnd  V  in  die 
Ugen  {h)  und  (I')  koouneu  [hh^^x,  ha{h)  senkr.     «(/<)  «  S'k^ 
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(h)S'{t)'],  Wird  8%  normal  zn  8%  und  88,  pmllel  zu  »  goflünt, 
80  ergibt  sich  in  8^'  die  wabre  Länge  der  ProJIdrenden  88'  ud 
mau  kann  dann  in  der  nmgektappten  Qmndebene  das  ganze  in  der 
Figar  la  oonstmirte  ebene  System  mno  auf  die  dort  ersichtliche  Art 

darstellen  [S'Sq  senkr.  (l'U  S'S^  —  S'S^,  .%{h),  ^  10  senkr.  JS;i(A) 
u.  a.  w.,  (i>i),  (&)].  Die  Geraden  (D^)  nnd  itn)(n)  dicsea  ebenm 
Systemcs  werden  in  die  nrsprttnglicbe  Lage  der  Gmndebene  nach 
Dl  nnd  mu  aufgedreht,  indem  man  {o)u  normal  an  «  sieht  lad  die 
Gerade  do,  und  die  zu  ihr  parallele  mn  führt,  worauf  in  der  BaQp^ 
fignr  die  Geraden  ;r,  mn  nnd  (m)(n)  parallel  zu  den  gkichnamigea 
Geraden  der  Hflfsfignr  zn  ziehen  sind. 

Um  iinn  dio  in  irgeud  einer  Rcit^^nlinie  il/j  liegenden  isophotea- 
punkte  zu  erhallen,  ziehen  wir  m  der  Hauptfigur  die  Tani^ente  f,, 
welche  die  Richtung  des  die  gegebene  Fläche  nach  3/,  berührenden 
Cyliuders  angibt,  und  bestimmen  die  Lage  {«j)^,  in  welche  dieselbe 
tritt,  wenn  mau  die  Ebene  /*  um  die  Achse  x  in  eine  zur  Bildebene 
parallele  Lage  dreht.  Führt  man  zu  dieser  Geraden  in  der  Neben* 
figur  eine  Parallele  durch  (S),  so  ergibt  sich  der  Punkt  (rfj),  ans 
welchen  man  au  deu  KreisbUschel  die  Tangenten  ziehen  kann,  deren 
Schnittpunkte  mit  (w)(n)  markirt  werden.  Für  die  weitere  Con- 
strnction  denken  wir  uus  die  Uilfsfigur  so  iu  die  Hauptfigur  gelegt, 
dass  S'  auf  A  und  S  in  die  Scheitelgcrade  Aß  zn  liegen  kommt, 
und  dass  sich  die  Geraden  x^mn  und  (m)  (n)  paarweise  decken.  Weil 
wir  uns,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  wieder  die  Seitenlinio  A/,  sanunt 
ihren  Isophotenpunkten  und  deu  durch  dieselben  gehenden  Tangenten 
der  Seitenlinie  auf  M  projicirt  denken,  haben  wir  die  Punktreihe 
(m)(n)  in  der  Richtung  (f^)^i)  auf  die  Gerade  mn,  von  hier  in  der 
Richtung  r^/?,  aaf  den  Träger  3//  und  von  hier  in  der  RicbtuBgeia 
auf  die  Gerade  se  zn  projiciren.  Der  Büschel  gibt  dann  schon 
die  Kiclitungen  an,  nach  welchen  an  3/  Tangenten  zu  führen  sind. 
Um  die  Richtungen  der  entsprechenden  Normalen  zu  bekommen,  bat 
man  diesen  Büschel  Sx  noch  um  90^  zu  drehen,  d.  h.  die  Punktreihe 
X  in  der  Richtung  aß  anf  den  TrSgcr  ßC  zu  projiciren.  Diese  vier 
Parallelprojectioncn  kann  man  aber  in  eine  einzige  vereinigen,  deren 
Richtung  sich  iti  ß  ergibt,  und  aus  welcher  in  der  Hilfefigar  die 
Pnnktreibe  »  resultirt.  Wird  S's  nach  S'Sn  aufgetragen,  so  ktan 
man  zu  dem  BOschel  8^  parallele  Radien  in  der  Hauptfigur  ziehen, 
am  die  Panktroihe  Af  zn  erhalten,  welche  schliesslich  in  der  Rich- 
tung Ml  anf  die  Seitenlinie  ü/,  projicirt  wird.  Weil  in  der  HiUto* 
6gur  dl  in  einem  der  eonoenirischen  Kreise  angenommen  wude,  fl^ 
gibt  sich  auch  eine  Isophotentaogente  tj. 

Alle  üben  gemachten  Bemerkungen  über  das  Maximum  der 
Bcleuchtnngsstärke  auf  einer  Seiteuiuue,  die  Auffindung  der  Be- 
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leachtangsstfirke  eines  beliebigen  Punktes  derselben,  die  zweck- 
miUsigste  Aufeinanderfolge  der  zu  boiiaDdelnden  SeitenlinieD  und  über 
die  Kaute  der  gegebenen  FlUrhe  haben  auch  hier,  sowie  auch  bei 
penpectivischer  BanteUung  ihre  volle  Giltigkeit 

Siud  die  Seitenlinieu  nicht  elliptisch,  sondern  ist  eine  beliebig 
iZf'fürmtft  Seiteulinie  3/  gegeben,  so  construire  man  die  l^volufc  ihres 
Bildes  und  ziehe  die  zu  den  Strahlen  des  Nonnalhüscliels  iS„;  pa- 
rallelen Tani;iiiten  derselben.  Die  Lichtpole  der  Fläche  Hegen  in 
derjenigen  SeiteuJinie ,  welcher  die  zu  jun  parallele  Tangente  ent- 
spricht; um  ihre  isophotenpunkte  zu  erhalten,  mnss  man,  wie  im 
§.  1.  den  Büschel  ^SyA^  [Fig.  2a]  durch  die  Gerade  (/,)  schneiden, 
die  dadurch  entstehende  Punktreihe  in  der  in  Fisr.  i'.  <lnrch  die  zu 
r  normale  Normale  f^ifj^)  sich  ergebenden  Richtung'  cJJ  auf  die  Ge- 
rade 5  I  Fiir.  2aJ  proju  ucn  und  dann  den  Norniuibüscbel  6hz  dorn 
allgemcincu  Vorgänge  unterziehen. 

Aach  bei  azonometriBcber  DarstelluDg  ist  es  vorteilhaft,  die  Iso- 
photeopunkte  jener  FormeDÜuieu  zu  construireo,  in  welchen  die 
Fläche  TOD  zu  ihrer  Scheitelgeraden  parallelen  Cylindem  berührt 
witd.  Hau  hat  die  durch  ^  und  den  Kreiabttscbel  sidi  auf  (D^)  er- 
gdiende  Punktreihe  nach  anfzudrohen,  wobei  nur  die  eine  Hälfte 
der  symmeCralen  Punktreihe  conztruirt  zu  werden  braucht,  wäh- 
rend zieh  die  andere  als  Copie  ergibt,  und  an  P  zum  Baschel 

senkr.  »"]  parallele  Tangenten  zu  führen.  Die  Berflhmngs- 
punkte  derselben  sind  im  gezeichneten  Falle  schon  die  verlangten 
Isophotenpunkte. 

Von  grosser  Wichtigkeit  für  das  Zeichneu  der  Isophoten  sind 
wieder  die  in  der  Contour  liegenden  Punkte  derselben;  sie  lassen  sich 
als  Isophotenpunkte  eines  auf  der  Bildebene  normal  stehenden  Be. 
rührungHcylinders  der  gebenen  Fläche  darstellen.  In  der  Hilfsfigur 
hat  mau  durch  S  eine  zur  IJildebene  normale  Gerade  zu  führen, 
welche  die  zur  Lichtstralilenrichtung  normale  Ebene  mno  in  einem 
Poakte  V  trifft  ;  um  seine  umgeklappten  Lagen  v,  und  ^(V])  zu  erhal- 
ten, führen  wir  vorerst  durch  *S  eine  zu  Z'  parallele  Gerade 
St,  welche  die  Ebene  mno  in  einem  Punkte  s  trifft  [SqSq  |  (Z  ), 
«»(*')  senkr.  (/'),  («')«  senkr  ■r']^  Wird  die  Ebene  mno  um  die  Trace 
nn  in  die  Gnmdebcno  umgeklappt,  so  kommt  die  Strecke  S'g  nach 
^ 9y  Um  die  umgekehrte  Lage  des  Punktes  v  zu  erhalten ,  braucht 
man  somit  nur  v6  ||  «<S",  dv^  ||  S'si  und  vt^^  ||  **j  zu  ziehen.  Die  zweite 
Umklappung  (v^)  ergibt  sich  dann  durch  ({v^  ||  (/)  und  Viiv^)  seokr.  x. 
Die  aas  dem  Punkte  (r,)  an  den  Kreisbüschel  geführten  Tangeuten 
geben  eine  Pnnktreihe  (m)  (»),  welche  nach  mn  aufgedreht  wird ,  so 
düs  man  dadurch  im  Buschel  »  mn  schon  die  Lagen  deijenigen  auf 
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to  BUdeben«  nonnal  stebenden  Berabniiigselieneii  etliSIt,  welche  den 
gesuchten  Isophoteopa&ktan  der  Contonr  eatspnchen.  Zieht  nan 
zam  Strahle  in  der  Hauptfigur  an  P  eine  pamUele  Tangente  a^f , 
80  ergibt  sich  dnrcb  ihren  ßerübmngipnnfet  diiyeaige  Sätenlloie 
der  Flftehe,  in  welcher  der  geinchle  Coatoor-Isophotenpttnlct  6  liegen 
mnw.  Um  an  diese  Seitenlinie  die  sn  to»  parallele  Tangente  an 
oonstmiren,  denken  wir  nns  dieselbe  anf  die  Linie  Jlf  in  der  Biefa- 
tnng  a^a  projidrt  and  liehen  an  letztere  die  an  ta  paiallele  Tan- 
gente {5 1  ff,  so  dass  dann  die  durch  den  sich  eigebenden  Pankt  a  tn 
ia^  parallel  geführte  Gerade  die  gesuchte  Isopboten-  nnd  Contour- 
tangente  ist.  Der  Contonr-  und  Isopbotenpankt  5  ergibt  sich  durch 
Fahning  der  zu  aa^  parallelen  Geraden  (5)5.  Aas  den  sich  so  er* 
gebenden  Isopboteupnnkten  nnd  Isophotentangenten  kann  man  sofort 
die  Flftchencontonr  zeichnen. 

Soll  der  Schlagschatten  der  behandelten  Fläche  auf  eine  durch 
den  Punkt  C  parallel  zur  Ebene  J*  gehenden  Gmndebenc  construirt 

werden,  so  projiciro  mau  vorerst  die  construirten  Punkte  o  der 
Sclhstscljattengreijzc  anf  rliose  Ebene,  iudcm  inan  Co'  parallel  zu  M^' 
und  no'  parallel  zu  Ali  fuhrt  Wird  tlann  durch  den  Punkt  o  der 
Selbstschattpugrenzc  ein  Lichtstrahl  /  und  dtirrb  o'  sr»ine  Projection 
r  geführt,  so  ergibt  sich  im  Schnittpunkte  beider  der  Schlagschatten- 
paokt  o^, 

$.  S. 

Beleuchtunfs-Constructioneu  für  Flächen,  derfn  zu  einer  Aehse 
normale  äehnitte  Uhulich  und  fthulich  liegend  sind,  bei  perspeetiTl- 

Mjher  Darstellung. 

Bei  der  in  Fig.  3,  perspcctivisch  dargestellten  Fläche  ist  Ä 
der  Augpuukt,  SlSl^  die  Distanz,  fiv  die  Fluchtlinie  der  Forni- 
linien  l\  von  welchen  das  Bild  einer  gegeben  ist,  «  der  Fluchtpiinkt 
der  Scheitelgeraden  [Sin  senkr.  ^i»,  SlSl^  seukr.  ßjt,  Sl^a  seukr. 
Sl^njuAB,  M  das  Bild  einer  Seitenlinie  und  k  der  Flnchtpunkt 
der  parallelen  Licbtstahleu. 

Die  Toiluugbpunktc /,7  und  ,  welche  beziebunghwc  ise  dm  Rich- 
tungen n  und  a  zukomnuiu   erhält  man,  wenn  inun  du  Strctkeu 

0  und  oSIq  btziLhuiigsvs eise  nach  7it^  und  «/a  aufträgt,  während 
sich  (lur(  Ii  Führung  der  Geradcü  ak  in  k'  der  Fluchtpunkt  ergibt, 
welcher  den  Projectioutu  der  Lichtstrahlen  auf  die  Grundebene  P 
entspricht 
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Iii  derHilftfignr,  wetcbe  dasselbe  ProJectionBoentroiii  besitet,  aU 
die  Hauptfiguren,  fifthran  wir  wieder  durch  einen  beliebigen  Punkt 
5,  8'  etnen  Ltcfatstrahl  I,  welcher  die  Onindebene  S^/w  im  PnniLte 
h  Irift,  und  drehen  analog  der  axonometriscben  Darstellting  diese 
Ebene  am  die  an  ihrer  Fluchtlinie  fiv  parallele  Gerade  ar,  wobei 
die  uQgelegte  Gerade  (/')  parallel  an  inil'  wird,  die  nene  Lage  (h) 
des  Pooktea  A  ergibt  sich  durch  den  Strahl  tj,h{h).  Um  in  dornm- 
gdegten  Gmndebeno  den  bekannten  Kreishttschd  construiren  zn 
kOanen,  mflsaen  wirdie  projicirende  SS'  auch  in  eine  znr  Bildebene 
parallele  Lage  bringen,  indem  wir  S'[£t]  normal  zu  fiv  nnd  den 
Strahl  iSt«  führen.  Wird  (m){»)  normal  zu  (!')  gezogen  nnd  S'[S] 
lach  S'S^  aa^tragen,  so  kann  man  auf  mehr  erwähnte  Art  den 
KreisbOsehel  sammt  den  Gebilden  (Z>i)  und  (  ^)  darstellen.  Auch 
bei  perspecüvischer  Darstellung  werden  wir  die  Gerade  (m)  (n)  in 
deo  Raum  aa£drehen  und  zwar  dadurch,  dass  wir  ^^v  parallel  zn 
(»*)(»)  führen  und  durch  den  sich  so  ergebenden  Fluchtpunkt  v 
die  Gerade  S'mn  ziehen,  worauf  in  der  Hauptfigur  durch  den  in 
der  Grundebone  J'  liegonden  Punkt  .1  der  Schcitelgeradeu  die 
Geraden  (m)(n)  und  m»  perspektivisch  parallel  zu  den  gleichnamigen 
der  Ililfstigur  geführt  werden. 

Üm  nach  diesen  Vorarbcitoii  dio  Isophotenpuuktc  irgeuil  einer 
Seitenlinie  3/j  zu  erhalten,  führen  wir  wieder  zuerst  die  ihr  ent- 
sprechende 1  aiigentc  /j  mit  dem  Fluchtpunkte  r,,  deren  Uniklappung 
somit  die  Richtung  tn  t,  haben  niuss.  Wird  in  der  Ililfstigur  der 
Strahl  nach  dieser  Richtung  gezogen,  sokaun  man  aus  dem  sich 

ergebenden  Funkte  die  Kreistaugenteu  führen  und  ihre  in  (m)(n) 
liegenden  Sclinitfpunkto  markiren.  Zieht  man  dann  in  der  Haupt- 
figur durch  den  in  mw  und  liegenden  Sehnittpunkt  den  Strahl 
'it,T,  80  ergibt  sich  in  (r,)  die  Uiiil(«>»tin'^  von  C|,  wobei  x  die  Dre- 
hangsachse ist.  Die  Pnid<ticihe  ini){it)  der  Hilfstigur  soll  nun  auf 
einander  folgend  nach  den  Riehtuugen  (^'i)^, ,  und  a^n  auf  die 
Geraden  projicirt  werden,  welche  sämmtlioh  durch  den  Fnnkt  S' 
liomlich  parallel  zu  den  durch  .1  gehenden  Geraden  mn^  J//  und 
M'  der  Hauptfigur  zu  führen  wären.  Statt  dessen  kann  man  aber 
in  der  Hilfstigur  die  resultircnde  Punktreiho  M'fi  auih  direct  aus 
düT  zur  Bildebene  paralielen  i'unktreihe  im){n)  durch  Parallelpro- 
jection  nach  der  Richtung  Pj«  [Hauptfigur]  erhalten ;  der  Fluchtpunkt 
^1  dieser  Projcctionsrichtuug  muss  in  der  Fluchtlinie  ft^-j  der  durch 
die  Geradcji  (in)(ti)  und  A/'  gehenden  Ebene  liegen.  Diese  Flucht- 
ÜBie  hat  man  durch  den  Fluchtpunkt  ^  einfür.ilKnial  parallel  zu 
{^){n)  zu  führen,  worauf  man  mittelst  der  Fluchtlinie  fia  der  ge- 
gebeneu Seitenlinie  M  an  dieselbe  die  zu  den  Strahlen  des  BUscbels 
parallelen  Tangenten  fahren  kann,  indem  man  diesen  Bfladiel 
darch  die  Gerade  fi«  schneidet  und  aus  den  Schnit^unkten  die  Tan* 
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ßentoii  an  \f  zieht.  Die  Berührugspuukte  derselben  worden  scbliess- 
licb  in  der  Richtung  aa,p  auf  die  Seitenlinie  Af,  mit  BeaotzuQg  der 
CoJliüeatioDsacbse  AB  projicirt  [(1)«^,  ßcti  1  ...]. 

Zieht  man  ans  dem  FlncMpmikte  r  eine  Tangente  an  so 
gibt  deren  Berfllirunppanitt  die  Seitenlinie  M4  an,  in  weidier  ein 
Liebtpol  liegt    Um  die  iBophotenpnnkte  derselben  zu  erhalten, 

schneide  man  analüg  dem  Vorgänge  des  §.  2.  deu  Bttschel  8Jk^  dnrch 
die  Gerade  (/'),  projicirc  die  sich  ergebenden  Punkte  aus  t„  auf  den 
Träger  /'  iiiul  vou  hier  iu  der  Richtung  e^atl^^  auf  die  Gerade  M'. 
Die  Strahlen  des  Büschels  SM'  liefern  dann  in  bekannter  Weise  die 
Isopbotenpunkte.  Die  beiden  auf  einander  folgenden  Projectionen 
der  Punktreihe  (/')  durch  eine  einzige  zu  ersetzen ,  ist  hier  nicht 
zweckmässig,  weil  man  die  dazu  erforderlichen  Hilfslinien  nur  liei 
dieser  einen  Seitenlinie  anwenden  könnte. 

Wird  aus  dem  Fluchtpunkte  «t  an  die  gegebene  Seitenlinie  eine 

Tangeute  al-  gezogen ,  f^o  muss  durch  den  Berührungspunkt  k  die- 
jenige Ffiiiiilinie  gehen,  in  welcher  die  gegebene  Flüche  von  einem 
zur  Scheitelgeraden  parallelen  Cylinder  bcrülirt  wird ;  wir  wollen  die 
Isopbotenpunkte  derselben  bestimmen.  Die  aus  dem  Punkten  S'  und 
dem  Kreisbüschel  sich  ergebende  Punkt  reihe  (D^)  gibt  mit  dem 
Scheitel  (^)  die  umgelegten  Richtungen  derjenigen  Tangenten,  welche 
nach  den  Vorgängen  der  früheren  Paragraphen  an  P  zu  führen  sind. 
Zieht  man  somit  zu  den  Strahlen  des  Btisehels  (S)(D,}  durch  iw 
parallele  Gerade,  so  schneiden  dieselben  die  Fluchtliaio  /iv  in  den 
Fluchtpunkten  5,  6,  6,  5  ...  der  genanuten  Tangenten,  aus  welchen 
diese  zu  ziehen  sind.  Die  sich  dadurch  ergebenden  Berührungspunkte 
[•^\^  •     wtTden  schliesslich  aus  dem  durch  den  Projectious- 

strahl  ha  hestifnniten  Projection8cenfa"um  x  in  die  oben  erwähnte 
Foruiliuie  mit  Bcuutzuug  der  CoUineationsachso  fiv  projicirt  [<i[5jv'st 
^6^-5  ...]. 

Wir  wollen  noch  anführen,  wie  man  Punkte  und  Tangenten  der 
Fläch cncontour  am  einfachsten  erhält  Um  diejenigen  Contourpunkte 
zu  bekommen,  welche  mit  dem  Punkte  p  der  gegebenen  Seitenlinie 
in  derselben  Formlinie  liegen,  denken  wir  uns  einen  die  gegebene 
Fläche  nach  dieser  Linie  berührenden  Kegel  mit  dem  Scheitel  0. 
Zur  Construction  der  durch  ff  gehenden  Tangenten  dieser  Formlinie 
wenden  wir  die  Collineatiün  derselben  zur  Linie  /*  an,  wobei  hv  die 
CoUineationsaclise  und  a,  das  Collineatiousccutruui  ist^  dann  ergibt 
sich  der  zu  a  colli neare  Punkt  [ff]  durch  die  coUinearen  Geraden 
poy  nnd  «y[tJ].  Aus  [a|  werden  nnn  au  die  Taugeuten  f^im* 
und  geführt,  dann  die  ihnen  eollinear  entsprechondeu  Gi 

und  ad  gezogen  uud  schliesslic^h  die  BerüUrangspunkte  [ij  und  [UJ 
aus  «I  nach  I  uud  II  projicirt. 
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IHe  in  der  pcrspectiiischeii  Contonr  der  Flftcbe  U^eoden  Iso- 
phoCeopmikte  kann  man  durch  Construction  der  Isophoten  dei  dnrch 
diese  in  der  Bildebene  liegende  Linie  and  das  Auge  bestimmten 
Kegels  bei  Anwendung  zweier  Projectionsebeneii  erhalten;  doch  ist 
die  AosflÜmiDg  derselben  zu  amstSndlich.  Um  die  Isophoten  genau 
RicbDen  zu  können,  wird  man  lieber  von  jeder  derselben  einen  der 
Gootour  nahe  tiegenden  Paukt  des  verdeckten  FlAchenteiles  berflck- 
siditigeD. 

Oer  Schlagschatten,  welchen  die  dargostcllte  Flftche  auf  die 
Grundebeoe  F  wirft,  wird  auf  die  im  Paragraph  2  angegebene  Art 
censtruirt 

§.  4. 

Belenehtangrs-Constractionen  für  Fläehen,  welche  ans  zwei  auf 
dsaader  normal  stehenden  Parallelsystemen  eongrnenter  ebener 

Curren  bestehen. 

Wenn  bei  den  Flächen,  welche  Go^'f^n^^tand  dieser  Abhandlung 
Ukd,  die  Scheitelgerade  sich  in  unendlicher  Eutferuung  befindet,  so 
ndasen,  wie  sich  leicht  beweisen  Iftsst,  alle  Seitenlinien  Q  congruent 
Qsd  parallel  sein,  nnd  die  Formlinien  P  fallen  ebenfalls  congruent  aus. 

In  diesem  Falle  lassen  sich  die  Isophoteiipunkte  desjenigen  Cur- 
Teosystemes  leichter  darstellen,  welches  zu  einer  Projectionsebene 
parallel  ist  [Fig.  1],  wobei  es  zweckmässig  i^^t,  in  der  auf  mehr- 
fn^ähnto  Art  hergestellten  Nebonfij:,nir  4a  den  Siimitt  (j  der  zur 
LicliLslrablenrichtung  normalen  Kl»ene  ?uno  mit  einer  durcli  »S  parallel 
zum  zweiten  Cnrvensystt  ine  Q  der  gegebeneu  Flüche  gelegten  Fbene 
m  bestimmen.  Die  in  der  durch  S  gehenden  Hori/.ontalebene  hegen- 
den Tracen  D  uud  Sj}  \S'p'  \]  Q\  S"p"  (|  x]  der  beiden  ffenanuten 
Ebenen  sehneiden  sich  in  einem  Punkte  p  [p',  j>'p"  senkr.  x],  so 
dass  f]'  und  g"  die  Frojectiouen  der  gesuchten  Schuittgeradeu  sind;  ' 
ihre  uin  m  u  umgelegte  Lage  ergibt  sich  durch  FUhraog  der  zu 
l'  parallelen  Geraden  p'py 

Wird  in  der  Hauptfigur  an  die  gegebene  Curve  Q  eine  Taatgeuto 
tf  geführt,  und  will  man  die  Isophotenpunkte  der  durch  den  sich  er-  , 
isbeaden  Berflhrungspunkt  gehenden  Horixontalcurre  oonstruiren, 
w  ftthre  man  in  der  Hilfsfigur  durch  8  eine  zu  ti  parallele  Gerade. 
Diese  triSt  die  horizontale  Projectlonsebene  nnd  die  Ebene  mi»o  re* 
apectiTe  in  den  Punkten  und  d.  Bestimmt  man  nun  durch  Fflh» 
raog  der  su  p'p^  parallelen  Geraden  ttd^  die  umgelegte  Lage  di, 
M  kann  aus  diesem  Punkte  die  Punktreihe  mn  hergestellt  werden. 

Weil  der  Büschel  h^'  mn  die  Hurizontal  tracen  derjenigen  zu  <j  pa- 
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rallelcu  Eboiu'ii  angibt,  wck'licu  die  Beleuchtungsstärken  0,  O  l,  0-2... 
entsprechen,  sind  za  deu  Strableu  desselbou  au  F  parallele  Tau- 
genteo  zu  zieheu. 

Da  wir  als  Gnrvo  P  eine  ParaM  mit  dem  Breimpiiiikte  F  und 
der  IMrectnx  r  angenommen  haben,  bekommt  man  die  betreffenden 
BertthruDgspuBlcte  am  ein&dtsten,  wenn  man  za  den  Strahlen  dei 
letztgenannten  BflschelB  ans  F  Normale  zieht  und  aus  den  sich  da- 
durch in  r  er<^ebenden  Schnittpunkten  Parallele  zur  Parabelacbie 
fübrt.  Um  die  auf  P'  constrairten  Punkte  in  die  durch  a,  gehende 
Ilorizontalcurve  der  gegebenen  Flftcbe  zu  projiciren,  tragen  wir  auf 
jedem  der  zur  Parabclachse  parallelen  Strahlen  das  StUck  a'V  auf 
und  projiciren  die  erhaltenen  Grondriss-Isophotenpunkte  sdUiessUch 
iu  den  Anfriss.  Weil  in  der  Hauptfigur  der  Punkt  df  in  dem  Kreise 
9  angenommen  wurde,  ergibt  sich  auch  eine  Isophotentangente 

Um  die  Lichtpole  der  gegebenen  Fläche  zu  erhalten,  ziehe  man 
an  Q"  eine  zu  g"  parallele  Tangente  «4",  durch  deren  lierflhrungs- 
punkt  dann  diejenige  Ilorizontalcurve  ^4  geführt  wird,  in  welcher  die 
Lichtpole  liegen;  in  der  Hilfstigur  ergibt  sich  durch  der  horizon- 
tale Durchstosspnnkt  und  der  in  liegende  unendlich  ferne  Punkt 
cCi,  so  dass  die  Tangenten  des  Kreisbflscbels  parallel  zu  si  werden. 

Die  in  der  Horizontalcontour  liegenden  Isoph f  lriipuukte  werden 
auf  die  im  §,  1.  angegebene  Art  bestimmt.  Es  ist  auch  wichtig,  in 
den  beiden  das  darzustellende  Flaclienstück  begreuzeuden  Horizontal- 
curven  die  Isopbotenpunkte  darzustellen. 

Behufs  der  Coustruction  der  in  der  Verticalcontour  liegenden 
Isophotenpunkte  fuhren  wir  in  der  Hiif^fignr  normal  zu  «,  ver- 
schaffen uns  dann  aus  die  Punktreihe  mn  und  projiciren  diese 
normal  auf  die  Achse  x\  der  Bflschel  S"»  gibt  dann  die  Richtungen 
der  durch  die  Isophotenpunkte  gehenden  Contourtangenten  an.  Weil 
die  Ck)ntour  zur  Cnrve  Ö''  cougruent  und  parallel  ist,  kann  mau  die 
betreffenden  Bertthrungspunkte  auch  in  markiren;  durch  diese 
Funkte  werden  dann  Gerade  parallel  zu  x  geführt,  auf  welchen  nao 
schliesslich  die  Strecke         aufzutragen  hat. 

Um  die  Isophotenpunkte  der  beiden  Grenzschuittc  Q  und  Q5  za 
construiren,  machen  wir  bei  der  Parabel  P  die  Subtangente  des 
Punktes  a  doppelt  so  gross,  als  die  Abscisse,  so  dass  dann  aa  nud 
«aj'  die  diesen  Curven  entsprechenden  Tangenten  sind.  Wird  zu  <j' 
in  der  Hilfsiigur  eine  Parallele  geführt,  so  ergibt  sich  der  Punkt  r(„ 
aus  welchem  die  Tangenten  an  den  Kreisbflschel  zu  zeichnen  sind. 
Ihre  in  mn  sich  ergebenden  Schnittpunkte  sollten  hierauf  in  der 
Richtung  t^*  auf  die  Trace  g'  und  von  hier  in  der  zu  *  nomalen 
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Bidrtuig  luf  den  Triger  «  projidrt  irorden;  statt  dessen  kann  man 
^  restdtireode  Projectionsrichtong  «gc  in  der  Hauptfigur  bestimmen, 
wem  man  durch  den  Endpunkt  von  Q'  die  Qeraden  m«  und  «  pa- 
mllel  n  den  gleichnamigen  der  Hllftfigur  fUirt.  Der  rieh  dann  in 
dieser  Figur  ergebende  BOscbel  8"^  gibt  die  Riebtangen  der  an  CZ" 
n  ftfarenden  Tangenten.  BeaOg^eh  des  Orenstscknittes  erhUt 
■sa  die  reeultirende  Projectionsricfatnug  durch  Fflhrung  der  sur 
Iteibeitangente  aos'  parallelen  Geraden  a'e^  in 

Die  Dur«  hluliriiiiür  der  Constructionen  dieses  Paragraphen  bei 
aionometxiM  lier  0(kT  ti  M  perspectiviscber  Darstollung  kaun  keine 
weiteren  Schwierigkeiten  bereiten. 
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XIV. 

Bedingung  einer  Ganaltläche  nebst  einigen 
Bemerkungen  an  Ganalflächen. 

Von 

R.  Hoppe. 


Eine  Caualfläche  wird  von  einer  Linie  erzeugt,  die  bei  ihrer 
Variation  mit  einem  Parameter  sich  parallel  bleibt  Durch  diese 
Entstehang  ist  zunächst  die  Caualfläche  deliuirt 

Ferner  ist  dadurch  ihr  einfachster  analytischer  Ausdmck  ge- 
geben. Denn  derselbe  geht  ans  den  Gleichungen  einer  Parallele  mit 
einer  beliebigen  Linie  (Leitlinie)  hervor,  indem  man  die  darin  ent- 
haltenen 2  specifischen  Constanten  in  beliebiger  Abhängigkeit  von 
einander  oder  von  einem  Parameter  variiren  Iftsst 

Die  gemeiusainc  Non))alclM>iH>  jiH^r  Piirallelen  schneidet  die 
Canaltiache  in  einer  T,iiiie,  die  zugleich  Kniinmuntrslinio  und,  weil 
sie  in  allen  ihren  i'unkten  den  Normalsclnurt  darstellt,  aueh  Kürzeste 
ist.  Die  andre  von  jedem  Punkte  ausgehende  Krüramungsliaio  ist 
die  erzeugende  Parallele,  die  zugleich  ^geodätische  Parallele  und  Par- 
allele im  Kauine  ist.  Nimmt  man  also  den  normalen  Querschnitt 
und  die  erzeugende  Parallele  zu  Pararaeterlinien ,  so  sind  die  Para- 
meter zugleich  die  der  Krttmmungslinien  und  orthogonal  geodätische* 

Ist  der  Querschnitt  der  Caualfläche  gerade,  so  ist  die  Fläche 
abwickelbar,  nnd  umgekehrt  ist  jede  Abwickelbare  ein  SpcciaUall 
einer  Caualfläche.  Nun  ist  die  analytische  Bedingung,  unter  welcher 
eine  beliebig  gegebene  Fläche  abwickelbar  ist,  bekannt  und  sehr  eiu- 
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fach.  Dies  bietet  Anlass  die  analoge  BeUinguug  für  die  allgeiiieiuorc 
Eigenschaft  zu  suchen,  für  die  uämlieh,  dass  eine  beliebig  gcgcbeue 
FUche  Candflflche  sei. 

Bezüglich  auf  Flächen  wcnöe  ich  folgende  Bezeichnungen  an. 
För  die  beliebigen  Parameter  v,  v  ist  das  Linienelemeat  an^e- 
ärttd[t  doFcii 

nd  I  ist  der  Coefficient  des  Flftelienelements 

feraer  sind  />,  q,  r  die  Richtungscosinas  der  Normale,  und 

S^x  B^x 

fiemgUdi  auf  Cnrven  sind  /,  g,  /t  \  f\  g\  A';         n  die  Rich- 
tuaggcosians  der  Tangente,  Uauptnormale  und  Binormale,  und 
die  Contingenswinkel  der  Tangeute  and  Krttmmnngsaze,  und  be- 
MidiBet  der  Accent  die  Differentiation  nach  t» 


i.  1.  Bedingung  einer  Canalflftche  fttr  Parameter 

der  KrQmmangslinien. 

Sind  u,  o  die  Parameter  der  Krflmranngslioien,  and  die  Krttm- 
■asgslinie  v  —  const,  so  ist 

-  _  1  %  , 
y«  an» 

Dies  längs     differentiirt  gibt*): 

1  ae  a»    1  /i    a»    r    a«  \ 
/i    —  23  R     y c  V2«    a« ~  2^  ai  K  "^^j 

Ist  «I  n^eich  Kürzeste,  so  ist  bekanntlich 


and  CS  folgt  nur  weiter,  dass 


ar,  -  f  (1) 

'  y« 


Hoppe,  FUcbenthcoric  II.  Gl.  (5). 
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ist  I^ifioreutiirt  man  die  Gleichmig  /i'->  j»  Uag«  fi*)«  to  kommt: 

Nach  MoltipUcatioa  mit  ^  gibt  die  Sammo  der  AnalogeD: 


oud  zwar  i»t  die  Grösse 


ff  ^ 


I 


nicht  null,  daher  ^  0,  das  lieisst  eboo.  Hiermit  ist  der  Sau 
bewiesen : 

Eiue  Krümmungslinie,  die  zugleich  Kürzeste  ist, 
ist  eben. 

Die  zweite  Schar  Krümmuugslioieo ,  u  —  coust,  ist  dann  geodä- 
tisch parallel.  Da  sie  aber  die  Ebeoe  von  «|  zur  gemeinsamen  Nor- 
malebene  bat,  so  ist  sie  aach  im  Baume  parallel ;  folglich  ist  dl« 
Flache  eine  Canalfläche. 

Notwendige  und  ausreichende  Bedingung  einer  Canalfläche  ist 
al<:o.  dass  ihre  Krümmungslinion  orthogonal  geodätisch  sind,  unter 
gegenwärtiger  Voraussetzung  Aber  die  Parameter  ausgedruckt  durch 

Die  Anwendung  dieses  Kriteriums  setzt  die  Kenntuiss  der  Kram* 
niuugslinien  der  gegebenen  Flftchc  voraua,  da  e  den  Multiplicator  der 
Diiforcntialgleichung  der  Krflmmungslinien  zum  Factor  hat,  wenn  man 
vou  beliebigen  Paramct<Tn  aoageht  Zur  Hcrleitung  der  gesuchten 
Bedingung  ohne  Hülfe  der  Krümmungslinien  bieten  sich  zwei  Wege 
dar.  Die  Form  der  Keeultate  ist  verschieden.  Beide  sind  nicht 
ein&ch. 


*)  fibenda  QU  ()•). 
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§.  2.   Erste  Metbode. 


Die  VariationsverbältDisse  der  ersten  and  zweit^u  Uauptkrüm- 
dv 

iMOgsricbtDDg     ^  ^  und     sind  bcsUmmt  durch  die  Gleicbnngen : 


(2) 
(3) 


woran«;  imch  Ditiorontiatiou  längs  der  Fläche  in  beliebiger  Riebtang 
aod  liiüaüoatioQ  von  dkg : 


FG 

fg 

\dE-\-{k^+k^S^F+k^k^dG  F+k^G 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

so  sind  die  Grössen 

—  — ^ — ;  etc. 


Ri  iiluugscosinus  der  zweiten  IlanptkrtVmmungsriehtuug,  also  auch 
der  (  i^U'n  I  auptnormalebcno.  Bleibt  dcrcu  Stclloug  in  erster  llaupt- 
krümiiiuugsrichtung  unverändert,  mithin  A  etc.  constant,  so  ist  die 
genannte  Ebene  gemeinsame  NüiuuLlobene  der  zweiten  Schar  Krflm- 
manplinieu  lur  alle  Punkte  der  iTsten  und  sc])ueidi't  die  Fläciic  in 
ihrer  ersten  Krüinmuugsliuie;  dip.se  ist  eben,  und  der  Schnitt  Kürzc- 
ite,  folglich  die  Fläche  Canalflächu.  Ausreichende  Bediagungcu  der 
Gtaalflächc  sind  daher  die  3  analogen  Gleichangeo: 

di  +  ^ä:r-0;  etc. 


Es  bleibt  die  Aufgabe,  sie  auf  (ine,  vom  (.'oordinatensystem  uuab- 
Itilngige  Gleichung  zurtlckzuführen.   Zunächst  katin  mau  sie  durch 
dn  oenes  System  dreier  Gleichungen  vertreten,  das  man  erhält,  in- 
man  nach  Ansfahrung  der  Differentiation  und  Multiplication  mit 

^^3^^  Analogen  addirt.  Die  Snmmen  ergeben  bzhw.: 


R  \ 
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Die  letzte  Gleichung  ist  nach  (3)  von  selbst  erfüllt.  Multiplicirt  man 
Gl.  (r.j  mit  /.j  uüd  addirt  sie  zu  61.  (5),  so  kommt  mit  Berück- 
sichtigung von  Gl.  (2): 

Es  8o]l  nun  bewiesen  werden,  dass  61.  (6)  schon  alloin  identisch  ist 
mit  61.  (7),  mithin  ancli  mit  61.  (5). 

Man  kann  nftmlich  61.  (6)  nach  Mnltiplication  mit  —  aacb 
schreiben; 

-  'Älh'-k^){Sif+ktff)-M9\  (8) 

wo  zur  Abkarzung  gesetzt  ist 

a»+^'**a«+^»  a«'  ^«   ai*+^^*au+^«  au 

aJl-s  ,      dh^        ^      l  (dR  .  ,  bR\ 
und  zwar  tiodet  mau  nach  Ausführung  der  Differeutiatiun : 

so  dass  GL  (Ö)  Ubergebt  iu 
.Nun  ist 
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dAber  bleibt  nor: 

Ans  61.  (9)  erhalt  man: 

daher  wird  die  Gleiclinng: 

ftbereinstimmend  mit  Gl.  (7),  und  diese  ist  die  gi'suchtc  einzige  Be- 
»UiiguiJK  der  Canaltiärhe.  Alle  darin  vorkommendon  Grössen  worden 
auf  bekaunle  Weiso  aus  den  gegebenen  Flüchenglcichuugen  gefunden, 
uu«I  zwar  AI  uach  Gl.  (4;. 

§.  3.   Zweite  MotliüUe. 

Die  Eigenschaft  einer  OanaJfl&che  ist  dadurch  vollständig  be- 
dingt, dass  sie  eine  abwickelbare  Mittelpunktsfläche  hat.  Bezeichnet 
mau  die  auf  die  erste  Mittelpunktsfläche  bezüglichen  Grössen  mit 
dem  Index  1,  so  lautet  die  Bedingung: 

Der  /Titithörige  Hauptkrünimuugsradius  der  Urflächc  sei  ^j.  Die  4 
Coeiticicuteu  in  deu  Formeln 

wollen  wir  durch  folgeude  Abkürzungen  ersetzen: 

dann  lantet  die  quadratische  Gleichung,  welche  als  llauptkrttm- 
iniuignradins  bestimmt: 

aö  =  ßy 

io  daaa  wir  setzen  können: 
Fernere  Abkflixnngen  seien: 
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9t 

Jf  St 
de  I 


»2  y 
9k  •' 


Bv  du 


t 

9  j 

2/1 


2y 


.  "Bv  ^ 
Die  Gleicbnogea  der  ersten  Hittelpnnktsfl&che 

=  a;  -j-  <)i/>  \  etc. 

geben  differcntiirt : 


3«  ' 


Bv  Bu 

k  ^ 


woraus: 


Bi  -''Bu  +  ^Bv  +  '^^P 
Bv  -^["Bu+^Bv)-^^^^^'  ) 


S'   ,    »Ss  ,  .  „Sz\ 


das  ist 


etc. 


(11) 


iV2) 


DifTercntiirt  man  die  61.  (11)  anft  neue  mit  Anwendung  der «  den 
Gl.  (10)  gleichbedeutenden  Formeln 

jnuitiplicirt  mit  Gl.  (12)  und  addirt  die  Analogen,  so  ergibt  ai^: 


Digitized  by  Google 


(13) 


iith$t  eiHtgen  Bemerkungen  an  Cattalflächen.  287 

Bezeichnen  p,,,  pj,  die  Hauptkrümmuugäradieu  der  ersten  Mittel' 
pauktsdäche,  so  ist 

and  nach  Einsety.uiig  der  Werte,  and  zwar  mit  Benutzung  der  2  Aus- 
drücke far  t\  üudet  mau: 

fti  rif  4^  l 

+  V«    a«    +^  "  äi^       J  ^^^^ 

Daher  ist  die  geauciite  Bedingung  der  Canald&che: 

+  („2^--5L^  +  ^l%--3^)..-0  (15) 


§.  4.  AUgemeiiie  Gleiebuiig  der  GanalfUcke  vnd 
Ansdraek  ihrer  Hauptkrammangen. 

Die  Oleicbangen  einer  Parallelen  b  mit  der  Leitlinie  4^  nnd: 

und  zwar  bedeuten  C,  c  die  Polarcoordinatcii  des  Punktes  der  Nor- 
malebeue  von  «0,  durch  welchen  »  gebt,  iu  dieser  Ebene.  Der  Au- 
lug  der  e  liegt  iu  einer  beliebig  zu  wählenden  Parallele  im  Abst;]indc 
C  von  «t-  Fabren  wir  dafOr  die  ebenen  rechtwinkligen  Goordinaten 

l  — •  Ccosc,   m  «=-  Csine 

ein  und  setien  snr  Abkflrzang 
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80  wird 

\         X     Xo+iF—fiL-,   etc.  (H) 

Beschreibt  nun  nnabbängig  von  der  Punkt  in  seiner  Ebene 
die  Linie  a,  so  erzeugt  die  Parallele  (17)  eine  Oanalflflche,  ond  die 
GL  (17)  sind  der  allgemeine  Ausdruck  einer  solchen  *  in  den  Para- 
metern 0     w  und  «0  ^^ 

Die  Differentiation  der  Werte  (16)  nach  fo  «i^iht: 

F*  =  —  /qCos&q\    L*  —  — /oSinOo  (18) 

und  die  Constante  im  Krammungswinkel  t  von  c  sei  bestimmt  dnrdi 

,  dl} 
COBZ       ö"  ;      SlUT  . 

Setzt  man  überdies  zur  Abkürzung 

80  erhalt  man  ans  GL  (17)  die  partiellen  Diiferentiaiqnotienten: 

Bst  ' 

^     ^C08 T — XsinT  —  /"o'cos  (\ + r)  —  /„ Bm(»^,  +  t) 
woraus: 

«  =       /-Oi    tf-*«;  (21) 

p     — Fsiur  —  LoosT  —  — /©  s»ii(^«4- 1)  ^  A»co8(d^  +  T) 
und  nach  neuer  Differentiation: 

8^         /o^sin  (»0 + T)  H-  /q  cos  (»q  +  r ) 
a««  ff' 

ö  ^      — /o   r — r  («*J 


d9> 


also  aus  der  De^ticusgleichnng  berechnet: 

JS  — ^.    F— 0;   ^  =  ;j7t   (-«>) 
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Die  Wttto  TOD  F  zeigen,  wie  schon  betumat  war,  dass  die 
Panmeter  orthogonal  geodätisch  sind  nnd  den  Krammongslinien  ont^ 
spieeheli.  Wegen  letzterer  EigoDSchaft  sind  nun  die  Hauptkrammnngs- 
radieo 

Die  Torstebenden  Formeln  sind  sowol  ffir  allgomciDca  Gebrauch  bei 
Untenachnng  von  Canalflftcben,  als  auch  fOr  die  folgenden  spociellen 
fienerknngen  entwickelt  worden. 


§.5.  Bemerknug  an  der  zweiten  Mittelpaiiktsfläcbe 

der  Caualfläehe. 


Die  erste  Mitlelpuuktsfläcbß 

«I  =  X'{-a'p 

bietet  keine  Frage  znr  Untersnchnug  dar,  weil  sie  sich  nnmittelbar 
als  die  von  der  Evolnte  des  Qnerschnitts  erzeugte  Caualfläehe  mit 
gemeinsamer  Leitlinie  *^  darstellt. 

Die  Gleichung  der  zweiten  MittclpunktsflAche  ist: 

I  I    I,      .  ,  ,.Fainf+X>cosT 

,  ^  /TBinT+Lcostl  .  /ÄiDT+LcosTl 

,  i^'siu  T -j- L  COS  T 

.    .         ...  /''sin     —  /.  cos      ,     ,  h  aiu       L  cos  r 

^(^-^T  ^ + 'u'  [/o  +  ^0  cot  {{f,  +  r)] 
hat  also  dip  Form: 

TT     *o'co8  (^0  4-  t)  —  g  cosT  ^  ij  sin y 


WO 


gesetzt  Ist  Hiernach  stellt  {x^y^z^)  einen  Pnnkt  anf  der  KrOmmunga- 
sze  dar,  der  wenn  U  mit  «  Tariirt,  die  KrOmmungsaxe  durchläuft, 

AMk.  4.  lUtb.  «.  Pkfi.  S.  a«lk«,  T«U  I.  19 
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die  ihrerseits  bei  variirendem  <^  die  abwickelbare  Mittclpanktsflicbe 
erzeugt  Es  hat  sich  der  Sats  ergeben,  den  ich  noch  nicht  ansge* 
sprechen  geinnden  habe: 

Dir  der  parallelen  Schar  Krümmungslinien  ent- 
sprechende Mi  tt  e  1  ])  u  n  k  t  <^  f !  ;i  r  b  p  der  Canalflüehe  ist 
der  0 r  t  der  g (mii  p i  n  s a ni  en  K  r  u  unini  n  s  a  x  e  j  en er  Parall e - 
IcQ,  mitbin  die  KiuhUlleude  der  Krümmuugsaxea  ihre  Gratlioie. 

Der  Au^iltuck  (2(1)  von  U.  der  den  Abstiiiui  dfs  Punktes  (x^y^Zf) 
von  der  SLiimieguugsebene  der  Leitlinie  darstellt,  kann  weitere  Ver- 
weuduHL'  finden,  wenn  es  sich  um  die  eut^sprechenden  Punkte  auf  beiden 
Fläclien  haudelt  Er  ist  noch  abb&Dgig  vou  der  willkürlichen  Leit- 
linie j  dagegen  ist  die  Grösse 

V-^  (27) 

welche  die  Strecke  vom  Coiucidenzponkt  der  Krflmmongsaxe  bis  znm 
Punkte  {Tfffftf)  ausdrückt,  davon  unabhängig.  Geht  man  also  von 
der  Gratlinic  aas,  so  zeichnet  (27)  das  Stück,  welches  die  der  Ur- 
sache entsprechende  Kttrzeste  auf  der  Abwickelbaren  Ton  der  Tan- 
gente abschneidet. 


{.  6.  Bemerkung  ttber  asymptotische  Linien  der 
Canalfläche  in  einem  Speeialfalle. 

Die  Diiferentialgleichnng  der  asymptotischen  Linien 

Edu*+2FduBtf+Gdv*  —  0 

wird  nach  (23)  auf  der  CanalÜäche: 

'V  ^ 

Ist  die  Leitlinie  ein  Kreis  vom  Kadius  c,  so  kann  man  das  constante 
null  setzen  und  erhält: 

du*     c  — 4  . 

Sei  auch  der  Querschnitt  ein  Kreis  vom  üadius  o.   Dann  hat  mau: 
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niid  die  Gleichang  wird: 

8,  -  +    r^.,-^  (28) 

Da  elliptische  Fonctionen  erster  Gattung  in  der  Geometrie  uur  selten 
vorkommeii,  so  verdient  wol  der  vorliegende  Fall  derart  uotirt  zu 
lerden. 
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XV. 

Perspectiviscbe  Dreiecke  die  einem  Kegelschnitt 

einbesclirieben  sind. 

Von 

L.  Klug. 


la  dem  TOten  Teile  dieseB  Archiv's  p.  446  haben  wir  geieigt, 
wie  man  Pnnktreihen  coustmirt,  die  mit  zwei  oder  drei  projeetivi* 
sehen  Pnnktreihen  invointorisch  liegen.  Ton  diesen  ConstnictioReB 
aasgehend  sind  wir  im  Stande  Dreiecke  in  finden,  welche  mit  zwei 
oder  drei,  einem  KegelBchnitt  dnbescfariebeuen  Dreiecken  zugleich 
perspectivisch  liegen  nnd  dem  Kegelschnitt  einbeschrieben  sind. 

1. 

Es  seien  ^1,  J3,  C, ,  ('^  zwoi  demselben  Kogelschnitt  ein- 

beschriebene Dreiecke,  wir  wollen  ein  mit  den  fje^ebeuen  perspectivi- 
sches  Dreieck  cüustruiren,  welches  dem  KegelscliuiLt  eiubeschriebeu  i^. 

Zu  dem  Ende  constmiren  wir  eine  Pnnktreihe,  welche  mit  den^ 
durch  A^B^Ci^  '^fi'tQ  Punkte  bestimmten  proIcctiTisdien  Pnnkt- 
reihen AfBiCf  AfB^Cf  zugleich  involutorisch  liegt;  die- 
jenigen Elemente  dieser  neuen  Punktreihe,  welche  den  A^BiC^ 
Punkten  projectivisch  entsprechen,  sind  die  Eckpunkte  des  gewilnichten 
Dreiecks. 

Wir  wissen  (70.  T.,  p.  446),  dass  es  unendlich  viele  Puuktrciheo 
gibt,  die  mit  A^li^C\  A^B^Cf  ...  zagleich  involut^»risch  liegen, 
nnd  dass  dieselben  erst  dadurch  vollkommen  bestimmt  süid,  dass 
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vir  von  den  zu  constmirenden  Punktreiben  ein  Element  annehmen, 
velcbes  einem  bestimmten  Elemente  der  gegebenen  Panktreihen  ent- 
sprechen soll.  Daraos  folgt:  dass  wir  einen  Eckpunkt  des  gewttiuchtea 
Dnieelu  beliebig  annehmea  könneo  auf  dem  Kegelschnitt 

Iit  D  ein  beliebiger  Punkt  des  Eegdsehnitts,  dann  sind  unter 
den  nsendlieh  vielen  Pnnktreiben ,  welebe  mit  B^C\  A^B^Cg 
...  ngfeieb  involntoriach  liegen,  drei  Torbanden,  welche  znr  Bestim- 
mang  der  perspectiviscben  Dreiecke  dienen.  Den  Punkt  D  kennen 
vir  nimlich  als  dem  Punkte  A^^  oder  oder  entsprechend  be- 
teubten  und  In  diesen  drei  Fftllen  mit  A ,  resp.  bezeichnen; 
die  mit  .0^0^  A^ß^Cf  involntorischen  Pnnktreiben  ABC^ 
J^BfC  Jtirc  ...  bestimmen  drei  Dreiecke  ABC^  A*WC\ 
JtiTCT^  wäldie  einen  gemeinsamen  Edcpnnkt  D  haben,  dem  Kegel- 
lehnitt  einbescbrieben  sind  nnd  mit  den  Dreiecken  A^  B^  Ci,  A^B^C^ 
pcnpeetlvisch  liegen. 

Sech«  Punkte)  zu  dreien  in  zwei  Gruppen  vertoilt ,  Ijostinimeu 
auf  sechserlei  Art  projectivische  Pnnktreiben.  Den  Puuktiu  /t,  li^  (\ 
kOonen  nftmiich  die  Pnnkto  A^B^C.^^  B^C^A^,  C^A^B^j  C^B^A^^ 
Ii,A^C\,  A^C^B^  entsprechen,  wir  finden  daher  sechsmal  unendlich  viele 
Punkireihen,  welche  mit  den  gegebenen  involntorisch  liegen.  Dies  in 
Betracht  gezogen,  können  wir  sagen :  wenn  B^  C',,  A^  B^  C\  zwei  dem- 
selben Kegelschnitt  einbeschriebene  Dreiecke  sind,  D  ein  beliebiger 
Ponkt  des  Kegi  lschnitts  ist,  dann  kanu  mau  Ii  mal  6  solche  Dreiecke 
eoDstmiren,  die  D  zum  gemeinsamen  Eckpunkt  haben,  dem  Kegel- 
schnitt einbeschrieben  sind  und  mit  den  gegcbeueu  zwei  Dreiecken 
perspectivisch  liegen. 

2. 

Unter  den  unendlicb  vielen  Dreiecken  die  mit  zwei  demselben 
Kegelsdmitt  einbeecfaiiebenen  Dreiecken  penpectivisch  sind,  gibt  es 
aiÄ  solebe,  welche  mit  einem  oder  anderen  der  gegebenen  Dreiecko 
tsf  inei-  .oder  dreierlei  Art  perspecttvisch  liegen.  Um  diese  zu  be^ 
^tirameo,  mtssen  wir  wissen,  dass  die  Verbindungslinien  i»,  q,  r,  der 
Doppeftpnnkte  der  projectivisdien  Punktrriken  A^B^Ci  ^s^fCf-, 
A^iQ  B^C^A.  A^B^Ci  C^A^B^  welche  die 
PsMsTsdien  Linien  der  einfsehen  Sechsecke  Ay  Q  ^„  A^  C,  B^,  vi,  B^B^, 
^iCfC\Af,  A^  A^B^B^C^C^  sind,  durch  denselben  17  Punkt  gehen, 
ind  d&ss  sich  die  Verbindungslinien  p\  q.  r  der  Doppelpunkte  dw 
projectivischen  Panktreihen  ^,  J9,  Q,  C^B^A^  A^B^C^ 
i,C,Ä,;  Ay  ß^C'i  . ..,  B^A^C^  ...  als  Pascal'schc  Linien  der  einfachen 
Sechsecke  A^  A^  il„  Cj  C\  Ä„  B^  J3, ,  A^  C,  C,  A^  C,  B^,  B^  6,  A^  in 
«ittidben  U  Punkte  schneiden.  Werden  die  £ci^unkte  des  Dreiecks 
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Ay  Bj  C^,  oder     ^2  Q      einem  beliebigen  Scbnittpnnkte  von  xweiex 

der  Gemdcn  pq^p'qr  auf  den  Kegelschnitt  projicirt,  M>  sind  dfe 
PFojcctioD«o  die  Eckpunkte  von  Dreiecken,  welche  mit  den  gegebeoea 
auf  zwei-  oder  dreierlei  Art  pcrspectivisch  liegen.  Projidrt  min 
eins  der  gegebenen  Dreiecke  aus  den  Pnnkten  V  oder  ü\  dam 
wird  die  Projection  mit  diesem  auf  einerlei,  mit  dem  anderen  der 
gegebenen  Dreiecke  auf  dreierlei,  wenn  nicht  ans  den  SchuittpuoktoB 
Uy  V  aber  bloss  auf  zweierlei  Art  pcrspectivisch  liegen. 

Bezeichnen  wir  die  Proj(  ction  der  Punkte  Ai  is^  vom  Scbaitt- 
pnakte  {p,  r')  der  Geraden  p,  r  auf  den  KegelBchnftt  mit  ABC^ 
dann  wird  ABC  Dreieck  sowol  mit  A^b^c.  als  auch  mit  B^A^C^ 
perspectivisch  liegen,  der  Schnittpnnkt  der  Projectionsstrablen  AJ^y 
BB^^  CC^  befindet  sich  anf  p,  der  Schnittpunkt  der  Projectiom- 
strahlen  AB^^  BA^^  cc^  befindet  sich  anf  r',  da  r')  anf  j»  nnd  r' 
liegt.  Diese  zwei  Scfanittpankte  liegen  andi  auf  CC^  Geraden  und 
sind  wie  aus  AB^A^B  Viereck  ersichtlich  conjugirto  Punkte  das 
Kegelschnitts.  ~  Es  gibt  18  solche  Breiecke,  wielclie  mit  einem  der 
gegebenen  Dreiecke  auf  zweierlei,  mit  dem  anderen  anf  einerlei  Art 
pcrspectivisch  liegen,  da  pr/r,  p'q'r  Geraden  sich  ausser  in  VW 
noch  in  9  Punkten  schneiden ,  und  die  Projertionen  der  zwei  ge- 
gebenen Dreiecke  aus  diesen  9  Punkten  auf  dem  Kegelschnitt  18 
Dreiecke  liefern. 

3. 

Wenn  wir  die Projectiouen  der  AiB^C\  Punkte  aus  {/auf  den  lL<offi- 
schnitt  mit  E^F^G^  bezeichnen,  dann  ist  das  Dreieck  E^F^G^  sif 
dreierlei  Art  perspecUviscb  mit  A^B^C^\  die  Geraden  E^A^  F^Bf, 
6*2  treffen  sich  in       die     C^,  F^  Jj,  (r^  B^  Geraden  in  Öi  end* 
lieh  E^B^  (r^A^  Geraden  in       und  es  liegen       Qj,  B^  be- 

zielmngsweise  auf  den  Geraden  //,  r.  Sind  ebenso  E^'F^Gf  die 
Projectioncn  der  B^  C,  Punkte  auf  V  auf  dem  Kegelschuitt,  dann 
ist  E^'Fi  Dreieck  auf  dreierlei  Art  perspectivisch  mit  A^B^C^^ 
die  Geraden  E^'  F^'B^,  G^'A^  treffen  sich  in  P,';  E^'A^^  F^'C^ 
G^'B^  in  Q2'  endlich  is^'B,,  F^'  A^ ,  G^'C^  in  und  es  liegen 
i\\  beziehungsweise  auf  p\  q\  r\  Ist  femer  die  Prqjection 

des  Dreiecks  A^B^C^  aus  0*  und  U'  auf  den  Kegelschnitt  l^F,<r|, 
E^'F^'Gt',  dann  E^F^G^,  A/F/tf/  Dreiecke  mit  A^BtC^  auf 
einerlei,  mit  A^BiC^  auf  dreierlei  Art  perspectivisch}  die  Projectioas* 
centreu,  welche  diesen  Lagen  entsprechen,  bezeichnen  wir  mit  PiOg 
R^Px  QiRt  Je  nachdem  dieselben  auf  den  Geraden  pqrf'qV 
liegen. 

Es  k  einen  daher  vier  Dreiecke  lieni  Kegelschuitt  einbeschriebcu 
werden,  welche  mit  einem  der  gegebenen  auf  einerlei  mit  dem  an- 
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deieD  anf  dreierlei  Art  perspectivisch  liegen.  Von  dieBen  vier  Drei- 
ecken siod  solche  zwei,  welche  die  Projcctioncn  eines  der  gegebene d 
Mecke  bilden,  also  E^F^G^,  E^'F^'a^'  oder  E^I^Gj,  E^'F^'G^' 
JB  einander  penpectivisch ,  das  Pnijectiouscentnim  ist  in  beiden 
Flllen  der  Pol  der  Vü*  Geraden.  V,  L"  Pankte  sind  nämlich  con- 
jagirt,  nnd  es  wird  die  Seite  E^E^'  des  Dreiecks  A^B^E^*  durch  den 
Pol  der  Geraden  ÜU*  geben,  da  V  nnd  ü'  anf  A^E^  beziehungs- 
weise AtE^'  liegen. 

Die  oben  mit  ...  R^'  bezeichneten  rrüjectiouscentren  haben 
eine  besouilerc  Lage:  Die  Puukte  l\Q^Jlg^  1\'Q^'RJ,  wie  auch 
P,  ...  R-i'  liegen  auf  je  einer  Geraden,  welche  durch  den  Pol  T  der 
W  Geraden  gehen.  Dies  folgt  daraus,  dass  l\,Q.^R^^  daher 
aarb  P/Q/R^',  P,  /?, .  P^'Q^'R^'  auf  je  einer  Geraden  liegen, 
lerotr  dass  die  VerbinUuiij  ^^eradon  der  P%QgR^  Punkte  mit  jedem 
der  Ponkte  PtQtR%'  durch  T  gehen. 

Nachdem  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  der  einfachen  Sechs- 
ecke E^C^F^  B^GfA^,  E^B^ft  -^t^fC««  ^^s^  <%<?s^s  die 
Paukte  if,  Qt«  ^  sind,  fallen  die  Pascarschen  Linien  der  benannten 
eiafachen  Sechsecke  in  jPfQii^  Geraden,  nachdem  ferner  die  Pascal- 
Kbeo  Unten  der  E^'E^A^G^^O^^  F^'F^H^G^'G^Ct  einfachen  Sechs- 
ecke IPtPti  TPgQj  Geraden  sind,  so  ist  unsere  Behauptung  be- 
viewn. 

Bezüglich  der  Punktpare  7?2  ^2',  und  J'^Q^',  Q^R^\ 

endlich  P^R^'.  Qg/e',  R-^Q^'  ist  zu  bLnu  ikm,  dass  dieselben 
eine  lovolution  bildeu,  da  die  erste,  zvveitv  und  dritte  Piniktjrruppe 
•lie  Projection  der  E^t^^  F^F/,  GoG^'  invoitUorisiin-r  i'uuktpare 
ist  aus  tlon  R..,  A^.  C,  I'usikttni  anf  7*2^2  Gerade.  Ebenso  bildeu 
P]  ...  R^'  Puukte  aut  dreierlei  Art  eine  Involution. 

Die  sechs  Punkte  E^  C',,  F^t  B^,  G^  A^  haben  abgesehen  von 
der  drei&chen  perspectivischen  Lage  der  Dreiecke  B^F^G^  A^B^C^ 
noch  die  Eigenschaft,  dass  die  drei  PascaPschen  Linien  der 
^CfFiB^GtA^  E^B^F^A^G^C^  E^A^F^CfG^B^  einfachen  Sechs- 
ed[e,  wie  aus  den  früheren  ersichtlich,  zusammenfitUen  in  die  PtQ% 
Genie.  Bei  einem  anderen  Pascal'schen  Sechsecke  schneiden  sich 
die  drei  Pascal'schen  I^nien,  welche  solchen  einfachen  Sechsecken 
eatspiechen,  in  einem  Steiner'scben  Punkte.  Im  gegenwftrtigen  FaUe 
ktanen  wv  Jeden  Punkt  der  P^  u^.  Geraden  als  einen  Steiner'schen 
Beanea,  bezH^ich  des  in  Betracht  gezogenen  Sechsecks,  und  es  wird 
öer  Schnittpunkt  der  Pascal'schen  Linien  der  £^C|/;  U  <r^B^^ 
^^iPiCiG^Ai,  K^A^F^B^G^C^  einiachen  Sechsecke,  als  zu  allen 
Pakten  der  PfQs  Geraden  conjugirt,  der  Pol  von  P^Q^  sein.  — 
Wir  können  aitch  anf  eine  andere  Art  zeigen,  dass  der  Schnitt- 
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puukt  dvr  Pascalscheu  Linien  der  letztbeiuumtoii  Sechsecke  der  Pol 
von  J'-yQ-,  ist  ;  dieselben  sind  nämlich  als  \  irbiiidungslinien  der  Dop- 
pclpuukte  von  /A,  Kj  (j\  . . . ,       Ii.,      . . . ;  (t\,  . . . ,  Jh  . . . ; 

E^F^G^.  ..^  B^C^A^  ...  iuvolutoribchen  Punktreiheu  die  Polaren  voa 
i'j,  Qg,  Paukten. 

Die  eiQ&cben  Sechsecke  E^'C^G^'ß^F^'A^,  E^C^F^ByG^A^^ 
E^'CtGiBiF^'A^  habctt  dieselbe  Eigenschaft  als  B^t\F^B^G^A^ 
nftmlich:  vom  ersten  Sechsecke  fiülen  drei  Pascal'sche  Linicin  in  P,Q^ 
Geraden,  wahrend  sich  drei  in  8^  schneiden;  von  den  anderen  zwei 
Sechsecken  fallen  drei  Pascal'sche  Linien  in  Q^,  wfthrend  steh  die 
anderen  drei  im  8i  Punkte  treffen.  Es  ist  femer  leicht  enichtlicfa, 
dass  sieh  S^S^VV*  Punkte  in  einer  Geraden  befinden,  denn  dies« 
Punkte  sind  coqjugirt  zu  T, 

Die  bisbengen  Betrachtungen  kdnnen  wir  in  einem  Satz  zu- 
sammengefasst,  so  ausspreefaen: 

„Wenn  einem  Kegelschnitt  zwei  Dreiecke  einbesehrieben  sind, 
„dann  kann  man  unendlich  viele  Dreiecke  dem  Kegelschnitt  einschreiben, 
„welche  mit  den  gegebenen  zngleldi  {ferspectiviscb  liegen;  es  gibt 
„18  Dreiecke,  welche  denselben  gemeinsamen  Eckpunkt  haben,  dem 
„Kegelschnitt  einbeschrieben  und  mit  den  jregcbenen  Dr^ecken  por- 
„spectivlsch  sind;  es  gibt  femer  18  dem  Kegelschnitt  einbeschnebene 
,4)reiecke,  welche  mit  einem  der  gegebenen  Dreiecke  auf  ^ncrlei 
„mit  dem  anderen  auf  zweierlei  Art  perspectivisch  sind.  Ausser 
„diesen  sind  noch  4  besondere  Dreiecke  vorhanden,  welche  mit  je 
„einem  der  gegebenen  Dreiecke  auf  einerlei,  mit  dem  anderen  auf 
„dreierlei  Art  perspectivisch  sind.  Von  diesen  vier  besondern  Drei- 
,,ecken  sind  zweimal  genommen  zwei  selbst  perspectivisch,  das  Pro- 
,gectionscentrum ,  welches  diesen  Lagen  entspricht,  ist  ein  und  der- 
„selbe  Punkt.  Die  Zahl  der  Projectionscentren ,  welche  dm*  per- 
„spectivischeu  Lage  dieser  vier  und  der  gegebenen  zwei  Dreiecke 
„entspreehen,  ist  14,  wovon  2  Punkte  solche  zwei  Steiuer'sche  con- 
,Jugirte  Punkte  sind,  welche  zu  den,  durch  die  Eckpunkte  der  ge- 
„gobeueu  Dreiecke  bestimmten  Pascal'sc  hon  Sechsecken  gehören,  dio 
.,übrif;en  12  liegen  zu  je  6  auf  zwei  Geraden  uud  bilden  auf  dieseu 
„Gemden  auf  dreierlei  Art  Involutionen.  Der  Schnittpunkt  dieser 
„zwei  Ueradeu  fällt  einersfits  mit  dem  Projcctionsceutnnn  /.nsanunen, 
welches  die  penpoctivisi-he  La^'c  der  vier  be^nmlcrfn  Dreiecke  be- 
„stiiiimt,  iuiilrfrsfit'--  )tildet  er  mit  den  erwahuluu  Ötciuer'scheo  Faakten 
„ein  Tripel  bezüglich  des  Kegelschnitts^'. 
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4. 

l'utiTsachcn  wir  iu  wie  fern  sich  dieser  Satz  äudcrt,  wenn  die 
gegebenen  Drcii'cke  A^B^C\^  .Lß^C^  auf  Uierlei  Art  perspectiviscb 
Hod,  Dämlich  wenn:  vi,  Jj,  B^B^^  ^'i^"«;  A^si  ^i-'Ut  ^1-^21 
B,C,;  Cjvl,  Geraden  sich  beziehungsweise  in  P,  Q,  R  Punkten 
tdiDeidfia  oder  kürzer  ausgedrückt,  wenn  .1,  C\  in  Rücksicht  anf 
dieBeibeder  entaiureeiiciideii  Punkte  mit  A^B^C^^  C^A^B^^  n^c^A^j 
peispectiTieeli  ist  und  die  Projectionscentren  beziehangsweise  Q, 
Jtttiid. 

Wenn  die  Polaren  von  I\  Q,  Ji  mit  /j,  r  bezeichnet  werden, 
danu  ist  aus  dem  frühereu  bekannt,  dass  sich  diese  Polaren  als  Pas- 
cai'sche  Linien  der  .1,  C\  (\  B..  .1,  /i,  7i,  C  C,  J.,  A^  li^  Ii,  CyC^ 
einlachen  Sechsecke  in  einem  gewissen  S  Punkte  schneiden,  welcher 
dtr  Pol  ist  \  on  den  iu  eine  «  Gerade  fallenden  Pascal'schen  Linien 
der  einfachen  Stjchsecke  B^  A^ C\  ,  A^O^B^ B^ C| A^  A^ B^B^ 
CtC^B^ 

Eb  seien  nm  ABC  die  Projectioaen  der  AiBiC,  Panltte  ans 
diKin  beKebigen  i\  Pnnkte  der  «  Geraden,  so  wird  ABC  Dreieck 
aai  AfCfBg,  B^A^C^y  C^B^A^  perspectiviacbe  Lage  haben;  die  Pro- 
jectioDscentren  7^  ^  liegen  auf«.  Nachdem  ABC  Dreieck  die 
Ptojection  von  A^BfC^  ist  aus  einem  Paukte  der  «  Oeradeu,  so 
wild  ABC  I)reieck  auch  mit  A^B^Ci^  B^C^A^^  CiA^B^  perspectiv}- 
sebe  Lage  haben  und  die  Projectionscentren  sind  P],  R% ;  ABC 
])iaeek  ist  daher  anf  dreierlei  Art  perspectiTisch  mit  den  gegebenea 
Dreiecken.  —  Die  erhaltenen  Projectionscentren  P|  Q^lZi,  P^Q^R^ 
bildea  aof  dreierlei  Art  Involationen,  weil  die  Projectiou  der  A^A^ 
B,  %  c,  C.  wie  auch  A^  C„  Äj  C,  B^,  endUch  A^  B^,  B^  C„  C^A^ 
involutorische  Punktgruppeu  aus  -1  beziehungsweise  C  auf  die 
Gerade*  die  Puuktpare  Pj/»,,  P^P,,  P,Qj,  QjP,; 

Es  sei  zweitens  E^F^d^  die  Projectiou  der  J, i^iCj  Punkte  aus 
(p, «)  auf  den  Kegelschnitt,  dann  wird  E^h\G^  Dreieck,  da  (;>,  *) 
Mf  #  liegt,  mit  A^  yy,  c„  A^  U^C^  auf  dreierlei,  da  (;>,  «)  auch  auf  ;j 
Üegl  mit  AfB^C^  noch  auf  eiaeriei  Art  pcrHjtcctivisch  sein,  nftmlich: 
^PfCt  Dreieck  ist  mit  den  Dreiecken  A^Ji^C^,  A^C^B^^  B^A^C^, 
CjÄj.t*  und  yi,  Bj  c\ ,  y;,  .1, ,  q  .1,  z/,  perspectiviscb.  Die  Drei- 
edw  -i,  yi,  6\ ,  .lg  li.^  c^,  i:^  /«  6 siud  daher  parweise  perspectiviscb, 
lad  et  bilden  die  Projectionscentren,  welche  dieser  Lage  entsprechen, 
(io  Polardreieck;  zwei  Projectionscentren  sind  aber  P  und  (/>,  «), 
^aber  wird  das  dritte  Ceutmm  S  sein,  da  S  zu  den  ersteren  zwei 
P^nktea  coiyagirt  ist.  Daraua  schliessen  wir,  dass     h\  0\  die  Pro- 
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jcction  der  Eckpunkte  des  Dreiecks  AfB^Ct  ans  S  vat  den  Kegel- 
schnitt, daher  von  (p, «)  unabhängig  ist,  welche  Eigenschaft  wir  rach 
so  aussprechen  können:  dass  die  Projection  des  Dreiecks 
ans  den  Punkten      «),  (q,  «),  (r,  9)  ein  und  dasselbe  i^Fs<?s  Drei* 
eck  ist. 

Man  kaun  noch  ciu  so  merkwürdiges  Dreieck  A'j  tiiulcn. 
indem  man  C\  aus  S ,  oder  aber  .l^         Dreieck  aus  {p,  «), 

oder  (9,  «)  endlich  (r,  «)  Punkte  auf  den  Kegelscimitt  projicirL 

Die  zwei  Dreiecke     f  \  r/j,     h\     sind  auf  dreierlei  Art  per- 

spectivisch  nftmlich:  m\%  E^FiG^.  G^E^F^,  /;G^,  A'^,  die 

Projectionsccntren  sind  beziehungsweise  P,  H.  Dies  ist  darau 
ersichtlich,  dass  sich  1J„  .1^  E^,  Bj  i  ',  ...  C\  G^  Gerado  im  Pole  S 
von  «,  und  .^1^3,  B^  B^,  C\  C,  Gerade  im  Punkte /' schneiden)  daher 
/vg,  Fl  F^,  G^  c/jj  Gerade  durch  P  gehen ;  ebenso  wird  der  Beweis 
geführt  für  die  zwei  anderen  perspectivischcu  Lagen. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  lautet: 

„Wenn  zwei  doinselbeii  Kegelschnitt  einbeschriehcne  Dreiecke  auf 
„«Ireierlci  Art  perspectivisch  sind,  dann  kaiiu  luaii  uiiondlicii  viele 
,,l)rcii'ikr  dem  Kegelschnitt  einschreiben,  welche  mit  den  gegebeiu'u 
„auf  eiutrlci,  und  unendlich  viele,  weklie  auf  dreierlei  Art  per- 
„spectivisch  sind.  Die  Projectionsccntren,  welche  zu  jedem  dieser 
..letzteren  Drcireke  ixohören,  liegen  auf  einer  Geiadeu  und  Ifiltieii 
..eine  luvoiutiuii ;  liiese  (lerade  enthJilt  uulIi  die  rrojectionseentreii, 
„welche  aus  der  perspeclivi^ciieii  Lage  der  ge'j»^b»Mien  Dreiecke  ent- 
., stammen.  Man  kann  aber  uuch  zwei  besuinlere  Dreiecke  dem 
,,Ke!Lielschnilt  einscliniben .  welcbr  mit  einem  der  gegebeneu  auf 
„dreierlei,  mit  dem  anderen  auf  viert  1  h  i  Art  perspectivisch  sind,  und 
.,diesc  sind  die  Projectionen  der  gegebenen  Dreiecke  aus  dem  Pole 
„der  M  Gcrudeu  auf  tlen  Kegelschnitt.  Diese  zwei  besonderen  Drei- 
..ecke  sind  mit  einander  auf  dreierle  i  .\rt  perspectivisch;  die  Pro- 
„jectionsceutren ,  welche  /u  diesen  Lagen  gehören,  tallcu  mit  den 
,,Projeetiouseentren  zusammen,  durch  welcho  diu  pci*spectivi8che  Lage 
„der  gcgobcucu  Dreiecke  bestimmt  ist.'^ 

Zu  bemerken  ist  noch:  wenn  die  gegebenen  Dreiecke  auf  viererlei 
Art  persppctivisch  sind,  wie  x.  B.  in  der  frflheron  Figur  A^/^tv«. 
B2  C'2,  erhalten  wir  keine  wesentlich  verschiedene  Figur. 

0. 

Kehren  wir  nun  zu  der,  von  den  früheren  ConstructioiM n  sich  er- 
gebenden bestimmten  Aufgabe  zurück,  welche  so  lautet:  es  sind  drei  dem- 
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selben  Kegelschnitt  cinbcschriebonc    Dreiecke   ^j/^,  Cj,  ^2^2^21 
gegeben,  man  construiie  »in  Viereck,  welches  dem  Kegel- 
kbmit  einbcscbrieben  ist  und  mit  ileui  gegebenen  perspectivisch  liegt . 

Wir  constrnircn  (70.  Teil  p.  447)  die  Verbiudungsj^erade  der 
Doppelpunkte  der  perspectivischen  Panktreihen  ^,  BiC\  . . . ,  li^  Q 
...  and  A^B^C\  Ar^B^C^  welche  die  Pascal'schc  Linie  der 
A^C^B^A^C^B^^  A^C^B^A^C^B^  einfachen  Sechsecke  sind,  die  Pro- 
jection  der  Punkte  A^  B^  C\  vom  Schnittpunkte  dieser  Geraden  auf 
den  Kegelschnitt,  bilden  die  Eckpaukto  des  gewüuschteu  Dreiecks. 

Die  Ponktc  -rljÄ,C, ,  A^B^C^  wie  auch  AiB^C^^  A^B^^C^  be- 
stnuiDen  auf  sechserlei  Art  projecti?i8chc  Punktreibeu,  dann  bat  die 
Aufgabe  im  Allgemeinen  36  Lösnngen. 

Bei  besonderer  Lage  der  gegebenen  Dreiecke  ändert  sich  die  An- 
zalii  der  Lösungen.  Fällt  nämlich  von  den  Doppelpunkte«  der  sechs 
trslcu  projecti vischen  riinktrcihen  irgend  einer,  oder  zwei,  mit  irgend 
einem  oder  zwei  zusaiiunen  gehörigen  Doppelpunkten  der  sechs  an- 
deren projt-rtivischen  Punktreihon  zusammen,  dann  liefern  im  ersten 
Falle  difse  bcf^ondern  Pnnktrri}i(-n  kein  Dreieck,  im  /weilen  Falle 
aUr  bestimmen  die  T 11  nlJ reihen  unendlieh  viele  Dreieeke,  welelie  mit 
deu  gegebenen  perüpectiusch  liegen.  In  diesem  letzteren  Falle  sind 
6  besondere  Dreiecke  vorhanden ,  welche  mit  einem  der  gegebenen 
Dreiecke  auf  dreierlei,  mit  den  beiden  anderen  auf  einerlei  Art  per- 
^pectivisch  sind.  Um  dies  einzusehen,  setzen  wir  voraus,  dass  l^üiC',...» 
JjÄjC*  und  AiH^(\  ..,  .1., ^^3^,  ....  projectiMSihen  Puidvt- 
reihcn  dieselben  Doppelpunkte  haben,  welche  <laher  auch  Doppol- 

poüktc  sind  der  ^1«  1^2 ^2  ^^B.C       projectivischen  Punktreiiien. 

Die  Verbiudingslinic  diceer  Doppeipunlae  ist  die  gemeinsame  Pasciil- 
sche  Linio  der  -4,  C.  .1..  (\  B^ ,  A^  C- C\  B^ ,  A^  C,  B.^ 
einfachen  Socbsecke.    Auf  dieser  Pascai  sehon  Linie  liegen  N.,,  S^, 

drei  Steiner 'sehe  Punkte,  welche  aus  den  drei  aufgeschriebenen 
Scdisecken  entstammen,  wenn  man  diesellnMi  als  vollständige  Sechs- 
ecke betrachtet.  Werden  nun  z.  B.  die  in-eiecke  yl, //^  Cj,  A^B^C. 
»08  auf  den  Kegelschnitt  projicirt,  so  bekommen  wir  zwei  solch'* 
Dreiecke,  von  welchen  das  erste  mit  Jji/,  f.j,  A^B-^^C.^  aul  einerlei 
mit  A^B.jt\  auf  dreierlei,  das  zweite  mit  .1., Co  und  A^B^C^  auf 
einerlei,  mit  J,i/|6|  auf  dreierlei  Art  pmpcctivisch  ist. 

Wir  können  daher  sagen: 

„Wenn  einem  Kegelschnitt  drei  Dreiecke  einbeschriebcn  sind, 
M  kOunen  im  Allgemeinen  36  Dreicctto  dem  Kegelschnitt  einbe- 
s^brieben  werden,  welche  mit  den  gegebenen  perspectiviscb  sind, 
Büdea  die  Eclqinakte  des  einen  Dreiecks  mit  den  Eckpunkten  eines 
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der  zwei  anderen  zwei  solche  Sechsecke,  von  dessen  Seiten  keine  auf 
die  Seiten  der  Dreiecke  föllt,  von  welchen  aber  zwei  Pascal'scbo 
Linien  in  derselben  «  Geraden  liegen,  dann  ka&n  man  dem  Kegel- 
schnitt  unendlich  viele  Dreiecke  cinbescbrciben ,  welche  mit  den  ge- 
gebenen pcrspectivisch  sind.  In  diesem  Falle  kann  man  sechs  be- 
sondere Dreiecke  tindeo,  welche  die  Projectionen  von  den  gcgobenen 
Dreiecken  aas  gewissen  Punkten  der  «  Geraden  sind;  diese  beson- 
deren Dreiecke  sind  mit  einem  der  gegebenen  anf  dretorloi,  mit  deti 
ttbrigen  swei  aof  einerlei  Art  pcrspectivisch.^ 


e. 

Wir  wollen  jetzt  die  Frage  beantworten:  wie  man  einem  Kegel- 
schnitt ein  Dreieck  einbescbreiben  kann,  dass  mit  dem  im  Kegelschnitt 
einbeschriebenen  .4| //j  C|*  Drei  eck  auf  zwei-,  drei-  oder  viererlei  Art 
perspcctivisch  ist  und  einen  A  Punkt  des,  Kegelschnittes  zum  Eck- 
punkt hat. 

a)  Die  orste  AnlLrnbe  kann  mau  nur  dann  lOsen,  wenn  die  Kck- 
punktc  des  Üroiet;ks  und  der  g(»ijebcnc  Punkt  haruiuuisch  liegen, 
dann  aber  hat  die  Anf^be  nnemiliclfi  viele  Lösungen.    Sind  z.  B. 

C,  Punkte  durch  ^.1,  harmonisch  getrennt  und  BC  feniere  ruukte 
dos  Kegelschnittes,  welche  ebenfalls  durch  AA^  harmonisch  getreunt 
sind,  iann  ist  AliC  Dreieck  mit  A^JJgC\  aul  /.weierlei  Art  per- 
spectivibcii. 

b)  Um  die  zweite  Aufgabe  zu  Idsen,  bexeichnen  wir  die  (bckamit^ 
lieh  in  derselben  Geraden  liegenden)  Schnittpunkte  der  Tangenten  in 
Ai  c\  Punkten  mit  den  gogenflber  liegenden  Seiten  des  Dreieeks 
A^BiC\  resp.  mit  QiQiQ^t  den  gemeinsamen  Punkt  Ton  AA^,  QjQ^ 
Geraden  mit  Pi ,  endlich  die  Projection  von  i^, ,  aas  P,  aal  deo 
Kegelschnitt  mit  B  resp.  C.  Die  Pascal'schen  Linien  der  BiB^BAC^C 
und  AAi  BCi  CBg  einfachen  Sechsecke  liegen  in  derselben  PiQ^Q^Q» 
Geraden ,  da  die  Pascal*sche  Linie  des  ersteron  Sechsecks  ist 
und  durch  den  Schnittpunkt  JH^  Ton  BA^^  CB^  geht,  wfthread  die 
des  zweiten  1\  und  Punkte  Terbindet  und  zugleich  den  Schnitt- 
punkt Pt  von  JVC],  ABl  enthalt  Ebenso  kann  man  beweisen,  dass 
die  Pascarschen  Linien  der  CiC^CAiB^B^  ACiBB^CA^  wie  auch 
A^Ai^AB^CxC^  AB^BA^CCt  einfachen  Sechsecke  in  PtPtPt<liQ%Q^ 
Gerade  fallen  und  in  Anbetracht  des  zweiten  und  vierten  Sechsecks 
CiB^  CAi  Gerade  durch  P,,  BA^  und  CAg  Gerade  durch  P^  gehen.  - 
Die  Lage  der  BC  Punkte  ist  daher  derart  bestimmt,  dass  ABC  Drei- 
eck mit  A^B^Ci  auf  dreierlei  Art  perspectivisch  hßg^ 
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c)  Die  dritte  Aufgabe  kaim  man  nur  unter  der  Bedingung 
löscD,  dass  —  wie  bei  a)   —  ein  Eckpunkt  des  Dreiecks  z.  13. 
TOD  BjCi  durch  den  gegebenen  .4  Punkt  hantionisch  getrennt  ist. 
Führt  mau  dabe«  die  unter  b)  gegebene  Construction  durcli,  so  er- 

liuu  BC  Punkte,  uml  JiiC  Dreieck  wird  mit  A^Ii^C^,  I3^C\A^, 
C^A^Bj,  AjC\IJ^  perspf  ctivisch  liegen.  Bezeicliuet  mau  die  Pro- 
jectiünsceiitreu,  welcln^  diestii  J.a^^en  entsprechen,  mit  J\I\I\R,  die 
Schnittpunkte  von  C',,  ^',.4,,  ^ij  i>,  mit  P^P^P^  Gerade  resp  mit 
dljQgQj)  dann  folgt  in  Anbetracht  der  Vierecke  ii^C^BC^  A^Ii^AC^ 
AyC^AB^  dass  I\Q^R,  P^Q.^R^  J'^u^Ji  rukrdrciecke  siud,  und  dass 
nieht  allein  und  IJC  durch  AA^  harmonisch  getrennt  siud, 

sondern  auch  -4,  C'j,  BA  durch  67^,,  sowie  ^4,5, ,  >4C  durch 
welche  letztere  Eigenscliaft  zur  einfachen  Construction  der  BC  Paukte 
dkucn  kann.   Man  bemerkt  auch,  dass  .  1/i 6  . 1  j Cj  Punkte  auf  dem 
Kegelschnitt  i\  P^P^     QjQj  aber  auf  der  Polare  von  R  auf  viererlei 
Art  Involntiosea  bilden. 

Mittelst  dieser  Gonstrnetioneii  sind  vir  im  Staude  folgende  Auf* 
giiien  SB  Utaen: 

,.Anf  einer  Geraden  (oder  Kegelschnitt)  ?ind  y{jB^C\  yt  Punkte 
gegeben,  man  bestimme  ß,  C  Punkte  derart ,  dass  dio  sprhs  Punkte 
A  B  c  /i,  ^1  Ci  auf  3wei-,  drei-  oder  viererlei  Art  Involutionen  bilden 

Die  erste  nid  dritte  Angabe  kann  nar  dann  gelOst  werden,  wenn 
die  gegebenen  Punkte  hannoniseh  liegen.  Ist  ilil]  von  B^  c\  har- 
ottiiiscb  getrennt,  dann  entsprechen  alle  Pnnktpare ,  welche  A,  A^ 
haroMwiscb  trennen  (und  beim  Kegelschnitt  auf  demselben  liegen) 
der  ersten,  diejenigen  xwei  Punkte  B  resp.  C  aber,  welche  A^^ 
Tso     ond  von  B,  harmonisch  trennen,  der  dritten  Aniisabe. 

Um  die  «weite  Aufgabe  zu  lösen ,  projicirt  man  die  gegebenen 
Poskte,  wenn  dieselben  auf  einer  Geraden  Hegen,  auf  einen  Kegel- 
tcfauitt  aus  einem  beliebigen  0  Punkte  desselben  nach  Ai  B^'C^'A' 
ind  sucht  B\  C  derart,  dass  A'B'C\  A^'B^'C\'  Dreiecke  auf  drei- 
erlei Art  perspectivisch  liegen  sollen,  die  Projectionen  BC^  der  B'C 
stts  0  auf  die  Gerade  sind  die  gewünschten  Punkte. 

7. 

Wonn  wir  in  der  letzteren  Construction  keine  Rücksicht  auf  die 
Urdöung  der  gegebenen  Punkte  nehmen,  dann  hat  die  Aui^abe  vier 
L6songcn.  Um  dif^  pregenseitige  Lage  dieser  vier  Piinktpaaro  ZU  er- 
kesnen,  woileu  wir  lolgeude  Bezeichnungen  eiuialireu. 


Digitized  by  Google 


302 


Klug:  Pertpeclivüchc  Dreiecke 


Die  trt'gebonen  vier  Punkte  C,  D  bestimmen  vier  Dreiecke 

und  WH  i>ezcichuea  mit  </.  d  dicjonigon  Gemden,  in  welchen 
die  Seiten  der  BCD^  CDA^  DAJJ,  BAC  Dreiecke  die  langeDtcn  in 
den  ijogeuüber  liegenden  Eckpunkten  schneiden.  Auf  jeder  der  Ge- 
raden rt,  er,  d  liegen  sechs  iuYolutorische  Punkte,  wovon  drei  die 
Schnittpunkte  der  Seiten  des  zur  Geraden  gehörigen  Dreiecks  sind, 
die  übrigen  drei  aber  die  Projectioncn  der  Eckpunkte  des  Dreiecks 
aus  dem  vierten  Punkt  auf  die  Gerade;  die  crstereu  drei  Punkte 
z.  B.  auf  dy  d.  b.  die  Schnittpimkte  von  BC\  CA,  AB  vdH  d  nenneii 
vir  X>a,  D-fy  die  anderen  drei,  d.  h,  die  Schnittpankte  von  DA^ 
DBy  DC  mit  d  nennen  wir  2>«,  Es  wird  daher  nach  dieser 

Bezeichnung  %  der  Schnittpunkt  von  h  mit  AD  (oder  auch  mit  der 
Tangente  in  C),  d  aber  von  AC  mit  e  sein. 

Bevor  wir  die  gewünschten  vier  Pnnktpaare  construiren ,  wollen 
wir  zeigen,  dass  AliCI)  Viereck  und  ahcd  Vierseit  ein  gemeinsames 
Diagoualdreieck  XYZ  haben,  wo  A',  )',  Z  res}),  auf  Jii,  AC,  AD 
Geraden  liegen,  XYZ  ist  nämlich  das  Diagoualdieieck  desjenigen 
Yierscits,  welches  den  Kegelschnitt  in  ABCD  Punkten  berübrt  und 
es  werden  daher  die  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  B  und  A  mit 
den  Geraden  AC  rcsp.  /)Z),  d.  h.  und  6«  durch  X  Punkt  und 
YZ  Gerade  harmonisch  getrennt ;  ebenso  C^  nnd  Dm  Ponkte.  Daraus 
folgt,  dasB  sich  CaCß  =  e  and  DaD^  ^  d  Geraden  auf  TZ  schnei- 
den. Ebenso  wird  bewiesen,  dass  die  Schnittpunkte  der  flbrigea 
Stiftoii  des  VIerseits  auf  den  Seiten  des  XYZ  DreieGlEs  liegen.  Am 
dieser  Eigenschaft  des  genannten  Vierseits  ist  leicht  ersichtlich,  dass 
die  so  bezeichneten  Punktepare  ^r,  wie  auch  /?y,  durch 
Ecken  und  Seiten  des  Diagonaldreiecks  XYZ  harmonisch  getrennt 
sind. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Construction  der  gcwünscht-en  Punkte- 
pare uüJ  bczeicliiicii  dir  i'rujectiüiien  der  C  Punkte  aus  Da  auf 
den  Kegelsclmitt  luU  aus  .1;  mit  E-^l\\  dio  Projectiouen  der 

^1,  L)  Punkte  aus  Cb  mit  l^^I]^  aus  Bc  mit  F^E^. 

Aus  dem  Früheren  ist  bekannt,  dass  ABC^  DE^F^  \  DBC,  Alü^F^\ 
HAD^  CE,^F^\  CAD,  Dreiecke  auf  dreierlei  Art  perspectivisch 

'iind.  oder  was  dasselbe  ist,  die  bezeichneten  Puiikt;;iuii|i('n  auf 
dreierlei  Art  Involutionen  bilden.  Nachdem  A».  und  c Punkte 
durch  XY  harmonisch  gctreunt  Bind,  so  werden  sich  die  Geraden 
CAi,  BAd  wie  auch  CAd^  BIX,  auf  J\rr  Gorade,  der  Polare  von  Z 
schneiden-,  diese  Schnittpunkte  sind  coujugirt  zu  Zj  daher  CB  and 
JtJ;^^  wie  auch  CB^  E^F^  Geraden  durch  Z  gehen. 
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Ebeuso  wie  wir  jetzt  be\Nios(  ii  haben,  dass  Puiiktpar  die 

Projcction  von  A^Fj  ist  aus  auf  tlen  Kegelschnitt,  kann  man 
zeigen,  E^F^  die  Projectiou  von  E^F^  aus  Z-,  E^F^  die  Projection  von 
AjFj  aus  Y-  E^F^  die  Projectiou  von  iv^y  ^  aus  Xetc.  oder  iu  Worte 
püfassf ,  (las>  dio.  Projection  eines  dieser  Purktpare  aus  XYZ  auf 
den  Kegclächuitt  die  übrij^eu  Puoktpare  sind. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  können  wir  so  aussprechen: 

„Wtiiu  einem  Kigolschnitt  ein  Viereck  einbeschrieben  ist,  so 
kann  maw  vior  Tuiiktpare  construireu.  von  dcuoii  jede  mit  den  ge- 
gcbeutu  vier  Eckpunkten  auf  dreierlei  Art  Involutionen  bilden;  die 
Projeitioueu  eines  jeden  dieser  Punktpare  aus  den  EckpunktL-n  des 
znm  Viereck  gehörigen  Diagonaldreieclcs  auf  dem  Kegelschnitt,  siud 
die  übrigen  drei  Panktpara'^ 
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XVL 

Einige  Sätze 
über  das  Viereck  und  KegelschuittbüscUeL 

Von 

L.  Klug. 


1.  Bekanntlich  liegen  die  eonjwgirten  Punkte  zu  allen  Punkten 
einer  Geraden  bezüglich  eiues  Vierecks  auf  einem  Kegelschuitt ;  der- 
selbe durch  die  Eckpunkte  des  Diagoualdreiecks ,  weil  diese 
conjugiit  sind  zu  den  Schuittpunktm  der  Geraden  mit  den  Seiteu 
des  Diagoualdreiecks,  uud  trifft  ausserdem  die  Seiten  des  Vierecks  in 
denjeuipou  Punkten,  welche  zu  den  Schnittpunkten  der  Seiteu  mit 
den  Geraden  conjugirt.  daher  durch  die  Eckpunkt*^  des  Vierecks 
harmonisch  getrennt  sind.  Verbindet  mau  von  diesen  lrf;4er<Mi 
Schnittpunkten  zwei  solche  die  auf  dcu  Gegenseiten  liegen,  so  treüeu 
sich  die  drei  Verbiudangsgeraden  iu  demselben  Punkte,  welcher  der 
Pol  der  angenommeueu  Geraden  bezüglich  des  Kegf  Isrhmtls  ist.  Die 
.Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  mit  der  Geraden  siml  i/uppelpuukte 
derjenigen  luvuluLiua,  welche  die  Spun  ii  der  Vierccksseiten  auf  der 
Geraden  bestimmen.  Geht  die  Gerade  durch  einen  Diagonulpuukt 
des  Vierecks,  so  zcrföllt  der  Kegelschnitt  iu  zwei  Gerade,  wovon 
eine  von  der  angeuumüRücii  durch  zwei  Vierekseiten  harmonisch  ge- 
trennt ist,  die  andere  aber  die  übrigen  zwei  Diagonalpunkte  verbindet; 
gehl  die  tjciade  durch  einen  Eckpunkt  des  Vierecks,  ho  berührt  sie 
den  entsprechenden  Kegelschnitt  in  diesem  Puukte. 

Im  Folgenden  wollen  wir  die  Eckpunkte  des  Vierecks  mit  ABCD^ 
die  Diagonalpiuikte  ftof  den  Seiten  BC^  CA^  AB  mit  JkTFZ,  die 
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Sclinittpunkte  den  angenommenen  g  Geraden  und  der  ffC\  CA,  AB, 
AD,  BD^  CD  Seiten  mit  PQRP^  Q,  7?,,  die  ilmeu  conjugirten  Puukte 
fDit  P'O'n'  P,'Q,'n,\  den  Sdinittpunkt  der  P'P/.  Q'Q,\  /?' ff/ Go- 
raden mit  G\  endlich  deu  zu  g  gehörigen  F'Q'  .  .  .  XiZ  Kegelschnitt 
mit  ]r,  bezeichnen. 

2.  Nennt  man  die  Schnittpunkte  der  P'P/,  Q'g/,  Wli^  Ge- 
nukn  mit  g  beziehungsweise  Pq,  (2u ,  Rq,  dann  gehen  die  Geraden 
i^V,  Qu  ^\  ^^0^  durch  denselben  Q'  Punkt,  welcher  conjugirt  ist  zu 
G  bezQglich  in  Tlereeloi. 

Kachdem  sSmUch  die  Punkte  P",  P\\  Q^,  Q/;  iT,  J?'|  datvb 
<?,  9  harmonisch  getrennt  sind,  so  schneiden  sich  PoX,  QqY^ 
Gcnden  in  einem  Punkte,  welcher  von  G  dnrch  die  Seiten  desYieiv 
eeks  ebenfhlls  harmonisch  getrennt  ist,  d.  h.  In  dem  su  O  cot^ngirten 
Pnikte. 

3.  Schneidet  ein  dem  Viereck  ABCD  umschriebener  Kegelschnitt 
K  die  Gerade  g  in  ,  dann  geht  die  Verbindungslinie  der  zn 
£i  £i  bostIgUcb  des  Vierecks  coigngirten  PudIOo  durch  O, 

E,  /•;,  ist  ein  entsprechendes  Puuktpar  derjomgen  iuvolutori- 
schen  Punk  treibe  n\UQ^RR^  in  welchen  die  Gegenseiten  des 
Vierecks  n  schneiden.  Construirt  mau  iu  dem  iuvolutorischen  Strahl- 
hö'irhel  XtrP^QQ^EKi)  diejenigen  Strahlen  XP'  XE\  XK^\ 
welche  von  den  crsteren  durch  .1,  B  hannonisch  getrennt  sind,  so 
bilden  dieselben*)  ebenfalls  ein  in\  ululonsches  Strahlhüschel 
X{P' 1\' K' E^Y  Dieses  Strahlbüs.  hei  schneidet  den  Kegel- 
schnitt y  in  einer  involntorisdien  Punkueihe  /•'y*,'(/Q,'/v"ii,'  ... 
and  es  wird  daher  die  Gerade  t:' durch  den  Schnittpunkt  G  von 
i'  iV-  Q'^^/  «»'hen.  —  Aendert  sich  E  im  Büschel  (AJiCD),  so  be- 
schreibt EE^  die  involutori.schi  l'uuktreihc  auf  */  nud  /v'/;/  Gnade 
ein  Strahlbüschel  um  G  \  die  involutorißche  Punktreihe  />',  A'j 
das  Strahl bUschel  E'E^'  .  .  .  ,  wie  auch  die  Spuren  desselben  iu 
sind  zu  einander  projectivisch 

4  Wenn  der  coiyugirte  Punkt  von  B  bezüglich  des  Vierecks 
ABCD  und  XTZ  das  Diagonaldreieck  des  Letzteren  ist,  so  li^  der 
conjugiite  Pnnkt  E"  von  M  bezüglich  des  Vierecks  B'XYXtMf  dem« 
darch  ABCDE  Pnnkte  gdienden  Kegelschnitt  £  nnd  BE**  berührt 
Ein  E", 


•)  SUodt.     I.     B.  itrfipc  z.  G.  rf.  L.    p.  45. 
**)  Ch«fil«s.  %TßiU  ^  Secuo;i8  coaiqne«.    p-  IPI« 
lidL  I«  HUk.  m.  71^  8:  R«lkt,  T«U  I.  SO 
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Die  Tangenten  aus  E'  zum  Kegelschnitt  E  werden  denselben 
in  E  und  in  einem  anderen  E"  Punkte  berüliren;  die  Polare  des 
Schnittpunktes  der  Geraden  EE'\  ist  E'Y^  daher  die  Punkte 
E,  Ef\  durch  E'Y^XZ  Geraden  hannüniach  getrennt.  Ebenso  wird 
bewiesen,  dass  E,  Ef'  Punkte  durch  E'X,  YZ  wie  auch  E'Z,  XY 
harmonisch  k<  inmit  und  also  E"  der  zu  E  bezüglich  des  Vierecks 
E'XYZ  coQjugirte  Funkt  ist 

6.  Werden  zn  den  Schnittpunkten  einer  Geraden  mit  den  SeHai 
eines  Yierecka  zuerst  die  coi\iagirten  Punkte  construirt,  dann  die- 
jenigen ,  welche  Ten  den  genannten  Schnittpunkten  harmonisch  ge- 
trennt sind,  durch  die  gefundenen  coi^ngirten  und  Diagonalpnnkte,  dau 
gehen  die  Verbindungslinien  der  auf  den  Gegenseiten  liegendes 
Punkte,  die  wir  znletzt  erhalten  haben,  durch  denselben  Pnukt. 

Bezeichnet  man  die  Schnittpunkte  der  g  Geraden  und  Jt  i  Vier- 
eckseiten,  wie  früher,  mit  rQll  I\Q^R^,  die  conjugirten  Punkte  der- 
selben mit  P'Q'  ...  die  conjugirten  von  r,  Q  ...  Ä,  bezüghch 
der  Vierecke  P'XYZ,  Q'XVZ,  . . .  R\XYZ  mit  P'\  Q'\  . . .  /?/',  dann 
sind  P"Q"  ...  Ä,"  diejenigen  Punkte,  deren  Lagenverhältnisse  der 
Satz  ausspricht.  /*"  muss  nämlich ,  da  sich  P  auf  Seite  P'X  des 
Vierecks  P'XYZ  befindet,  auf  derselben  Seite  liegen  und  von  P 
durch  P\  X  harmonisch  getrennt  sein.  Mau  construirt  diese  Punkte 
auf  eine  einfache  Art  Nachdem  P\  iV  Punkte  dnrch  G  har- 
monisch getrennt  sind,  so  schneiden  sich  die  Geraden  PF\ 
wie  auch  GP,  P^P^'  in  P"  resp.  i'/';  die  Strahlen  GiP^Q^R^mR) 
schneiden  daher  die  cutsprechenden  Viercckseiteu  in  P"  Q"  R!' P"  Q^"  R^' 
Punkten.  £&  ist  femer  aus  der,  auf  den  Viereckseiten  liegenden 
harmonischeu  Puuktgruppc  leicht  ersichtlich,  dass  P"P"^  Q"Qi\ 
Geraden  beziehungsweise  durch  Po=(^^Ai  Qa  =  (QQiy 

Q'Üi')i  RQ  =  {RRi.  R'n^')  gehen.  Retrachtet  man  mm  die  har^ 
manischen  Strahlen  P^{P'P"XP)^  Qe{Q'Q"yQ),  JiQ{R'R"zn)  die  in 
g  einen  gcmciusamen  Strahl  haben,  und  deren  entsprechende  Strahlen 
P^P'y  QoQ\  wie  auch  /VV,  QqY,  R^Z  durch  G  resp.  G'  (2), 

gehen,  so  folgt,  dass  sich  P^P"P^'\  (^Q"Qj",  R^R:'R"  Geraden  in 
demjenigen  Gq  Punkte  treffen,  welcher  von  g  durch  (r,  harmo- 
nisch getrennt  ist 

6.  Schneidet  der  durch  ÄBCD  Eckpunkte  eines  Yieredcs,  dessen 
Diagonalpnnkte  XYZ  sind,  gelegte  £  Kegelschnitt  eine  g  Gerade  hi 
£,  £|,  und  sind  B'S^'  die  conjugirten  Punkte  von  £,  ^  besQgiich 
EtXYZ  resp.  £^'Jrrzyierecke,  dann  gehen  EE^^  J^E^%  f  fj"  Ge* 
rade  durch  denselben  Pnnkt,  ££^",  E^^,  J^E^*  dnrch  0\ 
und  G  sind  coi^ugirt  bezttglich  des  Ke^lschnittes  E. 
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Die  Tanfenten  in  den  E,  £f'  und      JS,"  Eckpunkten  dos  dem 
Kcig^lselmitt  E  einbeschriebenen  EE^EfEi"  Vierecks  schneiden  sieb 
Dich  (4)  in  E'  resp.        Daraus  folgt,  dass  £J^, 
and  Geraden  durch  denselben     resp.  G  Punkt 

Kfhen,  welche  bezOglicb  E  coigngirt  sind.  G  stellt  den  von  uns  in 
dem  Frflberen  mit  demselben  Bachstaben  bezeichneten  Punkt  dar, 
weil  Cr  von  E^  =  E^E^')  durch  E',  E^  Punkte  harmonisch  ge- 
tnont  ist 

7.  Sehneidet  der,  durch  ABCD  Eckpunkte  eines  Vierecks  ge- 
legte Kt'gclschnitt  £  eine  g  Gerade  in  A\  und  sind  ihre 
coDjDgirten  Punkte  beatiglich  des  Vierecks,  dann  gebt  die  Gerade, 
«eiche  den  Schnittpunkt  Eq  ?on  EE^'  mit  dem  Pole  der  E*Ei  Ge- 
laden Yerbindet,  bei  Aeuderung  des  Kegelschnitts  E  im  Bfische 
(ÄBCD),  durch  denselben  G'  Punkt 

Diese  Verbindungsgerade  Ist  die  Pohire  desjenigen  Punktes  C?, 
«dher  E\  E^'  von  E^  harmonisch  trennt,  und  diese  Polare  geht  bei 
Aeaderung  des  Kegelschnitts  im  Baschel  {ABCD)^  durch  den  zu  G 
ooqugirten  Punkt  i?'. 

Umschreibt  man  dem  Viereck  ABCD^  dessen  Biagoualcn- 
pDokte  X¥Z  siud,  eiueu  Kegelschnitt  £,  welcher  eiue  Gerade  g  in 
£,  £|  trifft,  coDStmirt  zn  dieseu  Schnittpunkten  die  conjugirte  K\ 
t^'  bezüglich  des  Vierecks  ABCD,  wie  auch  A",  E^"  bezüglich  der 
Vierecke  K'XYZ  resp.  E^' XYZ^  dann  geht  die  Verbindungsgerade 

der  zuletzt  gefundeiieii  Tunkte,  bei  Aeuderung  des  Kegel- 
Klmitts  im  Büschel  ABCD  durch  denselben  Tunkt. 

Beseichnet  man  den  nun  Scbuittponkt  von  EE^'\  e^e'\  d.  h. 
0  bezOglich  ABCD  Vierecks  conjugirten  Pnokt  mit  (r,  so  werden 
ff,  G'  Ponkto  nicht  nur  durch  E,  sondern  auch  durch  EE^^  E"E" 
Genden  harmonisch  getrennt.  Bei  Aeuderung  des  Kegelschnitts  E, 
in  BOschel  (ABCD) ,  wird  sich  daher  E"E^"  Gerade  um  denjenigen 
Punkt  drehen,  welcher  von  g  =  EE^  Geraden  durch  </,  (r  harmo- 
lusch  getrennt  ist,  und  den  wir  in  (ü)  mit  6'^  bezeichnet  haben. 

Anmerkung.  Dk  zwei  letzten  ^Itze  sind  die  Verallgemeinerungen 
tOD  (2)  uud  (5).  Denn  degenerirt  E  in  die  Geraden  AD,  nc^  dann 
liDen  E^EE^E'E^'EyE^'  Punkte  in  r^ri\r' i\' r"i\'\  der  Pol 

TOB  in  X 

9.  \iX  XlZ  das  Diagoiialdreieck  des  Vierecks  ABCD,  der  con- 
jagirte  Punkt  von  E  bezüglich  dieses  Vierecks  E\  bezüglich  des 

20* 
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Timcln  E'XYZ  aber  JS",  dann  ist  der  geometrische  Ort  dei  B" 
Punktes,  wenn  £  eine  Cknrade  g  beschreibt,  das  Erzeugniss  eines 
inTolotoriscben  StraUbflschels  mit  einem  za  ihm  perspectivischen 
Strahlbflschel  I.  Qrdnnng,  welches  bei  aUgemeiner  Lage  der  Gebilde 
eine  Car?e  m.  Ordnnng  ist,  die  durch  die  Echpankte  des  angenomme- 
nen Vierecks  geht 

Benutzt  mau  die  früheren  Bezcichuuugni.  so  ist  ersichtlich,  dass 
die  Puukte  EE^^  bei  Aendernng  des  E  KtT^olsdinittos  aus  G  durch 
ein  involiitorischcs  Strablbüsciiel ,  E"E"  Punkt*'  aus  6'q  darch  ein 
einlaches  iSüahll^fisebel  projicirt  werden;  die  Spuren  E^  des  letzteren 
Büschels  auf  7  siml  aber  nach  (3)  und  (6)  projectivisch  entsprecheod 
mit  der  involutüriscli  n  I'  niktreihe  EE^  . . daher  auch  beide  Büschel 
projectivisch  sind.  Nach  (6)  schneiden  GE,  GE^  Gerade  den  Strahl 
GnE"E^'  iu  den  Punkten  E^\  daher  ist  das  Erzeuguiss  der  er- 
wähnten Büschel  der  geometrische  Ort  der  i'uiikte  E"  oder  . 
Die  Schnittpunkte  des  v(  i  audeilicheu  K  Kegelschnitts  im  Büschel 
(ABCD)  mit  dem  entsprcchi  uden  Strahle  ^/„/v'o  des  zu  ihm  jirr»- 
jectivischeu  Strahlbüschels  ^r'„  erzeugen  dasselbe  (iebilde,  darum 
ist  das  gefundene  iuvolutorische  und  einfache  Strahlbüschel  in  all- 
gemeiner Lage.  Die  Punkte  ABC/)GG^)  liegen  auf  dieser  Curve 
ni.  Ordnnng  und  G  ist  bekanntlich  Doppelpuukt  derselben.  Während 
daher  die  zu  den  E  Pookteu  dor  g  Geraden  conijiigirten  Punkte  B' 
einen  Kegelschnitt  /  beschreiben,  welelier  dor  Creraden  g  nach  der 
Steinei^schen  Verwandtschaft  entspricht  beschreiben  die  Punkte 
eine  Cnrve  UL  Ordnung. 

10.  Dreht  sich  die  Gerade  g  der  Ebene  des  Vierecks  ABCD 
um  einen  fixen  Ü  Punkt  derselben,  so  beschreiben  die  nach  der 
Steiner^Bchen  Verwandtschaft  eutsprechenden  y  ein  mit  dem  8trahl- 
bllschel  JJ  projecUvisches  Kegelschnittbflschel  [y]. 

Meijni  mau  den  /,u  ü  conjugirten  Punkt  bezOalirh  des  Vierecks 
U\  so  u  Ukamitlich  die  den  Strahlen  des  Büschels  ü  nach  der 
SteiuerVrlH  II  Verwandtschaft  eutsprecheudLU  Keg(^lscbnitte  durch  II' 
und  die  Diagünalpunkte  des  Vierecks.  Die  Spurpunkte  des  Büschels 
U  auf  der  Ali  Geraden  sind  projectivisch  /u  den  Schnittpuukten  der- 
selben Geraden  mit  den  entsprechenden  Kegelschuitteu ,  da  je  zwei 
entsprccheado  Punkte  durch      Ii  harmonisch  getrennt  sind. 

11.  Droht  sich  eine  Gerade  g  um  einen  tixcu  U  Punkt  der 
£bene  eines  Vierecks  ABCDy  so  liegen  die  Doppelpunkte  deijenigen 


*)  Daiige.    Cunren  III.  Ordnnng  p.  121. 
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lofohitioiieii,  wolche  durch  die  Spuren  der  Yiereckniten  auf  den 
bewegfidieB  Oemden  erzeugt  «erden,  anf  einer  Cnrve  IIL  Ordnung, 
ifltebe  donsb  die  Eck-  nnd  IKagonalpunkte  dee  Vierecks,  so  wie 
dnck  den  sn  17  conjngirten  ü'  Pnnkt  geht 

Diese  Doppelpunkte  sind  nämlich  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
^  mit  den  eutsprechendrn  Kegelschnitten  y  des  Rüsrhfls  ((''XYZ). 
Gelit  g  durch  den  A  Eckpunkt  des  Vierecks,  so  berührt  g  den  ent- 
sprechenden Kegelschnitt  des  Büschels  in  A ,  welcher  Punkt  daher 
auf  der  Curve  III.  Ordnung  liegt.  Die  Diagonalpnnkte  XYZ  gel>en 
je  einen  Do}>polpunkt  auf  den  Goraden  UX,  VY^  I  Z,  endlich  werden 
C',  ü'  die  Doppdpaakte  der  aut  UW  Geraden  erzeugten  Invola- 
tktAea  sein. 

12.  Drciit  sich  die  Gerade  n  um  einen  U  Punkt,  so  wird  der 
durch  .7  uud  das  Viereck  ABCD  nach  (1)  bestimmte  (i  l'uukL  cmc 
Corvo  III.  Ordnung  beschreiben,  welche  durch  die  Eckpunkte  dos 
Vierecks  uud  den  zu  U  bezüglich  des  U'XYZ  Vierecks  conjugirten 
r"  Puukt,  endlich  durch  die  Diagoualpunkte  des  Ijitzteren  Vierecks 
geht  XYZ  sind,  wie  früher,  Diagonalpunkte  von  ABCD  Viereck« 
i;  17'  sind  conjugirte  Punkte. 

Die  Pole  eines  beliebigen  Stralilcs  gi  im  Büschel  U  bezOgUch 
deigenigen  Kegelschnittbflschels  [y],  welcher  dem  Strablbüschel  U  nach 
der  Steiner'schen  Verwandtschaft  entspricht,  liegen  auf  einem  Kegel- 
schnitt hi.  Ist  n,  die  Polaro  des  Punktes  Z7  bezüglich  jenes  y*  Kegel- 
schnittes im  Büschel  [y],  welcher  der  gi  Geraden  entspricht,  so  wird 
der  Pol  der  Geraden  </,  bezüglich  y.  sowohl  auf  n,  als  auf  ki  liegen 
ond  dahor  eines  der  Schnittpunkte  dieser  Linien  sein.  Dieser  Pol 
ist  aber  der  zrnn  Strahle  (j,  des  Hüsrhels  r'f»ehf>rii:pr  l^iinkt 
Af-uderaug  der  Strahlen  im  Büschel  T',  beschn  ili  ,  uiaen  Kegel- 
schttittbtiscbel  [k\  dessen  Grundi)unkte  die  Diagoualpunkte  des  Vier- 
ecks U'XYZ  und  der  zu  II  bezüglich  dieses  Vierecks  conjugirte  LT" 
Punkt  ist;  ebenso  beschreibt  //.  ein  Strahlbüschel  mit  dem  Mittel- 
pünkt  U" .  Beide  Büschel  sind  projectivisch  zu  dem  Büschel  f/, 
daher  isl  tier  geometrische  Ort  der  Punkte  (i  das  Erzen«rniss  der 
B&schel  [Jb]  und  ü"  d.  h.  ein  (  urve  III.  Ordnung.  NacluU m  hier 
der  Mittelpunkt  11"  des  Strahlbüschels  zugleich  Grundpunkt  des 
legelschuitthii^^  hels  ist,  wird  Ü"  ein  Doppelpunkt  der  (.'urve  sein. 
Geht  der  \erauderUche  Strahl  gi  des  Buscheis  ti  durch  den  Eck- 
punkt A  des  Vierecks  ABCD,  se  berührt  g»  den  ihm  entsprechenden 
K^lscbnitt  des  Büschels  [yj  im  Punkte  ^1;  A  ist  daher  als  Pol 
dieses  Strahles  ein  Punkt  der  Cnrve  UI.  Ordnung,  und  ebenso  die 
ftbrigen  Eckpunkte  des  Vierecks.  Die  Mittelpunkte  der  degencrirten 
Kegelschnitte  im  Büschel  [k]  sind  auch  Pule  der  entsprechenden 
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Strahlen  im  Hüschcl  IJ,  wtthalb  die  Cnrve  m.  Ordnuog  auch  durch 
die  Diaguuaipuukto  des  Vierecks  U'XYZ  geht 

13.  Die  Polo  oines  Strahlbüschols  I.  Ordnun?  bo/üglich  der 
cntsprechendeü  Elemente  eines  ihm  projectivischen  Kegel schnitt- 
büschols  liofron  auf  einer  Curve  TIT.  Ordnnnp,  welche  durch  die 
Diagoiinliiiuikte  des  dem  Büschel  einbeschricbcnen  Vierecks  und  durch 
den.  >*  ziit/iifii  dieses  Vierecks,  dem  Mittelpankt  des  StrahlbOschelf 
coujagirtea  i^uakt  geht 

Ber  Beweis  dieses  Satzes  ist  in  (12)  gegeben. 
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xm 

Die  AuÜosung  dreigliedriger  Gleichungen 

nach  Gauss. 

Von 

A.  M.  Neil. 


§  1. 

üm  die  reeUen  Wnrzelii  8o]cher  höherer  Gleidiongen  zu  finden, 
idcle  ans  nnr  3  Oliedem  bestehen,  hat  der  nneterUiche  Verfasser 
der  Theoiia  motos  eine  fibemsehend  einfache  Methode  entwickelt, 
bei  welcher  eine  Tafel  der  Ad^tionslogarithmen  2a  benutzen  ist 
ha  m.  Bnehe  der  Ganas'chen  Werke  findet  sich  diese  Methode  nnter 
te  Titel:  Bdtrige  zor  Theorie  der  algebraischen  Gleichongen 
Sdte  35  n.  s.  1  abgeleitet.  Andi  wird  dort  (Seite  96  n.  s.  f.)  ge- 
n^,  wie  die  imaginSien  Warzeln  TerhtitnissniAssig  leicht  bestimmt 
werten  können. 

Da  nuü  diese  Methode  einerseits  nicht  so  bekannt  zu  sein 
Kbeiiit,  wie  sie  es  verdient,  andererseits  die  neuereu  Tafeln  der 
Additionslogarithiiieii  zweckmässiger  augeordnet  sind,  als  die  erste 
'Oü  Gauss  selber  berechütlti  Tafel,  wodurch  auch  das  Vorlabicii  zur 
Lösong  der  bezeichneten  Gleicbungeu  selbst  entsprechend  abzuaudcm 
iit,  so  wollen  wir  uns  hier  nochmals  damit  beschäftigen. 

Die  allgemeine  Form  einer  dreigliedrigen  Gleichung  ist 

in  welcher  e ,  m  nnd  tt  stets  positive  Grössen  sein  sollen;  dabei 
viid  jedersett  vonasgeeetst,  dass  die  Exponenten  m,  n  keinen  gemein* 
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sctaaftllchen  ToUer  haben.  Indem  snnftchst  die  poeitiTen  Wvneln 
aafgcsacht  werden  sollen,  bat  man  folgende  Fälle  sa  nntencheiden: 

Erste  Form, 
durch  /  dividirt,  gibt 


SeUt  man 
80  findet  «ich 
al»o 
und 


-yr-  —  «in»»,     -y  —  COt'd, 


/i*eo««»^ 


Die  beiden  Worte  gleichgesetzt,  gibt 

m  log  tg*6 -|-  « ^ög  8ec»Ö  =  log  i 

Nach  der  sehr  zweckmässigen  Entwicklung,  welche  Witt?tPin 
seiner  fünf-  und  siebenstelligen  Tafel  der  Additionslogarithnieu  ge- 
geben ,  und  welche  jetzt  fast  überall  zu  Grunde  gelegt  wird ,  besteht 
zwischen  dem  Argument  A  und  der  Function  ß  der  Tafel  die  Be- 
ziehung, dass  wenn  ^  =  logo-,  B  =  log(«-|-l)  ist,  also  anch,  wenn 
A  —  \ogtg%  ^     log  sec»6  sein  mnss. 

Hiemach  l&sst  sich  obige  Gleichung  schreiben: 

Durch  einige  Versuchsrechnungeu  erhält  man  gewöhnln  h  solir  schnell, 
wenn  man  ausserdem  noch  die  Regula  laläi  anwendet,  üuu  ginaueru 
Wert  von  A-,  dann  hat  man 

,  log«+^ 
log«  » 

Zweite  Form, 
durch  das  erste  Glied  dividirt,  gibt 


Digitized  by  Google 


IttUt  Du  AmßBnütg  drtigUefiriger  GUkkutigem  naek  Gams$»  313 

6»""" 1 

»  coB*Ö  und  /x-«-«  =  sin^Ö  gesetzt,  so  wird 


In  beiden  Fällen  hat  die  Gleichung  nur  eine  positive  Wurzel. 
Dritte  Form. 


diYidirt 


abo 


^  ^  ..J  _ 

eco%*0 

gmm  «.  «M  Bin 2mA       ^«  s= 

^  C»C08'"6 

8ini^e.C08--6  «=  ^— =  1 
Wird  xnr  Unken  mit  cos^ö  dividirt  uud  mulüpiicin,  au  üudut  sich 

oder 

tg*«e 


»Iii    (m^f^fi)  B  Ä  tg  A. 

•0  bat  man 
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Viorte  Form. 

Diese  GIcieliung  kuuu  uü'eubar  keiuo  positive  Wurzel  babcu. 


§  2. 

Bei  der  dritten  Form  hatten  wir  die  Gieichaog 

Schreiben  wir  statt  dessen  u  =  8in=*"'<9.cos^*'ö,  so  wird  i*  =  0,  so- 
wohl für  =  0,  als  für  ö  ^  iK/^;  daraas  folgt,  dass  n  zwischeu  diesen 
Grenzen  einen  Maximalwert  haben  wird,  der  durch  and  das  za- 
gehörige  6  durch  6^  bezeichnet  werden  soll. 

1^  aii(MGOt9~iitg0) 

Die  Bedingung 

du 

liefert 

daher 

(r;i  -j-  «j»»*» 

FOr  e  «-  450  —  ^9  wird 

_  .  1 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  n  =  w  wäre,  iunde  sich  öj  —  6, 
=  ■ib'^  und      =  Mj. 

Betrachtet  man  die  Bögen  ß  als  Abscisscn  und  die  u  als  Ordi- 
naten  einer  CarTo,  so  berührt  diese  die  0  Axe  an  beiden  Enden. 

Zieht  lu.m  im  Abstände  A  parallel  zur  Abscisseuaxe  die  Gerade 
77",  so  bilden  die  Abscissen  der  Durchschnittspunkte  2\  F'  die 
Lösungen  der  obigen  Gleichung. 

Iflt  A  gleich  dem  Maximalwert  ti, ,  so  hat  die  Oieichimg  (dritte 
Form,  $  1.)  2  gleiche  Wurzeln,  nämlich 
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Wenn  l>>  ts  so  hat  die  Glcichuug  koiuo  positive  Wurzel. 

Dagegen  hat  die  Gleichnng  stets  2  positive  Worzeln,  wenn  ^  <  ^i. 

Man  erkennt ,  dass ,  wenn  m  ^  n  und  k  zwischen  and 
hegji,  beide  Werte  von  $  grösser  sind  als  46<^;  es  liegt  n&mlich 

der  eine  Wert  zwischen  45<*  and  6, ,  also     zwischen  0,0  nnd  log  - 

»  EDdere^       «  „  90«  „  ^,>log~ 

Ist  A<  «„  so  ist  der  ejme  Wert  von  $  <  45<»,  daher     <  0,0 
„  „    „  andere,,    „  ö>ö„     „  -4,>log^ 

Ebenso  zript  sich,  wenn  m<Cn,  dass,  wenn  A  zwischen 
und  ut  liegt,  beide  Werte  von  Ö  <<  450   siii*!  und  zwar  der  eine 
Wert  <C  ^1  •  der  andere  zwischen  0,   und  45*^  liegt.  Ist  iL  •<  »s«  so 
ist  der  eine  Wert  von  0  <C     der  andere  >^  45<>. 

Die  negativen  Wurzeln  der  Gleichung  bestimmt  man  dadurch, 
dass  man  «  «=  —  ^  setzt,  nnd  die  positiven  Wurzeln  der  umgeformten 
Gleichnog  nach  den  oben  gegebenen  Vorschriften  anfsucht. 

S  3. 

Imaginäre  Wurzeln. 
Dividirt»  man  die  Gleichung 

doreh  das  erste  Glied,  so  wird 

1  -f-  c  cos  fx-**  4~  f  cos  <p  »***•-»•  «=»  0 
Wird  eine  imaginäre  Wnrzol  derselben  durch 

X  =  r(cos  9  +  *8ln^) 

beieidmet  nnd  dieser  Wert  eingesetzt,  so  findet  sich: 

-f/r-^-Mcosy.ßinCiw-f»)^]  ^0 

Hieraus  folgt 

«r-»  cos  f  sin         ^     cos  9  8in(m  + 1»)^  =  0 
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Dividirt  man  dio  Gleichung  JC^Q  durch  /cosg>  und  setzt  deo 
obigen  Wert  von  x  ein,  so  wird 

rcos  f  sin  mp 
8iu(fM4~'*)9 

Der  erste  Wert  von  r  zur  nten,  der  andere  smr  Mtoa  Potenz  er- 
hobea,  gibt 

daraus 

i  —  ^     '     •  cosi"»*» '  sin m9<»flin 

Diese  GIcichuüg  ist  iu  Bozirj  auf  q  aufzulösen,  wobei  es  genügt, 
die  zwischen  den  Grenzen  ö  un  1  j  y  liegouden  Werte  von  g  zu  be- 
stimmen, da,  wenn  eine  imagiiuuu  Wurzel  bekannt  ist,  auch  so- 
gleich noch  eine  zweite  angegeben  werden  kann.  Eliminirt  man  aoch 
die  Grösse  aus  den  Werten  fttr  r">  und  r^,  so  Ündet  sich 

smMf 

^«+H  „  /COS  9 


ainiif 


§4. 


Nach  den  AasfübroDgen  des  §  3^  ergeben  sich  folgende  Regeln 
znr  Bestimmang  der  imaginären  Wurzeln  einer  dreigliedrigen  Glei- 
chung: 

Erste  Form. 

In  der  Gl.  Xs^O  des  f  3.  ist  zn  setzen  c  =  0,  9>  =  19ü^,  dadurch 
wird 

1      /         si"("^  +  'Op^*  sinmp 

—  es  I  —  1  1"*  — — — -  — —   r*"  1  "  msa  —  /  

l     ^        sinin^sinii«^*   •  ^  sinii^ 

Zweite  Form. 

Setzt  man  t  —  180^  und  9  ~        «>  wird 

1  _  ,    1)1.  sin(^-f  —  —  / ^'^'^^^P 
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Dritte  Form. 

1      8in(«*4- »)o"'"'"»'  sin  7»p 

—  — ~  •    mMtW        f  — '  ■  , 

Vierte  Form. 

«»»»•  +  «6*+/=0,    €  —  0,    V  — 0 

i ^'"+^^"-  f-»»-/*^ 
A     *     '      sin  m^'*  sin  np*  •  tiiknQ 

h  Ilten  4  FiUen  erliftlt  maii  zu  Jedem  Werte  von  9  die  beiden 
Wnnein 

X  mm  r(coB^±«sinp}. 
16. 

Kodi  ist  za  zeigen,  wie  die  transcendenie  Gleicbang 

8in«»9"*sinn9**  l 

aufgelöst  werdeu  kann.    Wir  setzen  y  an  die  Stelle  von  ^uud  stellen 

tis  die  Anlisabe,  die  enteiirechende  Corvo  zn  conztmiren,  indem  die 
Bügen  f  ab  Abecizsen  betrachtet  werden. 

Fttr  9     0  wird  y  —  8*  Entwicl^eln  wir  die  Sinns  nach  der  Form 

r      «»  ,  ,  ««(6m  — 2)  .  1 
m —  wF^  I       6" ^    I  8^  V  •  •  -J 

iin»»^.8in«^  ^^-g^e*  •••] 

1  — ff*  .  J 


Sinz  «»  « 

80  wird 

sm 

siO; 

sini 
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Setzt  man  hier  ^  »  ü  wad.  beseicliaet  den  entoprechenden  Wert 
vou  ^  durch 

**     I»»' .  w"^ 

Nehmen  wir  ?on 

mn(m'\-n)(^*** 

die  Logarithmen  and  diffeFentüren^  so  wird 

^^tf  [f + «)*cot(m  +     — m*  cot     «—  n*  cot  «p] 

ond  weil 

CO  t  3           ~  ~~  M  S  ~~"  j  c  "«^  •  •  • 

«     3  4Ö 

^^^-t  9  9'  J,;p 

—  m«(mH-«)  1-i  ^ — ' —  ff'  ...  y 

Für  p     0  wird  't  ^      ^i^  Cnrve  schneidet  also  die  Ordi- 

dg 

natenaxe  in  Ii  im  Abstände  AB  »  vom  Anfangspunkte  und  eine 
durch  B  gefQbrte  Parallele  zur  Abadssenaxe  ist  eine  Tangente. 

JC  du 
jf  wird     U  für  p  =      — :  dafür  ist  -r  —  Ü  und  auch  zj-s^O. 
'  .  *^     m-l-»  d9  dp' 

Macht  mau  also  AC  =»  — r-   ,  so  gebt  die  Curve  durch  C\  wo  gleich- 

1»  -f- 

zcitij;  -'IC  Tangente  ist  Zwischen  A  und  6'  lict^t  jedenfalls  ein 
Wendepunkt,  ausserdem  kann  ('  stets  möglicher  Weise  ein  Wende- 
punkt sein.  Um  darabcr  zu  outschoidon,  sind  die  Ordinate»  der 
Nachbarpunktc  von  C  zu  untersuchen.  Nur  dann,  wenn  dieselben 
verschiedene  Vorzeichen  haben,  hat  C  die  bezeichnete  Eigenachalt 
Zu  dem  Zweck  setzen  wir 

also 

•in(m-f  »)p  —  sin[9r-f(m*^n}a}  -«  G08»ain(m-f 
hier  soll  a  einen  sehr  kleinen  Bogen  bedeuten.  Dadurch  wird 
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(—  !)"•+» .  sin  (»w + it)ft*» +»• 


tm  (  - ,  — Hl»«  j   sio  I    ,    4-  »o  I 


Das  Vorzeichen  des  Zählers  entscheidet  aberdas  Tony,  da  dieBdgen 
in  Nenner  kleiner  sind  als  n. 

Wenn  (m-f  n)  eine  gerade  Zahl,  so  ist  y  fOr  positive  und  noga- 
tife  «  stets  positiv. 

Wenn  (m-j-«)  eint;  uugiiale  ZiihI,  so  crliiilt  ?/  vorscljiüdcne  Vor- 
hut hen,  je  nachdem  man  «  positiv  oder  negativ  aiaiuit,  daher  kann 
Qur  lu  ietztcTcm  Falle  C  ein  Wendepunkt  sein. 

Die  Gurre  trifft  noch  an  mehreren  Stellen  mit  der  Absdssenaxe 
aummen;  man  erhftlt  die  betreffenden  Funkte  aas  der  Bedlngang 

Q  •=»  WO  der  ßeihe  nach  ifc  =  1,  =-  2,     3  zu  setzen  ist  Für 

slle  diese  bteüeu  ist  und  ^  0,  daher  findet  jedesmal  eine 
Bertkrong  mit  der  Abscissenaxe  statt,  ausserdem  kOnnen  diese  Pankte 
SQch  Wendepunkte  sein.   Setzt  man  ferner  0  »       =        =  — 

n  271 

...  ond  auch  0  —       —  —        so  wird  für  alle  diese  Werte 

f  «"Qß,  d.  h.  die  dnrefa  diese  Pankte  der  Abscissenaxe  gefflkrton 
Ordinaten  sind  Asymptoten  der  Carve.  Letztere  besteht  (kiber  ans  * 
einer  Beibe  von  Zweigen,  welche  dorcb  Asymptoten  getrennt  sind. 

Wenn  (m+h)  eine  gerade  Zahl,  so  liegen  diese  Zweige  ab- 
wechselnd ober-  und  nntwhalb  der  Abscissenaxe. 

I^t  dagegen  (m-f-«)  angerade,  su  liegen  stets  beide  Teile  eines 
Zweiges  za  verschiedenen  Seiten  der  Abscissenaxe. 

Um  dies  nachzuweisen,  betrachten  wir  zuerst  den  Fall,  dass 
(m-f  n)  eine  gerade  Zahl  ist  Dann  sind  stets  m  and  n  ungerade 
Zskiten,  da  sie  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  Wir  schreiben 
jflCit: 

sin(m4-")p'"+"  •  sinmp.sinnp 
sinm(^'^+^  .8iuM^"+^ 


r  sin(w+n)p*4^     I  . 
[sinmr^i.sinn(»«»Hj  "         '  "«»"^ 


Der  in  [  ]  gesetzte  Factor  ist  stets  positiv,  dab*cr  stimmt  das  Zeichen 
von  y  mit  dem  des  Prodacts  der  beiden  Sinus  aberein. 
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Setzt  mau 

also 

^     1»+»  • 

,  knm    ,  knm       ,   •  «    .  knm 

smmQ  =»  Bin  -    ,  kma.cos     ,  Am'a'.BiD     ,  -  ... 

»»-[-»'  m-j-  n      ■  w  -t~  • 

Den  Zuwachs  a  steUon  wir  uas  so  klein  vor,  dass  nur  die  erste 
Potenz  zu  beachten  ist 

8m«to  =  sm  —  ,  -f-nttcos 
f A  -j-  n  ' 

Bin  mo .  Bin  no  «  Bin  — ,      sin  +  m«  8i 

-|-fl«8iD 

Da  nun  aUgemeiu 


^'71/* 

knn 

Lntn 

u  —-. — 

m-\-  n 

hnvi 

knn 

1  -  -  ,    -  • 

COS      .  — 

so  wird 


sin y. sin y  =  ico8(ar  —  y)  -  ic08(ar-f-y) 
siu  X .  COS  y  =  ^sin(«  —  jr)  +  48in(ar  -|-  y), 


8t  lco.te+leo.        ^  j  -  «.al.  - 

/     Ji  m  —  «V     «»—"II  m— « 

h^2  iS,«— (sin»  — ^1  s — a8in2ff— 1 — 

(3n  m — m  —  n  ,  ^  m — n 
_  ^1  — aslnS»— T— 
2  m-f-n/       m-^n  i»-j-n 


  II 

II 


DaB  zweite  Glied  hat,  da  a  Bebr  klein,  Iceineu  EinfluBB  auf  daa  Vor* 
zeichen  der  & 

Hiernach  dnd  die  Qrdiaaten  der  beiderseitigen  Nacbbarponkte 
Ton  C\  C"  entweder  alle  positiv,  oder  alle  negativ;  ei  kOnnen 
also  hier  keine  Wend^nnkte  vorkommen. 
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Ist  (t»4-»)        allgerade  Zahl,  dann  ist 

eotweder  m  gerade  und  n  ungerade 

oder 

Xehincu  wir  an,  m  sei  gerade,  so  ist  (n-J-l)  gleichfalls  eiue  ge- 
rade Zähl. 

8in(m-j-»)p'"  .sin 
^  **    siu  fw^"» .  siü  np"+ ^ 

Um  über  das  Zeiclu'u  von  y  zu  entscheiden,  braucht  man  nur 
dm  ZaliKr,  den  wir  durch  -^bczeichueo  wollen,  zu  beachten,  da  der 
Xeoner  jedenfalls  positiv  ist 

Ausserdem  lassen  wir  den  Exjtoucutcn  (m u)  weg,  da  er  auf 
(bä  Vorzeicheu  uhuc  EinÜuss  ist.   Setzen  wir  noch 

kn  , 

-=  -  ,     +  <r, 
^      m-\-n  *  ' 

daher 

8ia(i7i =  sin[fcT4~  j  =  cüsA-7tsiii(«t-|-w)«> 

10  wird 

m  +  « 

8in(i»-|~'*)** 

X  ODd  also  iiicli  p  erhalten  entgegengesetzte  Vonsetchea ,  weoii  man 
im  «  eiamal  ^en  positiven,  daa  andere  mal  einen  negativen  Wert 
beilegt,  daher  sind  aUe  in  der  Abadssenaxe  liegenden  Punkte  Wende- 

pQnkto. 

Setzt  man  noch 

80  ist,  auter  der  Yoraufisetzang,  dass  Q,  positiv  ist : 

fftr  positive  «  der.  Wert  von  y  positiv 
„  negative  a   „     „      „  y  negativ. 

Ist  dagegen  Q  negativ,  so  ist  für  positive  u  der  Wert  von  y 
ot-gativ.  und  für  negative  a  der  Wert  von  y  positiv. 


Digitized  by  Google 


322       Neil:  Die  Außöntng  dretgUidrii/er  Gkiehungtn  nodk  Gatu». 

Wäre  n  gerade  und  m  ungerade,  so  dttrftc  man  in  dein  Aasdruck 
für  nor  m  an  die  Stelle  von  n  setzen  und  die  gleichen  Schlüsse 
sieben. 

Zur  Aiiwendung  dieser  Regeln  soll  die  Gestalt  der  Corvc  fttr  den 
Fall  bestimmt  werden,  dass  t»  =  4  und  n  ^  b  sei. 

Für  I;  =  1   wird  Q 

Hat  man  nach  diesen  Andeutungen  die  Cnrve  aufgezeichnet  and 

zieht  im  Abstände  —  ^  eiiu'  rar.illele  zur  Abscisseniixe,  so  sind  die 

Absdssen  der  der  Durchsehuiltspuukte  I\,  7'^,  die  gesuchten 
Werte  des  Bogens  welche  zur  Berccimung  der  imaginären  Wundn 
erforderlich  sind.  In  dem  vorliegenden  Beispiel  wärcu  also  3  Paare 
imaginärer  Wurzeln  vorhanden,  und  da  m+n  =  9  ist,  3  reelle  Wur- 
zeln, llattü  daycgL'U  ^  einen  kleinori'n  Wert  als  t/Q,  so  erhielte  man 
4  Durchschnittspunkte,  folglich  ö  imaginäre  und  nur  eine  reelle. 

Erscheint  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  q  in  der  Form 

sin(m-|- h)p"**^**  1 

sin  7/*p"' .  sin  uq"  k 

80  hat  die  Cnrve  gerade  die  entgegengesetzte  Lage.  Hier  ist  es  au 
einfachsten,  zunächst  das  negative  Zeichen  süsser  acht  zu  lassen  und 

dann  den  Wert  von  \  unterhalb  der  Abscisseuaxc  aufzutragen. 


§  7. 

Uebcrsichtlich  e  Znsainmeusteliung  der  Regeln  zur 
Auflösung  der  dreigliedrigen  Gleichungen. 

Die  folgenden  Vorschriften  zeigen,  wie  die  positiven  und  imagi- 
nären Wurzeln  gefunden  werden.  Um  die  negativen  zu  bestnnmes. 


=r  —  sm 


«  —sin 


sin^^ 


=  sm 


—Bin  +  5a^ 
Bin  (I »  +  5«^ 

in     «  +  5o^ 
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set2t  man  x  ^  und  sacht  von  der  umgeformten  Gleichung  die 
positiven  Wurzeln. 

Werden  <licso  mit  dem  uegativeu  Vorzeichen  veraeheu,  so  sind 
es  Wurzeln  der  ursprUagiicbcn  Gleichung. 


In  dem  Folgenden  ist  immer 

i-  . 

Erste  Form. 

lege  4-^ 
m>il-|-n£  »  loga,    log«— — 

Aus  der  Gleichung 

^  8in(»Ä  +  n)  £>•"+"  1 
^     *  sinm^'".sinM(^"  k 

liad  die  zwischen  U  und  9Ü^  liegenden  Werte  von  q  zu  bestinuueu. 

Siu  nq 

oder 

esinnp 

Letztere  Formel  entscheidet  Uber  das  Vorzeichen  von  r,  wenn 
eine  genule  Zahl. 

X  «=»  r  cos Irsing. 

Zweite  Form. 

^  I      n       III  log/— lOgC  — ^ 

iuI+otB  —  log  A,    logaf  =  —  ~  

Binim+^Og"*^"  ^  1 
^   ^  Binm^'^.sinn^'*  V 

iUrauü  die  Werte  von  ^  zwischen  0  und  90°. 
oder 

^   /siD(7/iH-n)p 

e  sin 

21* 
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Dritte  Form. 

Hier  sind  4  Fäiie  za  untersciioideii: 
1-  1  <1  ^ — '     ,  ,  die  Gleichung  hat  keine  poBiÜ¥e  Wurzel, 

^    1      (m+n)"'+«  ^    ,  ,  . 

i  """  «"•.«ii"  '  »      w  2  gleiche  „  Wnrzelii, 

nämlich 
oder 

3.  j  >    ^  ^    und  nicht  grösser  als  2«1^",  2  positive 

Wurzeln 

or)  f«  ]>  n  i  -4^  >>  0,0  und  <C  log  - 

/5)    »i»<n;    ^,  <log^ 

m 

lüg      und   <.  0,0 

4.  I  >  2*"^    2  positive  Wurzeln. 

^  -  (ni+n)B  -  log    log«  - 

o)    i»>n,  ^4<0,0 

>  log^ 

^)    in  <  «,  log  - 

n 

sin  m^"« .  sin«(**  X* 
daiw»  die  Werte  von  q  swiidien  0  uul  90^* 
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s  s  r  OOS  9  d:M'S>n  9- 

Vierte  Form. 


Diese  Gleichiing  hat  keine  positive  Wurzel. 

^     '       8in(»»p"'.siü/(p«  A 
tons  die  Werte  von  ^  zwischen  0  nnd  90^. 

oder 

_  _  /sin(»4-ii)» 

MM»  7  *  ./  1^^^— 

«sinMf 


§  8. 

Zur  Erläntenmg  der  VorBchrÜten  des  §  7.  soUen  sftmmtliGhe 
Wnneln  der  folfonden  CHeiehnng  bestimmt  werden. 

a;'-i-2ik*  — 480  —  0        (Erste  Form) 

t«*S8,  /=48(H  m»4,  «-3      log A  -  7» 913 6175 

4^+3Bsr  7,  913  6175. 

Um  diese  Gleichung  ao^tildsea,  beginnt  man  die  Arbeit  am 

zwcckmässigsten  mittelst  einer  dreistelUgen  Tafel  der  Additions- 
loiuiUnnen'*) 

A  B      4^  +  3/^ 

9.4  0.097  7.891 

9.5  0.119  8.375 

Der  Wert  von  A  liegt  hiernach  zwischen  9.4  ...  9.5,  man  kann  ihn 
durch  Anwendung  der  regnla  falsi  bestimmen.  Nach  derselben  ist 

•)  Der  Vcrfa&Bcr  kann  hier  »eine  Tafel  der  iüufstcUigen  Logiirithmcn  der 
Zaklen  etc.  empfehlen,  die  in  Darmstadt  im  Verlag  von  A.  Bergstr&sscr  188S 
«nÜMMii  Sdta  M  «ind  die  AdcHtfomkgaiühiMii  wi  %  DedmaloQ  und 
Seil»  ts  Wb  es  auf  S  Deeiaute  aiig«geben* 
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V— 9,4  :  8^76—  7,891  -  il-9,4  :  7,914—7,891 
0,l:(^464-il— 9,4:0,Q2a 

0  023 

^-9,4+0,1.-;^  -9.4048 

Wendet  mau  jetzt  eiue  t'üufstelligo  Tafel  der  Additiuuälogarithincu 
au,  äu  ist 

A        B  4il+3B 

9.404  0.09813  7.91089  )  ^  o^a^^ao 

9.406  0.09838  7.91499  J  «^^"^  ^  ^  ^'^^^ 

Wird  A  noch  gemuier  variangt,  bo  wende  man  die  aabensteUige 
Tafel  von  Wittstein*)  an.  Dorch  diese  hat  man 

A  B  4ii+3B 

9.4047  0.098  2705  7.913  6115 
9.4018      0.098  2907         7.914  0721 

Nach  der  Begola  fUai  eihftlt  man  darana 

^  =  9.404  7013 
+log«- 1.447  1680 

1  m^i  8Ä11  Slog«,  -  0.861  8593 

-  1*9-^^  ÖÖ^l  log«r,  -  0. 983  9631 

Um  die  negativen  Wurzeln  zn  erhalten,  setzen  idr  s  —  —  y  und 
bekommen 

— 28y«+ 480  —  0  (Dritte  Form) 

«  ==,  28,  /•  «  4ÖÜ,   trt     4,   n  =  3; 

^'•=4C3"»"^^T^""^^^»^^^'   ^=122,006  ,    2'"f--2'  =  128. 

Hier  sind  also  die  Yorachriften  Nro.  3,  o)  der  dritten  Form  auzn- 
wenden. 

log  -  -  0,12494. 

Daher 

0,126  nnd  0,126 


Sitbenttellige  Qftott'fche  Logarithineo  von  Dr.  Tb.  Wittateia.  Hmnover. 
HthB^idie  Holbnehhiuidliiiig.  1866. 
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Durch  stufenweise  Anwendung  der  drei-,  tuiil-  und  sicbcnstclligeu 
Tafein  der  Additionslogarithnion  crLält  man  uütor  ZoiiUU'euabmo  dor 
Bcgala  ialsi  die  geoaimtea  Werte: 

«=-  0.052  9417  ^  —  0. 197  5072 

iogy  =2.681  2412  logr=  2.681  2412 

71ogyi  «27734  1829  71ogyt  =  2,0787  484 

logy,  =  0,390  5i)7G,       =  —     =        2,458  0890, 

logy,  —  0.411  2498,       —  —     =-  —  2,577  8036 

Um  die  imaginären  Wurzeln  zu  erhalten,  ist  znnAchst  folgende 
Oleichang  anfisnlfieen 

,  4"* «122.00638 

Um  die  Gleichnog 

sin 

^  8in4ß^sin3p^ 
ttftcb  den  Andentangen  der  §§  6.  nnd  7.  zu  constniiren  *),  so  wird 

y  -  0   für   Q  =  25f <>,  =  51  fo   und   =  77i» 
j,=OD   „     ^  =  450,    -60«     „  =90« 

Hieruac  h  bestimmen  sich  die  Berahmngspnnkte  in  der  Absciflsen- 
axe  und  die  Asymptoten.  Femer  ist  yo  =  11^-1*7.  Die  Gritese  Q 
des  §  7-  wird  hier 

Q     cosÄ;» .  sin  ( -y-  +  3a  j 

«.  —  8in(f »+  3ä)  ;    0^  -  siuCf« + 3«) ; 
Oj  —     sin(^7c  +  3a)  —  8in(?7r+3a) 
Dtaach  erfaiüt  man  die  einzelnen  Teile  der  Corve. 

Ben  DarchsclinittBpankten  F  nnd  P'  mit  der  im  Abstand  j  zur 


*)  SebstrerstäTidlich  ist  es  nicht  notwendi;^,  dio  Curve  zu  construiren, 
sondern  es  j-'^nü^t  voUftändig,  sich  eine  ükii/x  zu  entwerfen,  inacm  man  auf 
thw  Gerade,  dem  Augcamaaske  nach  9  gleiche  Teile  aufträgt  and  mit  0,  10, 

SO  ...  90  beüffert.   Die  Dtmeniioneii  j  Itönnen  nach  einem  ganz  will-. 

kfirlichem  MaaBM  beMimmi  werden,  oder  man  hat  dgeotlich  nur  daraof  sa 

aditcn,  ob  \  grösser  oder  kleiner  ist  als  jr»* 
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Abscisscnaxe  parallel  gezogenen  Geraden  entepteclieii  als  Abecufeii 
beU&afig  die  Werte  ö8<)  and  87^ 

Man  iiinimt  zuerst  q  —  f)S^  imd  brrcclmot  »/ ,  wob  i  mkim  mit 
dreistelligen  *)  Logarithmen  deu  Anfang  macht.  Durch  mehrere  Ver- 
suche erhält  man  leicht  2  Greuzeu,  zwisclien  welchen  der  riclitige 
Wert  von  p  liegt.  Durch  Anwendung  der  Regula  falsi  und  durch 
sfnfenwcisen  ücbergang  zu  fünf-  und  siebenstelligen  l.oganlhuieu  er- 
halt man  meist  sehr  schueil  den  genauen  Wert  von  ^.  So  tindet 
man  z.  B.  luer 

der  dr^teOigen  Tafel  ^  —  bl^  41' 


ftnf 

sieben 


11 


11 


also  wird 


log(—/)<- 2.681  2413» 
logsinm^  —  9.889  1436^ 

3.570  8837 
log8in»f -9.060  6477 

7  log  r  =  3.489  7360 
log  r  »0498  6887 


Q  «  57»  41'  41,5" 

p  =  570  41  41,366 


Jogco«e»  9.737  8898 
log  r  — 0.498  5337 
logsinps  9.926  9664 


logreose  «=  0.236  4335 
logrflin  ^  -i  0.425  5001 


1 ->  1.684  3159     2.663  7908» 

Fttr  das  letzte  Worxelpaar  findet  sich 

Q  -  86«'  19'  13  342",  logr  -  O^d'J  1866» 


«I 


I  —  —  0.127  8113  + 1.987  4234i: 


§9. 

Als  zwei  tos  Beispiel  soll  eine  Gleichung  von  geradem  Grade  auf- 
geldst  werden. 

— 16«— 12  «-  0  (Z  wdte  Form) 


*)  Die  eben  aofeffthite  Satelßg«  Logaritlitteiitafet  dw  VwUmen  emliilt 

S«iUi  85  die  Lo^^arithmen  der  trigonomatrisehen  f  nnetionea  tmi  9 
Iftr  jeden  Qrmd  des  Quadnatea. 
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e-16  /=12,   TO«1,   «  =  3-,  log^  «  Ö.421  063Ö 

log  ^  =  1.578  9862. 

3il+B*-8.4S10888. 

Man  findet  fttr  A  der  Reihe  nach  die  Werte  9.438;  9.i3857 
nnd  endlich 

A  =  9,436  6725 

and  mit  diesem  Wert 

flf,  =s=  2.732  0508. 
Die  Gleichung  hat  auch  eine  negaÜTe  Wnrzel;  dafür  ist 

16^^  —  12  «  0   (Erste  Furm; 
i[+3B-.8.421/)6da 

Man  erh&lt 

A  —  ^  =  8.389  5ü 

und  endlich 

^»8.889  6085;      =  —  y  =  —  a732  0608. 

Zar  BestimmnDg  der  inuiginären  Wurzeln  ist  zunächst  folgende 
Gleichung  ao&ulOsen: 

sin  4  p*  ^ 
sin^sm3^^ 

Wir  setzen 

flin4^* 

^  ^  sin  ß  sin  3^ ' 

«sd  haben 

y-0  für  p-45<»  und  ^90^ 

Wegen  des  negativen  Vorzeichens  trägt  man  hier  ^  abwärts 
aaf  und  sieht,  dasB  der  Wert  von  q  zwischen  60^  und  70^  liegt 

Wir  begioucu  dio  Rechnung  mit  dem  Werte  65^  und  tiliaiteu 
für  Q  stufenweise  die  Werte  65<^  54';  65^  54  ,  1642"  nnd  endlich 

p  .  65<>  54'  18.569" 

»      »9  -  Idr  42'  55.707",  41ogr     1.556  3021. 

Die  Farmel 

/"sin  4p 

ttgt  uns,  dasB  r  negativ  ist,  daher 

logr  =  0.389  0755» 


«4) 


—  0.999  99954  +  2.236  06598i. 
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§  10. 

Zum  Scblusae  soll  noch  die  Gleidiniig 

12-0 

aafgelöBt  wordOD.  Hier  setzt  man    =  «  und  erhält 

x»  + 345^—12  =  0    (Erste  Form) 

«»345,  /=12,  fi«2,  log il  =  4.544  9052— 10 

1=  4.544  9052—10, 

darans 

X  =  4.544  9022  — 10 
logic,  8,541  3607  \       =  0.Ü34  7öi>49 

Dir  (ilt  icliuug  hat  uur  diese  eine  vvclic  Wurzel.  Zur  Bostinmiaiig 
der  beidcu  imagiuären  Worzeln  dieneu  die  Glcichungea: 

Wir  setzen  wieder 

 siu^3p3_  _     _  27  _ 

^  "  Binp8in2p2'        "  2»  -  4  -  ^ 

!•  ur  p  =  60"  wird  y  =  0  uud  lür  g  =  90*^  wird  y  •=  a. 
Da  y  =»  —  ^,  so  ist  ^  abwärts  aufzutragen. 

Wegen  des  sehr  grossen  Wertes  von  ^  kann  g  nur  wenig  kleiner 
sein  als  90'^*,  in  der  Tat  findet  sich 

9  «•  89»  56'  46.871". 

Damit  erhält  man 

logr     1M6  y096«. 
Die  imagliiären  Wurzeln  sind 

—0.017  3913 :{:  19.360  1786*. 
Nnn  sind  noch  die  Gleichungen 

3^  =  «I  und     —  r(cos  (f  i  «sin  n) 

aufzulöseu. 

Schreibt  man 

V;r,  .  yi, 

80  ist  bekanntlich: 
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r      24«  ,  .  .  2kn']  » 

Man  setzt  der  Keibo  nach  il-  «  0,  X;  »  1,  i(;  «•  2  uud  findet 

3 

z.>  =  (COS  rj<V>-f  isinl2(J%  =  -  (cüs60*' — /siu  60% 
«5  =  (008  240^4- *8m24ü0)a^  =  —  (co860^+»8m6ü>j 

ij  —  0.326  4276        ~-  |  0.163  2138  ±Ü.2Ö26  Ü46* 

Die  andere  Gloichaug  f&r     gibt  zunächst: 

z  =  (cos  ig  X  »sin  ig)  v'r. 

Hier  sind  die  bdden  Fflllo  zu  nnterBcheidon,  ob  r  positiv  oder  no- 
gstiv  ist. 

I.  I*  sei  positiv. 

yr  —  yr.yi  lcos-j-  +  »sm-y  j 

—   cos  ^  iBin  ^   yr 

In  diesem  Ansdmck  braucht  mau  nur  das  eine  Yorzcidien  vor 
dem  Q  beizubehalten,  da,  wenn  eine  Gleichung  die  Wurzel  a-\-bi 
hat)  ihr  anch  noch  die  andere  a—bi  zukommt 

Hiernach  kann  der  Wert  f&r  «  in  folgender  Weise  geschrieben 
woden: 


- 


COS  — ^ —  X  <  sin  — g 


Seist  man  anch  hier  h^O,  =  1 ,  X; »  2,  so  erhält  man  die  6 
ftbrigen  Wurzeln  der  gegebenen  Oleichnng. 

n.  r  sei  negativ;  dann  ist  (^r)  eine  positive  Grösse 

yr  =  y— r .  y— 1  =  y— r  cos— g*—  »  +»8m  -3^- 
*  —  V— r  cos    jj—  TS  4- 1  Sin  —3        L<^o8  Ig ± »sin  Je] 
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oder 


lo  dem  Beispiel  dieses  Paragraphen  ist  r  negativ,  daker 


—  -  [coBjp±»8inie]  y  ~r 

Werden  die  Zalilenwerte  in  diese  Ansdrücke  eingesetzt,  n  uulich 
-  29^58' 55.624",   60I»+Jp  -  89»  58' 55-624";    W-J^  - 

300  1'  4.376"  und  logV-r  -  0,422  9699,  so  finden  sieh  die  «bngeii 
6  Wurzeln  der  Gleichung  «»+34Ö2«— 12  —  0  wie  folgt: 


I  -[co8(i80<»+i^)±»8iD(i80o+i9)]y:_^ 


0.000  8265  ±2.648  3166t 
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xvin. 

Miscellen. 


1. 

.  Ifaw  TerallgemelBttaiig  der  8ltM  tOB  Fue«l  fwi  Briaaehon 
und  dM  PiroUeni  toh  CbsUIIob. 

Wir  können  den  Satz  von  Pascal  auf  folgende  Art  aussprechen. 
Schneiden  sich  in  einem,  eiaem  Kegelschnitt  einbeschriebenen  Sech- 
eek  die  erste  und  vierte  und  zweite  und  fünfte  Seite  in  festen  Pank- 
tm,  so  liegt  der  Schnittpunkt  der  3.  und  6.  Seite  auf  einer  festen 
geraden  Linie,  der  Verbindungslinie  der  beiden  festen  Punkte.  Dieser 
Siti  mm  Iftsst  folgende  YeraUgemeinening  zn. 

Schneiden  sich  iu  einem,  einem  Kegelschnitt  einbeschriebenen 
2» eck  Ii  —  1  Paare  von  Gegenseiten  in  festen  Punkten,  so  liegt  der 
Schnittpunkt  des  nten  Paares  von  Gegenseiten  auf  einer  festen  ge- 
ndea  Linie. 

Unter  Qegenaeile  verstehen  wir  zwei  Seiten,  welche  in  ihrer 
Bdheofolge  nm  die  Zah  «  verschieden  sind,  also  z.  B.  die  1.  und 
Seite. 

Wir  wollen  nun  diesen  Satz  für  einen  specielleu  i'  all,  nämlich 
für  n  =  4  beweisen,  und  wir  werden  sehen,  dass  der  Beweis  für  den 
afl^emoinen  Fall  vollständig  gleich  bleiben  wird.  Sind  3/,  .V.  O  drei 
feste  Punkte,  und  wir  legen  durch  diese  Punkte  beliebige  dem  Kef^^el- 
schnitt  einbeschriebenen  Achtecke  derart,  dass  die  1.  und  5.  Seite 
durch  3f,  die  2.  nnd  6.  durch  N  nnd  die  3.  und  7.  durch  O  gehen, 
90  erlialtcii  wir  auf  dem  Kegelschnitt  8  proj.  Punktreihen  Ay  C, 
A        ö  und  Ä  ' 
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Wir  kfMüicn  liif'^hci  di<'  Puukto  A  niif]  /;  beliebig'  walileu,  wollen 
aber  zuiiaclist  annehmen,  tiass  Punkt  und  somit  aueh  die  Puukte 
/;  6\  //  lest  seien.  Wir  erhalten  nun  als  Ort  des  Punktes  P  den 
Ort  der  Schnittpunkte  der  entsprecbciulen  Strahlen  dir  IJüschel  // 
A  ...  und  F..  f>  .  .  In  diesen  beiden  IJüsibcln  entspricht  aber 
wie  wir  sofort  tiudt  u  der  Strahl  J/E  sich  selbst,  d.  h.  die  beiden 
Büschel  sind  perspectiv  iseh ,  d.  h.  der  Ort  von  /*  ist  eine  gerade 
Linie  xt/.  Um  zu  zeigen,  dass  nun  die  Linie  xi/  wirklich  eine  feste 
gerade  Linie  ist  die  von  der  Lage  der  Punkte  A',  F,  ^r,  11  uuab- 
hän-iii?  ist,  lassen  wir  «kii  Punkt  A  mit  einem  der  Schnittpunkt«  x 
oder  1/  der  geraden  Linie  mit  dem  Kegelschnitt  zusaramenfalleu. 
l'ällt  .1  etwa  iiai  ii  so  linden  wir,  dass  ICD  durch  .1.  also  durch  a: 
gehen  niuss.  d.  h.  die  Punkte  x  uud  y  hind  /.wei  Ecken  der  durch 
diu  l'unkic  J/,  N  und  O  bestimmten  Dreiecke  des  Castillon'scheu 
Problems,  also  von  den  festen  Punkten  des  Achtecks  unabhängig. 

Aus  dem  gauzen  Gang  des  Beweises  geht  aber  offen  hervor,  das8 
der  Satz  für  jedes  boUcbigo  einem  Kegelschnitt  eiubeschriebeue  2n- 
eck  giltig  ist,  und  dass  irgend  zwei  Lagen  der  2« ecke  zwei  Punkte 
J'  liefern,  und  das.s  die  Verbindungslinie  dieser  Puukte  zwei  Eck^^ 
punkte  des  Castiilou'scheu  Vielecks  durch  die  m  — 1  Puukte  liefert. 

Dcbneu  wir  diese  Sätze  saf  die  Sätze  von  Briftnchou  aus ,  so 
finden  wir  ganz  analog  eine  Constmction  des  oBtsprechendeD  Tan- 
genten «ecks  eines  Kegelschnitts.  Der  Satz,  der  sich  in  diesem  Falle 
ergibt,  lautet,  wenn  wir  mit  Hauptdiagonalen  die  Yerbindungslioien 
der  1.  und  n-j-lten,  2.  and  n+2teu  u.  s.  w.  £cke  des  2n8eit8  ver- 
stehen. 

Sind  in  einem  Tangenten  ^/^seit  eines  Kegelschnitts  n — 1  Haupt* 
taugtiutcu  lest,  so  geht  die  nte  durch  einen  festen  Punkt 

Weingarten,  (Württ.)  im  Oct.  1883. 

B.  Sporer. 


2. 

Ueber  «Ue  Lage       Sebwerpttiikts  tn  Tlereek. 

• 

Der  Beweis  des  im  G5  ten  Bande  pag.  445  von  mir  aufgestellten 
Satzes  ttber  die  Lage  des  Schwerpunkts  im  Viereck  hat  die  Ent- 
Wickelungen  des  Ilerrn  NOggerath  in  demselben  Bande  pag.  218  zur 
Grundlage;  im  2 ten  Hefte  des  13 ten  Jahrgangs  von  Uoffraaun's Zeit- 
schrift für  math.  und  naturw.  Unterricht  habe  ich  einen  elementaren 
synthetischen  Beweis  desselben  Satzes  gegeben;  andere  elementare 
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Beweise  von  Anderen  finden  sich  eben  dort.  Im  Folgenden  soll  der 
Satz  analytisch  mit  Anwendung  trimetrisolicr  Liniencoonliiiaten .  die 
zu  diesem  Zwecke  gaius  besonders  geeignet  sind,  entwickelt  werden. 

Wenn  |j  =  0,  1^=  0,  |^  «  0,  f  ^  0  die  GleichuDgen  der  vier 
Eckpnukte  eines  gewöhnlichen  ebenen  Vierecks  sind,  so  lassen  sieb 
kküntlicb  immer  vier  Grössen  «j,  a^,  a^,  so  bestimmen,  dass  die 
Ideotittlen 

1)  «i5i+«i£«+«^ls+«4l*sO  and 

2)  «t^Ofi-ttB^at         =  0  bestehen. 

Die  Gleir!iiin„'  des  Srlniitt])uukt8  der  Diagonalen  findet 
BUH,  iDflein  nuiti  Aij-f  /i-;;         +  0  oder  AI,  —  + 

U  setzt,  was  mit  1)  vergliclien  giebt:  k  =»  o^,  fi  =  —  «^^Sf  ^ 
^  =  —  04}  daher  ist  die  gesuchte  Gleichung: 

P  ( rucr  ist  die  Gleichung  des  Mittelpunkts  von  12:  ^1  +  ^2  =  0, 
die  dt'i  Mittelpunkts  von  'M:  1,4- =0:  ein  Punkt,  der  auf  der 
Verbiüdungsliiiic  beider  liegt,  hat  zur  Gleichung: 

Fhen«A  hat  ein  Punkt,  der  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
von  2a  und  41  liegt,  die  Gleichung: 

Sollen  beide  Punkte  identisch  sei,  so  muss 

sein,  was  geschieht,  wvmi  man  k  kj  =  —  jn,  annimmt.  Die 
Gleichung  des  Punktes,  in  welchem  sich  die  Verbindungslinien  der 
Miltelpookte  je  zweier  Gegenseiten  schneiden,  ist  demnach : 

Die  Gleichungen  der  Schwerpunkte  der  Dreiecke  123  und  341 
sind  bezQglicb; 

*^-f  1^+^3=0  und  f3+^%+*S=0, 

ebenso  die  Dreiecke  412  und  234  bezttgUch: 

54  +  ;i+^^-=0  nnd   ,^+,^3  +  $, -0. 

Die  Verbindungslinie  der  zwei  ersten  Punkte  schneidet  die  Ver- 
bindungslinie der  zwei  letzten  Punkte  im  SchwcTpunktc  des  Vierecks; 
daher  hat  die  Gleichung  des  letzteren  die  Formen: 
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wonoB 

folgt  Dies  mit  1)  verglichen^  crgiebt  die  Bedinguugsgleichongen : 

deren  Addition  mit  Benutzung  von  2)  die  Hülfsglcicbung 

liefert.  In  Folge  dessen  geben  die  BcdinguugsgleiGhuugeu  uocii  der 
Reihe: 

«II  A|  ■=  —  «f»  I*  —  «ai   ^  =  —  «4» 
ond  die  Gleidiung  des  Schwerpmikts  ist  demnach : 

oder  in  anderer  Form: 

(«1  -f  «»)  (Si  + 1«  +  S  3  +  Ii)  —  («1  ?i  +  «s^a) 

S-l(«i  +  «4)tfl  +  fa-|-^  +  54)-(«lfe  +  «4WI  -0 

worans  sofort  folgt,  dass  der  Schnittponlct  der  Diagonalen 
Dy  der  Schnittpunkt  Jf  der  die  Gegenseiten  lialtiiren* 
den  Geraden  und  der  Schwerpnnlct  Sin  gerader  Linie 
liegen.  Weil  aber  Identisch 

«1  +  «« 

ist,  80  rauss       :  SM  =»4:1  oder  UM :  AfD  =  1:3  sein. 
Bensbeira,  11.  Joli  IdSi. 

Dr.  Stoll>  Gymnasiallehrer. 
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XIX. 


Elliptische  Integralfunctionen 

und  ihre  geometrische,  analHische  und 
dynamische  Bedeutung. 

Von 

Emil  Oekinghaus. 


Aus  der  l^iitiirsuthunij  über  di«*  Kigüiischaften  der  aiialytischeu 
Fanctioneu  der  Kesultautiju  zwischen  den  biquadratisrhcn  Gleichun;^'eii 
üü  l  ihrer  Differcutialquotienten  sind  die  vorliogciKU  n  Kntwirkolmigon 
henorgegaTi'^'en  Die  genauere  Durchsicht  dieser  rumlioiu  u  führte 
aal  eine  Gruppe  von  Gleichungen,  aus  wc!c!ien  f^irh  die  Kuler'sclien 
Identitäteu  und  damit  in  Folge  einer  l'riiiislnnnation  eine  K(;ilie  von 
Diffprentialformclu  und  integraigkicliiuigen  crguben.  »hTen  Anwendung 
auf  (iL'oiiictrie  fast  ausnahmslos  auf  t  llii)ti3chc  Integrale  und  Func- 
tionen fahrte.  Ans  iliesem  (Trniide  liubeu  wir  die  anfti"etondeu  For- 
meu  elliptische  iutegi.ilfiiactioneu  genannt,  indem  wir  diesolbeu  auf 
den  Kreis,  die  Lemniskate  und  Ellipse  anwaudten,  resnltirte  eine 
Menge  intercssautcr  Sätze  über  Kcctiticationsver!ijlltni«se,  harmonische 
ond  andere  geoFuctrische  Bezieiiuiigen  dieser  (Jurven ,  welche  noch  in 
Foljjc  einer  dynamischen  Einkleidung  eine  bemerkenswerte  mecha- 
nische Bedentnng  so  z.  Ü.  in  der  Theorie  der  elastischen  Curvc  von 
J.  Beruouili,  in  der  Pcndelbewegung  etc.  gewannen.  Ueberhaupt  Hessen 
sich  diejcnigcu  mechanischen  Probleme,  deren  Lösung  von  der  Inte- 
gration einer  elliptischen  Dilfcnmtialglcichung  abhängt,  zwangslos  in 
den  Bereich  dieser  Functionen  ziehen.  Aus  diesem  Gesichtspunkte 
babeD  wir  ebenfalls  bestimmte  Curveu  3.  und  4.  Grades  bctracktet 
nod  «user  ihren  harmonischen  Eigenschaften  besonders  ihren  geo- 
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nelmcli  dynamischen  Zusammonhang  mit  dem  Problem  der  fiew^gaeg 
eines  schweren  Panktes  in  Kagel  nnd  Kreis  muibgewieeeii. 

In  allgemeinster  an  die  Eigenschafteu  der  Kegelschnitte  sich  an- 
schliessender Betrachtung  siiui  femer  reiu  analytische,  von  geometri- 
schen Rücksichten  freie  lutegralfunctioaeü  der  1.,  2.  und  3.  Art  auf- 
gestellt worden,  welche  fftr  biquadratische  und  kubische  Gleichungen 
sofort  diejenigen  Functionen  zur  Verfügung  stellen,  deren  mau  zum 
Zwecke  einer  Untersuchung  einer  der  oben  genannten  Corven  bedarf. 
Da  drei  von  einander  unabhängige  Functionen  dieser  Art  entwickelt 
werden  konnten,  so  war  die  Folge  ihrer  Anwendung  eine  nicht  ge- 
ringe Erweiterang  der  Eigenschaften  namentlich  der  Lemniskate,  des 
KrelBes  imd  der  Kegelschnitte,  wdch*  letztere  in  Ihren  mannigftdieii 
Beziehnngen  zu  den  3  Fftllen  der  Bewegung  eines  Punktes  im  verti- 
kalen Kreis  sowie  auch  für  die  Centndbewegnng  eine  erhöhte  Be- 
dentuug  gewannen. 

Auch  bezüglich  der  Additionstheoreme  fttr  2  und  3  elliptische 
Integrale  wird  mau  manches  Neue  finden,  wie  auch  zum  Schluss  der 
Abhandlung  ein  Versuch,  die  eingeführten  Functionen  zur  AutiOsuiig 
der  Gleichungen  3.  und  i.  Grades  m  benutzen  wenigstens  ein  theo- 
retisches luteresso  beaaspmcbon  durfte. 

Erster  Teil. 
$  1. 

Aaalytisehe  Entwiekeluigei« 

Die  aas  der  Verhindnng  der  biqoadratischen  Oleichang  und  ihres 
Düferentialqndtienten  hervorgehenden  analytischen  Gleichungen  und 
Integrale  werden  die  Basis  bilden  für  die  nachstehenden  Entwiche- 
Inngen,  fttr  welche  demnach  die  Cnrre 

and  deren  derivirte 

2)  tg T  =s  4«»—  8«8« -I- 2Ä(f — c  —  («I  —        —  «^(«1  —»4) 

nebst  andern  verwandten  Formen  zu  Grunde  gelegt  werden  sollen. 
Wird  ans  beiden  Gleichnagen  «  eliminirt,  so  ist  die  Besalfanla 
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oder  abgekOrzt 

wm  das  Absolntglied  die  DiscriminaDte  dor  biquadratischen  01ei- 
ebmig  ist 

£lijniiur6u  wir  fnrner  aus  1)  uod 

dx  r 

die  Uobekauute     so  erhält  man 

oder  abgokOrzt 

Aof  diesem  Wege  fortüahrend  findet  maii 

/dd\*         /dJ\^         /dd\*         /Bd\  , 


7) 


D*-i!)'^"(l)'-"<D 


22» 
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Die  gegebene  Darstellung  hat  ans  also  auf  die  Kulcr'scfaen  Id6D> 
tiUkteii  geführt,  denn  es  resultiren  aus  3)— 7)  die  5  Formen 

8^ 

&S|    dxj  dvg 

c)  a^+a^^^a^+a^ 
ax,  axj  a^ji  ax^ 

dxi    l^f  dcji 

Xj*    ,    X«*         Xg*  X4* 

e)  a^+az/+ajf  +  a^'"*» 

18«%  ax4 

wdehen  aicb  noch  die  folgenden 

f)  a^  ^  a^      a^      a^/  i 
"^^ar,  '^*s^4 

g)  .Bd^  .BJ^  ,dj^  'dd 

anschliesseu. 

Diese  Formeln  sind  allgemein  gOUig  für  Gleichungen  nten  Grades. 
Indem  Mir  uns  hier  auf  den  4.  und  3.  Grad  beschränken,  wollen  wir 
zeigeu,  dass  die  dacays  abgeloitcton  Integrale  |Ür  die  Geovetrie  von 
BedeutoQg  sind. 

Liegt  nimlich  eine  geoiDetrii8]i«aiial7tifldie  Gleicbung  4.  Grades 
vor,  worin  aoiaer  der  Ytriabeln  «  Doph  aad^  Verftndertiche  p  etc. 
enthalten  sind,  so  gibt  ^e  Diffnn&tiittlon  der  Gleichnng 
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9) 

Nan  folgt  aber  ans  8)a)  nadi  MoltipUeation  und  Dhifloa  der 
mit  deB  eotsprecfaendeii'  dm 


10) 

dx 

welche  Gleidmog  vermdgo  9)     die  BÜforeirtiaifonBel 
abogefat 

Vermittelst  ^(«y)  —  0  kann  man  in  11}  das  darin  vorkommeDde 
y  fartaehaffen,  sofern  der  3.  Qrad  dieser  Grosse  nicht  aberschritten 
st  ttid  ab  Beealtat  erhält  man  doreh  IntegniioB  dieser  Düsreiitial- 
folgende  Formel 


Um  mm  Ar  gegebene  Fälle  die  Function  f(x)  gleich  uieder- 
lefcreiben  zn  können,  wählen  wir  zwei  häufig  anftretende  GleiclmqgBii 
Tcn  d(ß,$)  deren  einer  wir  die  folgende  typische  Form  geben: 

13)  2Jr^  +  jL3  =  0, 

worin  die  Jt  bekannte  Functionen  Ton  m  sind. 

Nach  11)  ist  also 

tix 

Ans  der  quadratischen  Gleichung  13;  iolgt  aber 
*^«"infh  gewinnen  wir  ioigeude  lotegrailiiACton 


Coübt. 
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Eine  andi^rc  Form  von  ^(cy)     0  ist: 
15)  je,nD9+X^C0B4P+J^  — 

das  Integral  11)  geht  hierfür  über  in 


J      cos  <p  —  -i,  siu 


16)    C  ^  '^^ 


Nadi  EUmination  von  9  vermittelft  15)  reaaltirt 

Ueber  die  Voneicben  werden  wir  spftter  das  Notwendige  fest- 
setzen. 

Ton  allgemeinor  Bedcatung  werden  diese  lutegralc  dadurch,  dass 
man  nach  8)  unter  dem  Integralzeichen  noch  mit  x  und  x*  inulti- 
pliciren  darf,  flir  die  andern  Potenxen  x\  a?*,  x-*,  x-^  bestcheu  für 
die  Constanten  leicht  zn  bestimmende  ModificaUoneo,  welche  von  den 
Parametem  der  Glelchnngen  abhängen. 

Wir  führen  sftmmtüche  Integralfiinctionen  hier  «nf : 


wonach  mau  über  7  Integral fuuctioneu  verfügen  kann. 
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la  den  Aowendnngeii  vrird  sicli  idgen,  dasB  die  meisten  Inte- 
gnk  dieaer  Art  auf  eUiptiache  rarflcksafUiren  und.  In  Folge  der 
kohen  Bedcotung  der  letsteren  werden  deshalb  die  folgenden  Eni- 
wideliiiigen  einiges  Interesse  beanspmcben  dürfen. 

§  2. 

JMe  IntegraUanetion  des  kreisen. 

Iii  den  folgenden  {$  wenden  wir  die  Torigen  Entwickeinngen  an 
lif  den  Krals,  die  Lemniskate  und  die  Ellipse,  nm  alsdann  die  Be- 
nitite  an  YeraUgemdnem.  Wir  Terbinden  sogleich  damit  eine  dyna- 
■iM^  Betrachtung  und  Erklftrong,  sofern  die  vorkommenden  Fonc- 
tSoan  einer  soldien  Obig  sind. 

Ein  Kreis  vom  RaUius  *  sei  gegeben  (Fig.  1),  auf  dem  Durch- 
messer oder  der  VcrläDgerang  desselben  gehe  durch  einen  Punkt  D 
eine  Secante,  welche  mit  der  ersten  DE  den  Winkel  (p  eiuschliesst 
uüd  tiurch  den  Kreis  iu  2  Paukten  gcschnittLU  wird,  deren  Strecken 
Ton  D  aus  gleich  XjXj  sind.  Der  feste  Tunkt  /)  habe  vom  Ccntrum 
dif  Lüieruuiig  M.    Danach  besteht  die  Gleichung 

welche  der  Form  16)  entspricht.  Die  Differentialgleichung  ist  also 
woraiu  nach  einer  Transformation  und  Integration  die  Function 

£   r  -T  --:-  *^=rr-  ^  «  (JonSt 

folgt 

Um  sie  aaf  die  Konnalform  des  elliptischen  Integrals  der  1.  Art 
a  klagen,  sind  folgende  Relationen  eiunfUiren: 

21)  *   ^" 


od  es  nsaltirt 


j/  Vi— Z«sinl<>i«^J  Vi— Z«sinlV  ' 


Digitized  by  Google 


344 


OthinghauMt  ElUpttMi^e  lutegralfwethnm 


worin  K  das  vollstitodigo  elliptische  Integral  der  1.  Art  bedeutet. 
Bass  die  Constanto^f  sei,  gebt  ans  der  leicht  sn  heweisendeii 
Relation 

hervor. 

Verbindet  man  den  Punkt  /;  mit  den  SchuiUpunkicu  der  Sccantc 
dnrcb  Gerade,  so  sind  <lie  W  inkel  zwischen  diesen  und  der  Seomte 
bezüglich  J^,,  also  reiipberiowinkel  zweier  entsprecbeudcn 

üeutriwiukoi  ^^^^  als  Wurzeln  von 

Die  obige  Integralfnnction  stc'bt  mit  dem  kinetischen  iYoblem 
der  rondelbewoguug  odtr  cilh-^^emoiner  mit  der  Bewegung  eines  schwe- 
ren Punktes  im  verticalon  Kreise  iu  eigentämliclier  Yerbiadaeg: 

Die  theoretische  Mechanik  zeigt  bekanntlich,  dasa  die  Ldsong 
dieser  Aufgabe  auf  die  ]>ifferentialgleichQQg 

23)  -^,-f-f8in^  =  0 

fuhrt,  woraus  das  Integral 


24) 


^  -^igaBm^  o*—  ig*  siu 


folgt.  Hierin  bedeutet  t  die  Zeit,  wciciie  verfliesst,  bis  der  anlaag- 
lielie  Winkel  «  iu  übergegangen  ist.  Von  den  3  Fällen  der  Be- 
we^^ung  trifft  hier  derjonigo  eiu,  für  wolchou  im  letzten  integral 

26) 


^'o* +4^7«  sin  J«* 

kleiner  als  1  ist.  Der  Punkt  beschreibt  also  volle  Umläufe.  Soll 
uuu  das  obige  Kreisintogral  22)  mit  der  Kreisbewegung  ttberein- 
stimmend  sein,  so  mnss  nach  21)  und  25) 


26) 

gesetzt  werden. 


(72  +  «)«  V+4i7«8inia« 


Fuhren  wir  anstatt  die  Geschwiudigkeitsliöho  A  ein.  Wonach 
vq^  »  %Ä  ist,  so  rcsttltirt  aus  der  letzten  Formel 

Ä»+«^+27ico8«  -  2m. 
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Boeicfanet  man  die  Strecke  vom  festen  Punkt  D  nach  dem 
Ai£nig8i»&akt  der  Bewegung  mit  qq,  and  nennt  sie  HamonlkBle,  so  ist 

R 

27)  ||0*  =  2Iih      oder     ^q*  =  -  vq\ 

Diese  Formol  gilt  allgemein. 
Ans 

folgt  nftmlich  nach  24)  und  26) 

md  hieraus  erhftlt  man  die  Beziehung 

m  n-Yl 

Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  in  der  Bahn  ist  direct  propor- 
tioBsl  der  Hamonikalen  der  Bewegung. 

Be<leutet  nun  22'  die  Zeit  des  vollen  Umlaufs,  so  ist  demnach 

oacb  22) 

30)  y 

Man  bemerke  aber,  dass  die  aus  29)  folg^de  Formel 

saf  die  quadratische  Gleichung 

J2«— 2Ä{Ä— •)+V  — ü 

fährt,  ilcrcu  \Y  unfein 

31)  R  =  Ä-^iVCÄ— »)«-»« 

^iuti.  Uieriu  ist 

y(A— *)«—** 

die  'l'augciitc  von  J)  an  den  Krci*:.  woraus  eine  eiulachu  Construotii)!! 
für  die  beiden  Strecken  A',  viud  JL_.  loh^l.  Die  hionlnrch  bestinimtcu 
Puüklö  D  und  D'  sind  in  Bezug  aui"  deu  Kreis  luuiuuiiisch  zu«fuord- 
nete  Punkte,  und  die  Mitto  ihrer  Yerbindungsgeradou  ist  von  dem 
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ticfbteu  Punkte  K  des  Kreises  um  die  Geschwmdigkcitsbuhe  untferDt. 
Zieht  mau  von  dciu  äussern  Punkt  D  zwei  Secauteu  an  dm  Kreis, 
so  scbliesseu  dieselben  2  Kreisbogeu  ein,  welche  von  dem  den  Kreis 
durchlaufenden  Punkte  in  gleichen  Zeiten  zurückKclegt  werden.  Zieht 
man  durch  den  inuerii  Punkt  eine  (n  rade,  .so  werden  die  hierdurch 
bestimmten  Kreisbogen  ebeufalls  m  gleichen  Zeiten  beschrieben,  welche 
der  haibeu  Umlaufszeit  gleichkommeiL 

Zwei  durch  den  genaanteii  Punkt  gebende  Gende  begrenzen  also 
2  Bogen  gleicher  Zeitdauer.  Beide  F&Ue  sind  übrigens  identiscb;  wie 
aucb  die  Geschwindigkeit  dnrcb  die  Constanz  des  Verbiltnisses  beider 
Harmooikalen  q  :  9'  nach  bekannten  Sätzen  dnrcb 

ausgedrückt  wird. 

Je  grosser  die  Geschwindigkeit  des  im  Kreise  hemmfliegendon 
Panktes  ist,  nm  so  mehr  entfernt  sich  der  flossere  Punkt  vom  Con- 
trum,  tfthrend  der  entsprechende  barmenische  innere  Pnnkt  sich  dem- 
selben nfthert  and  ihn  fftr  unendliche  Geschwindigkeit  err^cbt  Bei 
abnehmender  Geschwindigkeit  nabern  sich  diese  sngeordneten  Punkte 
der  Peripherie  und  iisUen  in  der  Grenslsge  flr  die  Gesehwindigk^ts- 
höhe  A  —  2»  der  asymptotiaehen  Bewegung  zusammen. 

Wir  werden  später  eine  Verallgemeinerung  der  Yorstehenden 
S&tze  geben,  in  welcher  wir  die  Geraden  durch  Kegeischnitte  ersetzen. 
Wir  fügen  noch  folgende  Betrachtung  bei: 

Eine  Seeantc  pilineidc  den  Kreis  in  2  imaginären  Panktoo» 
(Fig.  2),  die  aus  lö)  toigenden  Worzeln  sind  dann 

9  —  i2  cos  9  +  V-ß*  cos  9« — Mß+?^ 

oder 

indem  wir  setzen 

und   

y  —  Vsßvsx  9*—«* 

Die  Construetion  dieser  Ausdrücke  ist  der  vorigen  analog.  Die 
dareb  :ty  l)est)iuinteu  Punkte  DD'  sind  zugeordnete  harmonische 
Punkte  für  den  Kreis.  Der  obige  complexo  Wur/eiwert  erhält  durch 
die  gegebene  Darstellung  eine  allgemeine  geometrischo  Erkl&rung, 
die  vielleicht  neu  ist. 
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Die  latefnlfuietloiiea  4er  lemBisbite. 

Durch  einen  Brennpunkt  einer  Lemuiskate,  deren  Polargleicbnng 

r*  —  a' cos  29» 

ist,  legen  wir  eine  Gerade  nnd  verbinden  die  4  Schnittpnukte  der 
Carrc  dorch  die  firennstrablen  a-jx«  etc.  mit  dem  andern  Brennpunkt. 
(Fig.  3.) 

Der  Winkel  /.  wischen  der  Geraden  und  der  A'- Achse  sei  »^',  daun 
beskliL  iülgende  Gleichung 

93)  4«V+4c*eo&^.«— —  0. 

Der  RadiusYcctor  r  nach  einem  Schnittpuiikt  seiili*  ssi-  mit  x  den 
Winkel  y  oiu,  der  Wiuki'l  zwischen  den  beiden  liremiätrahicü  xy 
heisse    folgende  Formeln  sind  daun  loicbt  nachzuweisen 

r  — *  0008  jv,  cosS^  -»  co8}o',  Binl«  ySsiug», 

38}  sin  I»  =  »in  (y  —  9>)  =  y  2  sin  qp, 

c     fliny ' 

Man  kann  also  gp  dun  h  y  und  demnach  auch  ^  =  ^  durch  y 
tOKirttckeD,  und  e»  findet  sich 

34)  =     -\-c^-\-2ac  cos 

ferner 

sin  (y  —  4«)  =  siü  9, 


oder 


sm  (y  —  4»)  «  -  sin  4». 


Wir  wendcu  nun  aui  16)  die  Formel  32)  an  und  finden  zunächst 
dtf  Differential 

35) 

fix  ,   .  fix 

d.  1. 


oder  transforuiirt  und  intcgrirt 


r       ^    -  —  c 

J  V{^*-ia  —  c)*){{a'\-cf  —  x^) 


Digitized  by  Google 


348  Otkinyknns:  EUtptisck*  Itttegmljunefnitem 

Die  BUdang  der  Nonnalform  verlangt  die  Snbetltiitioiieii 

37)  ,  .  „  ^ 


Demnech  Ist 

38)  .toi,.-i2±£pl?.     CO.*,. -5^=^ 

Hioraus  erhUt  man  durch  Snbtreclioii  und  eine  Umformung 

39)  »I  =s  a«+c»+2«f008y, 

Uüd  diebc  stimuiit  naL  o-i)  überein. 

Die  Integraliiuiotion  iet  demnach 

t/  Vi— J2*8iiiir/ 

welche  wir  noch  vermittelst  der  Laudou'schcnSabstitnUon  transformiroiL 
Wir  fllhren  deshalb  ein 

c  1 

41) 


sin(y— 1»)  =  ^sinj«, 


Qud  das  Resultat  ist 


42)  I   1  /        4ac     77,         /  1/1 -Irin  jS« 

Da  abur  die  Rectitiiatiuii  der  LeIlllll^^^atL■  auf  Ictzlcrc  integrale 
liibrt,  so  erhält  mau  aus  der  folgeudeu  iutcgralfuuctiou 

c/  Vi— IsiniV         Vi— isinJV         Vi— Jsiniia^ 

Vl-isinJV 


deu  Satz: 
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Jede  durch  mnm  Brenspaiikt  einer  Lemniikate  gehende  Gerade 
«kneidet  aof  derselben  4  von  den  entsprechenden  beiden  Seheitel* 
psskten  an  gerechnete  Bogen  «j,  «s  nnd  «g,  «14  ab^  deren  Snmme 
*t+iit+*^+*»4         constant  der  halben  Lemnislntte  gleich  ist 

Entwickelt  man  diu  Glcichang  der  durch  einen  Brennpunkt  gehen- 
des Geraden  iu  Bezug  auf  tg|t>  so  tiudet  sich  die  AmplitudüOglcicLuiig 

4i)  tgK— 3eot^tgi«^+(l+coti|»^tgK— Scot^tgiv— 1 »  0. 

Kftcb  der  Formel 

O  '~~  c 

iit|  wenn  )«  in  aboolntem  Sinn  genommen  wird 

45)  am«]4'Amiit4'<kii^<%-~<^«4 

Die  elliptischen  Faoctionen  aber  leiten  für  amu  folgende  perio- 
(ÜBche  Heibe  ab 


I  0/  «    •      I  I   r      «««»  \ 


Schreiben  wir  hierin  für  u  der  Reihe  nach  u,  etc.  und  ad- 
direü  diese  Reihen ,  wobei  wir  für  die  Suninic  zweier  Sinus  ihr  be- 
ktDDtes  Product  setzen,  und  bijachten  ferner,  dass  2'amu  wegen  45) 
durch  7C'{-2Amu^  uu^gcdrUckt  werdeu  kann,  so  erhält  mau  sclilios&licb 


46) 


q         *2n  2«  27t 

lo  ähnlicher  Art  findet  man  noch 

(  i  _^       ^  («1  +  »«>    ^  («1 H-        2^  («t + •  •) 

K  —  4%««i4(»k+«^)9inl(%+tJa)8ini(»^+r») 
—  ia4dn    + «i»  («Ii       «ia  (»1  +t^») . .  . 

Uierin  kt  q  ===  a-''  und  die  Constauten  o^,  sind  die  bekannten 
Coefficienten  der  Reihe 

f{tp)  =      — ^  sin  2f  ^  Ja«  sin4^ . . . 


* 
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§  4. 

Andere  IntegralfnnctioneD  lasBen  sich  nach  8)  ohne  Hlihe  ab* 
leiten.  Da  das  zweite  Glied  82)  d.  i.  der  Coef&cieut  von  ^  gleich 
Null  Ist,  so  fflbrt  die  hieranf  bezagliche  Formel  17e)  anf 

48)  E  i  

Nach  den  Metboden  der  Integralrechnung  geht  diese  Function 
aber  in 

49)  i^,  -r  in  -  3  -  i.,  ^  z  ^  ^  - 
In 

ist  ysiny  die  Kormale  vom  Brennpunkte  auf  den  entsprecbonden 
Radius  r. 

Mau  kaim  das  ubige  lutogrul  auch  auf  fuigciide  Art  deuten: 

lu  eiucr  Ellipse  g<~f*^2  ~  ^  Punkt  durch  die  Coordinaten 

asinqi)  und  7/  =  ^>co9qp  bestimmt,  der  V/inkel  zwischen  den 
Brenustrablen  sei  6,  der  Winkel  der  Normalen  mit  der  JT^Acbse  sei  ^ 
Das  elliptische  Integral  E  oder 


y*)/l-J,slnv«€l0 
transformlien  wir  durch  Einfahrung  Ton 

h  e 

cosqp  =»  ^tgiö,  8m^d"»-8iu^ 

in 

Ä«  r          die      _       r  _  rfi^   

Es  bedeutet  also 

den  vom  Scheitelpunkte  der  grossen  Achse  an  bis  zu  jenem  Punkte, 
dessen  Nunnaie  mit  der  Achse  den  Winkel  ti»  cinschliesst,  gerechneten 
Bogen  der  Ellipse,  wie  bekannt  ist   Hiernach  kauu  mau  das  analoge 
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Integral  49)  der  Lenmiflkate  f&r  die  EHipee  einriGliteD,  wenn  if^iy 
4ae 

uaii  Z*=  ^^^^y»  =  '^^^  Modul  dea  letztem  Integrals  gemäss  be- 
stinuDt  wird. 

Man  kann  abrigens  auch  das  Integral 


f 


jn  anderer  Art  fOx  die  Ellipse  benutzen,  wenn  man  beachtet,  dass 
die  Kornude  des  genannten  Pnnktea  dnrcb 


ud  der  m  r  co^jngirte  Halbmesier  dnrcb 


ist.  Daber  gebt  das  Integral 
ftber  in 


-s 


Wenn  wir  nun  als  Halbachsen  einer  Ellipse  ^j+^  Z*^  *® 
Beaiebangen 

B^a  —  c 

dnfäbreo,  in  weLchen  a  ond  e  sich  anf  die  Lemniskate  beziehen,  nnd 
die  Brennstnblen  «  der  letxtfirn  als  Radien  r'  der  erstem  einfahren, 
10  bestimmen  die  ihnen  entsprechenden  copjnghrten  Radien  4  EUipsen- 
pnnkte,  deren  zugehörige  tob  der  kidnen  Achse  an  gerechneten 

Bogen  %  die  Relation  haben: 

worin  B  ein  EUipsenqoadnuit  ist 

Diesen  Functionen  lassen  sich  noch  mehrere  anschliessen ,  so 
ut  das  Differential 

xdx  a— <? 
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c+a  cosy 

leicht  zu  intcgrircii. 

Ebenso  existirt  ein  elUptitcbe*  Integral  3.  Art 

£  r  

welches  sich  aus  35)  ergibt. 

Um  20  entschdden,  ob  noch  Integrale  2.  Art  be&tehen,  berück« 
licbtigen  wir  die  Formel  17g)  oder 


_  dx 


in  welchem  uuserm  Beispiel  gemäss  c  =  —  ic^costp  uud  d  =  —  ist. 
Das  obige  Diffcreutial  können  wir  nnn  nach  geeigneter  Transformatioii 
in  die  Integralihnctiou 

J  « V  —  c*)y —  (a  -  c/)  ((a  +  cy  —  y^)  c» 
übcrgeheu  lassen.   Nach  Eiuführung  vuu  \y  wird  hieraus 

J  (a+c}(a— c)^Ca^  — 2at?-i-c*Z^8iui}^>  c/ 
Ferner  ist 


J  (a+c)(tf—c)«(a*— 2«?+ sin  4y«) 

Wir  multipliciren  das  vorletzte  Integral  mit  — das  letzte  mit 
a*— 2ae-|-c^  und  addiren  beide,  dann  resaUirt  nach  geordneter  Za- 
sammenstellnng 

J  j/l— ^^siuiyi*</iyi  +  ^  Z-  siu  ^/^'"i/s} ...  —  4  -  sin  i^, 
oder  knrz 

Ö2)  +        Äj— ii^  =  4  ■       ^  sin  V'. 

Die  geometrische  Deutung  dieser  Fanclion  ist  leicht. 
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§  5. 

Die  Integrale  der  entwickelten  Formeln  haben  die  Amplitude 
knnn  norh  mehrere  von  der  Amplitude  \v  in  folgender  Art  be- 
I.  Wir  transformiren  nftmüch  die  aUgemoine  Form 


£  I   ,  --   C 

ift 

£  r  

J  (x»-c=»)yi-if«sin  Jv« 

Eft  iftt  aber 


^  —  j/T-f-COS  {v"^  —  cos  |tJ,         ^  —  ^/l  +  CüS^ii»^ 4~ cos  ^l', 

alio  ancli   


Das  let7te  Integral  geht  also  nach  Einführung  von  x  und  darauf 
erfolgter  Jttultiplication  mit  m  über  in 

t/  costüVl— isini»*  ""J  COS29 
Die  Integration  ergibt 

Ö)      tg(45*+9i)tg(4ö<'+<)?,)tg(450  +  g>^tg(4Ö«+V4)  -  1- 

Das  Haoptintegral  35)  mnltiplidren  wir  jetzt  mit c*)  nnd 
beacbtan,  dass  das  8.  Glied  der  Gli^ehnng  32)  fehlt  Nach  einigen 
Uftifomiiiigen  resnltirt 

J  Vi_z«8injti« 

(l--l8iüli»^-y2cosl»yi— f8inK+^^^)=  C. 

Die  Rcduction  dieses  Ausdruckes  auf  die  kanonischen  Integrale 
iftbrt  schlieasiidi  anf  folgende  Form: 

oder 

64)  Ä^—- £4-  X8iug>+i(/i+l*i--P,— i^i). 

Das  Additionsthoorem  für  die  Integrale  2.  Art  Iflsst  eine  Ver- 
gleicbnog  der  Fanctioneu  52)  und  54)  zu.   £s  ist  bekanntlich 
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^•i»-i^l«+(i+i)A*r-Ya-- 

Die  CombinatioA  der  letzten  Integmle  gibt  also  in  Verbuuliiiig 
mit  52) 

—  iyi  +     i/»  +     iys  +  sin  lys)  =  4  •  —    ^  —  sin  ^ 

oder  iüü  Kelatiou 

55)  Biii^t+^D^t  —  Bm^f  8iii94  =s  V28in^, 

d.  i. 

2  flin  i  (fi, + vs)  sin  |^  (vf  v«)  8in  ^  («,  — 1*4)  —  sin  ^. 

Die  lotztou  Furinoln  üuden  ibre  Bestätigung  durch  die  leicht  zu 
eotwickeludo  Gleichung 

siu 

56)  sin  9 '  —  y  2  sin  ^  siu  9»*^ — |  siu  9*  +  ^  ^  sin  9 + ^  siu  i^-  =  O, 
woraus 

^sin^  =  V  28in^. 

Die  bisher  entwickelteu  Integrale  der  2.  Art  haben,  wie  man 
sieht,  Bezug  auf  die  Rectification  einer  die  Lcmniskate  cinachlitssen- 
deu  Ellipse  mit  de»  Halbachsen  a  und  c,  deren  Bogen  also  mit  Jen 
entsprecbeudeu  Lcmnisliatenhogen  in  eini'achem  additivem  Zusammen- 
hang stehen. 

Es  Utsst  sich  im  Anschlnss  an  die  Fnnction 

J  Vl  —  Jsiniy,^    t/  Vi  — IsiniV  V  Vi— JsinK* 

r/  >  1  —  J  sin  \vi 
eine  zweite  leicht  entwickeln; 

bl)  J  Vl-Tsä^pjdi», -f  J  VI  — Isinl^^lito, 

+ y  Vi-isinK       +  y  Vl^lsinK dlt»4  -  21i+  y  2  sini», 

wo  £  das  vollständige  Integral  der  2.  Art  ist  Eine  direete  Herlei- 
tnng  dieser  und  anderer  Formeln  geben'  wir  später. 

Aus  der  Combiuation  der  Formeln 
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^i+J^l+^s  +  i^4  =  2Jf, 

nniltiit  noch 

S9)  +     -k{F,  +  F,)  -  iÄ', 

nd 

welche  als  Ellipsen-  nnd  LeinDiskatoiibügcn  eine  gegenseitige  Vor- 
glcicbang  zuiasscu.    Für  jede  durch  eiiieu  Breunpunkt  einer  Lemnis- 

kate  gehende  Gerade  ist,  wenn  die  Car?e  mit  der  Ellipse  —  1 

in  Verbmduug  gebracht  wird,  die  Differenz  der  EUipseübügea 
y^iE^-^Ef)  und  der  Lemniakatenbogeu  ^i^i+Fi)  eine  constante 

GrOne.  Die  Brenupuuktc  beider  Curven  fallen  wie  die  grossen 
Aefaaen  aufeinander,  und  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse  ist  »  c.  Ihre 
Ampiitade  ist  ^i-,  so  dasa  die  entsprechenden  EUipscucoordiuaten 
s^asin^t?^  1/ =  eeosiv  durch  den  excentriBchen  Winkel  |v  de- 
laixt  sind. 


§  G. 

Obgldch  die  vorhergehenden  gvometriacheu  Anwendungen  der 
estwiekelteu  lutegralfuuctionen  nur  specielle  Fälle  behandelten,  so 
idgten  dieselben  doch  schon  die  Fruchtbarkeit  der  gegebenen  Me- 
tlwden,  80  dass  der  Gedanke  nahe  liegt,  diese  Functionen  allgemein 
ftr  alle  möglichen  Fälle  derart  einzurichten,  dass  die  Modnli  und 
Coutanteu  der  elliptischen  Integrale  ohne  Zwischenrochnung  ans  den 
Plruneteni  der  Gleichungen  abgeleitet  werden  können. 

Da  wir  uuu  du.  Art,  wie  vorhiu  dab  Beispiel  der  Lenmiskate 
bcUudelt  worden  ist,  für  die  folgenden  Probleme  zum  Muster  nehmen, 
10  woUeu  wir  die  auch  später  vorkommenden  Keihonentwickelnngen 
jener  Integrale  in  uuserm  8])eciellen  Falle  der  Lemniskato  zvnftdhst 
cntffickelu,  um  den  Gang  derselben  bei  der  Auflösung  der  biqnadra- 
tiachsB  Gleichnngeu  mittelst  der  genannten  Integralfnnctionen  schon 
jfldt  aozndenten. 

Wir  benutzen  die  bekannten  Bcihcu 
ia  welchen 

23^ 
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2  8  2. 

oo—  -i;     «^""H— ;^^»        —  oa)  etc. 

Ferner  erümem  wir  an  die  Formelii 

8in2^  IM  Ssin^— tin^— Hli9^-*iiin^f ... 
sin  39  —  3ii]i9— iiin^* 

62)  8m4<p  —  4Biiig>— -  108in^p*-|-|sinqp*-{- Jainv^ ... 

8in5q3  —  osinqp  —  208in  g)^-}- 16sm  g?* 

und  benntieii  endlich  noch  die  für  die  biqnadratisehe  (Heidmag 

bestehenden  gymmetrischen  Beintioneii  der  Wnnelpolenien 
»  — 

63)  Xs>  *  —  a*H-Saft— 3«, 


welche  wir  für  das  folgende  adtig  haben.  - 

In  der  abgi^leitetou  fieiatiou  der  LemuiBkateabogeu 

ist  die  Amplitude  |t)  an  die  (irleickung 

'  64)    ^ii*»88inif>eoeifrBin«*+16sin^'8inv— lesin  ^  —  a 

geknttpft,  wie  leieht  20  beweisen  ist 

Man  bemerke  aber,  dass  eine  Wnrzel  nefli^v  ^  data  mlao, 
wenn  die  Amplitoden  absolut  genommen  werden ,  geschriebeo  wer- 
den mnss 

8iaü+8inB,4-8i"*'«~"8i''i''4  48iD2<», 

oder 

iSsin«  dsin^eos^, 

65) 

Xsint^  —  128cos3l;siu^% 


Das  nnTollst&ndige  elliptische  Integral  1.  Art  hat  nnn  folgende  Form 
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Fi^}  —  00     —  Ja,  sin» 


—  I^e  (3  sin  ü  —  4  sin  v^) 

+J<i|(48iiit3—  lüsini>^-|-i  sinü*-j-f  sin»' ...) 
— iVam(&buiv — S08iDo'-)-16im«^) ... 


Die  Function 


^l+'f^  +  ^S  — ^4 


k&DD  nun  in  folgender  Art  transformirt  werden.  Für  /^4-^"j4-^3 
aetien  wir  2^" — F^,  und  beachten,  dass  £^v a^n  —  2K.  Da 
wir  die  F  reell  w&lüen,  so  muss  dcmentepreclicud  der  Winkel  i//  inner- 
halb bestimm  er  Grenzen  genommen  werden.  Derselbe  ist,  wie  man 
üeht,  ein  Parameter  der  Haaptgleicbung  32)  oder  44).  Ftlr 


fewiasen  wir  icMtowBch  das  Bewltat 

68)      +V(3a4  — 8a,-|-15ag  — 24a,p  . .  .)c08  3t^8in  V;^' 


woMch  der  Lemniekatenbogen  dnrcb  eine  Reihe  ausgedrückt  wird, 
toen  Göflioienten  durch  ToUstftndige  elliptiadie  Integnto  1)eiCimmt 
nd,  and  die  immrhalb  der  angegebeiiiB  Grauen  dea  Foeatwinhila  ^ 

UUi9H§irt. 

In  ihnücher  Art  findet  man 

«)         —¥(8^4—^+15^  ...)eoi3^ain^> 

— jK^4— 36&8+ia8»io)(31— 33co82t^4-32coe4^)ein2V;8int;^. 

Die  obigen  Reiben  haben  wir  ans  dem  Grunde  zunächst  au  einem 
einfachen  Beispiel  entwickelt,  um  den  Weg  anzudentcn,  auf  welchem 
vir  später  bei  Verallgemeinerung  der  Methoden  zur  Auflösung  der 
Gloi,  hnqgen  3.  and  4.  Graden  vermittelst  dieser  Functionen  gelangen 
vträflB. 

ItWMiknug  Is  f  1  leiteten  wir  ans  der  Gleidning  4.  Grades  and 
i^M  OitoentiAqitotiMitea  die  Fonnel  her: 
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and  es  war 

In  ähnlicher  Weise  imdet  man  ans  der  letzten  Gloichnog  die 
folgende 

1 

-0 


oder  aach 


4tgt»— 3-dtgT«+2i^tgT 


und  an  diese  Bektioii  Bcbliesseii  sich  noch  andere  terwandte  an. 

§  7. 

iBtefialAuietioiieii  der  CnrTe«  4,  ud  8*  Ozados* 

Da  die  gemciusamü  Betrachtang  der  Eigenschaften  der  Lemnia* 
katc  and  der  dardi  die  Gleiciiuug 

70)  ±y*  =  X*  ^  Ax^+ ßx*  —  Cx-\-  D 

definirten  Cnrven  4.  Grades  anf  barmonische  Verhältnisse  führt,  so 
wollen  wir  folgende  Untersnehnng  hier  einschalten.  Die  Schnitte  der 
X-Achse  mit  der  obigen  Cnrve  (Fig.  4.)  bestimmen  die  Wnraeln 
«tjOi  etc.  der  Gleichnng  y  «  0.  Die  Formel  13)  findet  Anwendong 
anf  dieselbe,  wenn  wir  zor  A-Achse  eine  parallele  Gerade  zielien, 
welche,  im  Fall  wir  das  obere  Zeichen  wählen  nnd  also  y  rtmatant 
=  b  festsetsen,  in  ihren  Sehnittpnnkten  mit  der  Cnrve  auf  die  Wnr* 
sein       etc.  fnhrt.  Dann  ist 


r  ^^^^^^^^^^ 

J  y («,  —  «t)  («, — oj)  («1  —  oj)  («1  —  aj 

.  ■L^=.-=.?.M.T  +  etc.  =  C 

y  («^— o,)  («I  —  fl,)        «b)  (ac^  —  a«) 

die  Integralfnnction. 

Die  BedinguDgtii .  welche  für  die  Normalform  der  cilipLischea 
integrale  1.  Art  notwendig  sind,  linden  sich  aus 

V  («1  —  09)  Ö»!  —      +  V  (a,  —  o,)  (Ol  —  a J 

72) 


nnd  die  Normalfonn  wird 
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I 

\Nir  wenden  hierauf  die  Landen'sche  Substitutiou  an,  und  dem- 
nach hat  mau 

n  letaen,  wodurch  die  Function  71)  abergeht  in 

T  r  r  -^^^ 

Nun  geht  aber  vontehender  Ansdmek  illr  —  2«*  in  die  be- 
kannte Fnnction  Ar  die  Lemniskate  Ober,  nnd  die  Relation 

bedingt  gendiaa  72)  die  zweite 

Diesem  barmoniichen  Doppelverhältniss  schlieBaen  sich  durch 
Pemmtation  die  beiden  folgenden 

(<»a  — Ol)  (04  —  03)  _  j 

77) 

(aj--ai)(a,  — «4)  ' 

identisch  an.  Dies  znsammen  £usend  haben  wir  den  Satz: 
Wenn  die  Wurzeln  a^a,  etc.  der  Carve  4.  Grades 

für  y  —  0  in  harmonischer  Beziehung  zu  oiuandcr  stolicn,  dauu  existirt 
Ur  jode  belicbiec  dpr  X-Achse  parallele  (rorad(;  »/  -  -  h  und  der  da- 
(iordi  bedingten  Wurzeln  x^t^  etc.  eine  Integralfunction 

^  r  

^  )/i «in*.« 

<ierea  doppelte  Amplitude  y  aU  Winkel  zwischen  einem  Brennatrahl 
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und  dem  entsprechenden  Eadiiis  einer  Lemniskate  au^efasat  werden 
luuin,  wfthrend  in  der  trauaformirten  Fonction 

die  doppelte  Amplitude  v  der  Winkel  zwischen  den  beiden  Brenn- 
strahlen  iat  und  die  Function  selbst  4  LcmniBkatenbögen  diarakterisirt, 
deren  Sninme  stets  constant  ist.  Die  Bedingangsgleicbnngen  zwischen 
den  GfOüen  «,  y  und  o  sind 

y(ai--<ig)(ai— a4)  — y (0,-03)  (aj~ 04)  * 

i«i(f-y)  =  (y2-l)«<«iy. 

Die  obigen  harmonischen  Do{i])tjlverhältnisse  führen  zn  einer 
bekannten  Redacontu  der  bi^uadraliscben  Gleicbang  und  zwar  zur 
kabischen  Invariante  A'  =  0  oder 

78)  78Si>+9ilire— 27il>2>— —  0. 

Sobald  diesL'  Bedingnng  nnter  den  Coustantcn  der  Gleichung  er- 
füllt iät,  Bind  ihre  Wurzein  bekanntlich  einander  iiarmumscli  zugcurducL 


S  8. 

Wir  legen  jetzt  die  Cnnen  dritten  Grades 

70)  ±y«  —  *»— Äc — C 

den  folgenden  Untersachaugen  za  Grande  and  werden  die  aas  ihr 
rosaltirende  lutcgralfanction 

80)  r,   :  +  f  .   

t/    y  («3  —  o,)  (X3  —  o,)  («,  —a^) 

geometrisch  und  dynamisch  interprettren.  Wir  wählen  zunächst  das 
obere  Vorzeichen,  setzen  also  voraus,  dass  die  der  JT-Achse  parallele 
Gerade  y^^h  oberhalb  der  Achse  die  Curve  in  3  durch  dio  Ab- 
scisscn  r^x^x^  beetimmten  Pankton  i'ii't -'s  schneidet  (Fig.  5.)  Bei 
der  Bildung  der  Normalform  hat  man  nun  folgendes  zu  beachten: 

Im  I.  Integral  der  Fuuctiou  fuhren  wir  ein 


X,  —  a 


i 


dasselbe  geht  dann  äber  in 


1    «i     -1 » 
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/ 


Wir  8«lseii  fenier 


»  2—2-        =  C««  -  «i)  Vi'» 

0%  Cm 

dun  folgt 

0,-0, 

«ad      Integral  w  ird 


Ebemo  findet  man  für  «r^^ds     —  «|S 

„  «2  -  «1.      V  =  («t  -  «j)  V»» 

IWMU 

82)  —         =  cos 

«1 — «1 

od  es  iit  das  zwoito  Integral 


S 


Vi 

— Z' ein 

El  sei  endlich 
diBD  ist  ebenfalls 

-  ,       ,^s  ^  (fl^-<H)cotVs*» 

«9  —  Ol 

ilso 

«)  = 

10  (im  die  allgoiaeiae  Normallorm  wird: 

84) 


Es  Usst  sich  leicht  die  geometrische  Bedeutaug  der  Amplitiidfu  <p 
nachweisen.  Die  JK-Achse  möfic  die  Curve  in  den  Punktou  A^A-^A^ 
JchDoidcu.  Uobcr  ^1,  A^  beschreiben  wir  einen  Halbkreis,  vorläuurru 
die  Oniinaten  der  Pooktc  1\  l\  bis  zum  Durchschnitt  mit  dcmsclbcu 
Diid  ziehen  von  aas  nach  diesen  Schnittpunkten  Sohnoii,  dieselben 
schUcssea,  wie  ans  Bi;  nnd  62)  hervorgeht,  mit  der  ^-Achso  die 
Wiskel  9|  und  9,  ein. 

Femer  beschreiben  wir  über  einen  BalbkreiSv  errichten  in 
ii  eine  Ordinate  bis  zum  Kreise  and  verbinden  den  Dnrchschnitt  mit 
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JTj  doFch  «De  Sehne,  welche  nach  88)  den  Winkel  93  mit  der  Achse 
einscblient  In  der  Figur  ist  nur  eine  der  swei  congmeaten  Cnrven 
angegeben.  In  der  Integralfanction  ist  also  die  Amplitade  geometriseh 
definirt. 

Will  man  dieselbe  auf  die  Lemuiskate  auwendoo,  so  ist  | 
zu  setzen«  woraas 

85) 

folgt 

Die  Wurzeln  tha^a^  müssen  also,  im  Falle  dass  die  lutegrol« 
fonctton  dorch  Lemniskatenbogon  ausgedrückt  werden  soll,  eine  stetige 
arithmetisdie  Proportion  bilden. 

Die  allgemeine  Bedingnngsgleichnng  ist  hierfilr  das  Verschwinden 
der  kubischen  Variante 

86)  2A*^9AB  +  27C  —  0. 

Erfüllen  die  Constanten  der  Curve  3.  Grades  79)  di^e  Bedingung, 
so  ist  q>  der  halbe  Focalwinkel  der  Lemniskate,  in  welcher  drei  durch 
die  oben  angegebenen  Amplituden  bestimmten  Lemniskntenbogea  in 
der  Relation 

87)  uj+ot'*«» 
zu  einander  stehen. 

lu  liezug  auf  das  uutcru  Yorzcicbcu  gubt  für  die  Curve 

—  yi  —        Aa^+Bm^  C 

die  lutegraliunction  über  in 


r   1  r  _^ 


a,)(jc^--a,)(ar,—aj) 

Im  1.  Integral  ist  einsuführen 
woraus 

^» -  cottf,». 

O,  — Ol  » 

Im  2.  Integral  ist  einzni&hren 
woraus 
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Im  3.  ist 

 ^  =  Sin  Vi 

03  — a, 

10  dMB  die  IntograUoDCtion  ttbergeht  in  die  Norznalform 

J  ii-ZHmai^'^J  Vi  — iJ'^aiiicr,^    7  V 1  -  Z'^  sin  0,« 

deren  Amplitoden  auf  die  ntmliche  Art  vie  im  ersten  Fall  durch 
innkel  swisdien  Kreissehneo  vnd  der  X-Acbse  geometrisch  definirt  sind. 

Die  Aowendaiig  auf  die  Lemuiskate  führt  wieder  auf  die  stetige 
Froportion 

%  2"^ 


snd  damit  aaf  Lemniskatenhogen,  die  in  der  Relation 

«i+»>  ==«• 

zo  eiuaudcr  stoben. 

In  Bezog  anf  die  Corre  bemerken  wir,  daes  für  das  obere  Zeichen 
^  Carre  oberhalb  der  Achse  reell,  unterhalb  derselben  iroaginair 
liri  Fflr  das  untere  Zeichen  gilt  das  Gesagte  umgekehrt,  so  dass 
die  ganze  Cnrve  beide  F&lle  nmfasst 

S  9. 

Bynanlsehe  Bedentnog  4er  Cwren  3.  Grades. 

Da  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf 
der  Kogolobcrfl&che  auf  das  vorhin  entwickelte  Integral  führt,  so 
wollen  wir  eine  gemeinschaftliche  Betrachtung  beider  Integrale  jetzt 
Boch  in  Karze  Tomebmen. 

Nacli  di  n  bekannten  Metiiuden  der  analytischen  Mechanik  hetreffs 
dis  Problems  des  Kugelpcndels  werden  folgende  Ditiereutialglcichuu- 
gen  die  Losung  desselbou  geben: 
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iroraas 

Bei  EinfabruDg  bekannter  Polarcoordinaten  9  und  ^  wird 


und  es  ist  also: 
oder  wogen 


Ä  ~  r» 


8in^>-^  —  — . 


worin 

A     ^»    C7  — 

Aas  dor  letzten  Differentialgloichong  resaltirt  also  das  Zeitintegr»! 

P  sin  •^d-y\f 


C»+  (-4+ y  cos^)  sin 


worin  dio  Constanten  sieb  anf  den  Anfangsmtand  besieben. 

Der  Auädruck  uutor  dem  Wurzolzoicheu  odor 


d3) 


kann  durch  EiufuhruiiL'  der  Wnr/dn  diosor  Glcichnng  aiil  <  ino  1  urui 
gebracht  werden,  welche  eiuü  VerglcicUuiig  mit  dorn  Integral  ^)  «• 
lässt.  Diese  Form  ist 


-  cos  I 


,  a;  (cos  1^  —  CO«  /J)\^co8    +  ^^,^,^^08^ / 
Vermittelst  der  bekannten  Substitution  (S.  Schell,  Theorie  etc&d&8) 
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COS  ^  =  COS  ß  —  (cos  ß  —  COS  a)  siu  a*,  woraus 

COBß—CtMif 


geht  das  Integral  für  cos  ^  =  ar  aber  in 

_  dar 

96) 


Ii/.  •  l+C08aC08/J\ 


-p=-_2==,  80  dass  mau  bat 
Vi  — Z^sinö« 


1 4-  3  COB  «  COS /)  -|-  COS 

Diese  Gleichungen  sind  mit  dem  der  Cunre  3.  Grades  identiscb,  weuu 
um  letzterer  die  Form  gibt 

Hienach  sind  die  Abflössen  der  SSchuittpimkto  wigiisils  ^oii  Achse 
«nd  Gurre  dor  Beihe  nach  gleich 

— ir^.  •  COS«,  cosfl.  Fig,  6. 

cosa-j-cosp  f  o 

Um  den  Antangspaskt  beschreiben  iHr  mit  dem  Badios  r  »  1 
eisea  Kreis,  derselbe  irird  den  1.  Pankt  ans-,  dagegen  die  beiden 
sndmi  einsdiliesaen.  Ferner  aiehe»  wir  eine  die  Cnrve  in  8  Pnnkten 
tdosidende,  der  JT-Achse  parallele  Gerade,  die  Ordinaten  des  3.  nnd 
9l  Pnaktes  Terlingem  wir  Us  zom  Krdse,  nnd  die  Radien  dieser 
Sdatttpankte  mögen  mit  der  JT-Achse  die  Winkel  ip«  elnschliessen. 
Esdfidi  constmiren  wir  noch  Aber  A^A^  nnd  A^X^  Halbkreise,  (JIE^ 
beieichnet  den  Absdssenpmikt  der  I.Ordinate);  im  ersten  verbinden 
lir  die  Sehnittpnnkte  der  Ordinaten  ,  ys  nnd  der  Corre  A^  dnrch 
Sohnsn,  welche  mit  der  Achse  die  Winkel  tff  nnd  tfa  1>iS<l^*  Der 
Sdunttpnnkt  der  Ordinate  in  A^  nnd  des  3.  Kreises,  verbanden  mit 
li  dnreh  eine  Sehne,  bestimmt  den  3.  Winkel  ,  so  dass  aneh  hier 
die  Amplituden  der  Integrale  geometrisdi  bekannt  sind.  Die  Sache 
iwhilt  sicii  nun  so: 

Während  das  Kugelpendel  seine  Bewegung  vom  tiefsten  Punkte 
(^)  zum  höchsten  («>  vollfahrt,  geht  in  der  auf  der  £bene  darge- 
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Stellten  R^wr^rung  cnsprechondc  Punkt  von  nach  gelangt 
also  aus  der  Lage  t^yCdg),  wozu  die  Zeit  ^,  in  die  Lage  i^jCtf,),  wozu 
die  Zeit  erforderlich  ist,  und  es  ist,  wenn  man  die  der  Amplitade 
öj  entsprechende  Zeit  mit  bezeichnet,  für  alle  der  X-Ach55o  paral- 
lele Geraden  und  die  dadurch  bedingten  Amplituden  die  Relatum 

100)  + 

allgemein  gflltig. 

Wegen  t'm  c  I      hat  man  ^  —  i»,  =  ey,  so  dass  die  anf  die 

A'-Aclise  projicirtf»  Iicwt>gungs,!»eschwindigkeit  des  Curvenpunktes  der 
zugehörigen  Ordinate  proportional  ist 

Unserer  Fignr  gemäss  geht  wegen  der  Lage  der  Ordinatenachse 
die  Bewegung  in  der  nutem  Halbkugel  vor  sieb,  denn  a  liegt  swischeo 

2  und  U.    iitlckt  aber  diese  Achse  aber       hinaus,  so  hegt  « 

n 

zwischen  ti  und  ^  i  und  der  höchste  Punkt  bohudet  sich  auf  der  obem 
Halbkugel.  Zieht  man  im  Punkte  (ß)  eine  Tangente  bis  zur  Achse, 
so  bildet  das  von  der  A- Achse  abgeschuittene  Stttck  OC  — ^  ein 

COSp 

Kriterium  für  diese  Bewegnngsverhältnisse.  Ist  nOmlich  die  Ge- 
scfawindigkeitshOhe  im  tiefsten  Funkt  der  Bahn  kidner  o<kr  grösser 
als  diese  Strecke,  so  liegt  der  höchste  Gurvcnpnukt  in  der  untere 
beziehungsweise  obern  Halbkugel. 

Es  erttbrigt  noch;,  die  geometrische  Bedeutuug  des  Modnlus  der 
obigen  elliptischen  Integrale  nachzuweisen. 

Zu  dem  £nde  beschreiben  wir  noch  über  A^A^  einen  Halbkreis, 
errrichtcn  in  A^  die  Ordinate  uud  verbinden  den  Schnittpunkt  der- 
selben mit  dem  .Mittelpunkt  dos  Kreises.  Der  Kadius  ist 

1  +  2  cos  o  cos  |J -f- Cös£^ 
* "  coso^-cosiS 

die  Abscissenache  Z  des  Punktes  A^  ia  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 

lH-2C08gC0B^+^C0»<'*'-"C0»i^' 

cosa^-eosi) 

also  ist 

Z  f      l4-2cosacos^-i-2cos«-  — cos^^ 

-—cos«  —      1+2  cosccos^i-i-  cos^*  ~ 

Aus  der  Figur  ergibt  sich  femer,  wenn  wir 
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— 


tnosformiren,  dass 

101)  Zssini«' 


womit  der  Ausdruck 


cosß* — cos«* 


geooMCritdi  dflfinlrt  ist 

§  la 

Die  10  eilen  gegebeaea  Entwickänngen  finden  ebenfalls  Aa- 
wendnog  auf  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  im  ?ertacalen 
Kreise,  welcher  Fall  ans  dem  vorhergehenden  durch  die  Annahme, 
dass  die  Bewegung  im  tiefsten  Punkte  der  Kogel  beginne,  oder  dass 
f^ssO  ist,  leicht  abgeleitet  werden  kauu.  Der  Puukt  geht  bis  a  und 
kehrt  wieder  zurück ,  der  Müdulus  des  Integrals  fQr  diese  schwin- 
gende Bewegnng  ist  z  =^  bin^a,  der  Winkel  desselben  oder  «  hat 
dco  Spielrtam  von  0  bis  lÖO*'.  Für  Z  =  1  hat  man  die  asymptoti- 
«ck  Bewegnng  als  Grensfisll  iür  die  Curve  3.  Gmdes.  Die  Verhält- 
nisse bleiben  in  diesem  specicUcn  Falle  dieselben,  wie  vorhin  für  den 
allgemeinen.  Jede  der  A^-Achse  parallele,  die  Curvc  in  3  reellen 
Puukteu  bchueidendc  Gerade  bestimmt  3  Amplituden  und  entspro- 
cbcDÜe  Zeiten,  welche  durch  die  Reiatiou  «  's 4-^8  einander 
Terkuttpft  sind.  Die  Curve  wird  durch  die  Gleichung  3.  Grades 

^  s  »  («—cos  «)(«*  — 1), 

oder 

ttttünmt 

Ist  a  =■  90",  so  ist  Z'  ■==»  \.  Die  iieweguog  des  Punktes  geschiebt 
u  dem  Halbkreise  und  die  lutegralfuuction 

J  Vi— i8inV""J  Vi— l8intf,»'*'t/  Vi— isiaa^^^ 

in  welcher  die  Amplituden  a  als  Focalwinkel  einer  Lemniakate  an- 
gesehca  werden  können,  geht  über  in  eine  Relation  «i-i^tig 
Tcoi  Liemniskntenbogen.  Die  Curve  bat  dann  die  Gleichong 

wM  wir  dnnui  eiinnem,  dass  dieselbe  wie  alle  ftbrigen  ans  3  nur 
J^'Aehse  symmetrisdieii  TeUem  besteht,  von  denen  aber  nur  eine 
PMicbnet  ist 
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Zum  Zwecke  einer  Vorilication  wählen  wir  den  Fall  der  asympto- 
tischen Bewegung,  welche  der  Curve  (Fig.  7.) 

108)  «-1+^-0 

entspricht.  Für  y  =^0  sind  deren  Wurzeln  x^^-\-i  und  x,t  —  —  1. 

Die  Gerade  lei  eine  Taogente,  so  dau  die  Gldcbnng  IlBr  den 

Maiimalwert  von  y  —  ^       cwei  gleiche  Wonela  «     i  beaitat» 

die  3,  Wnnsel  =  —  i.    Die  erste  Krelsordinate,  welche  mit  der  2. 
xasamnienfilUt,  bat  den  Wert         die  Ordinate  y'  im  Pnnkte 
ist  lys,  woraus  die  Amplituden  tga^  =  tga^j  ==  ^y2,  tg<Ti  =  y  3, 
oder  tgia,     ys  — >  2,  tg^a^  —  Jy3  folgen.  Da  nun  das  Integral 


ist,  80  geht  die  Integraifunctiou  ubur  m 

104)  tg  (45«+  itf,)«  -  tg(46«»+ Isi) 

welche  Gleichuug  bei  Bcuutzuug  der  berechneten  Amplituden  leicht 
bewahrheitet  werden  kann. 

S  11. 

IHe  lategraUuBctioneB  der  Ellipse. 

Ton  besonderer  Bedeutung  werden  die  allgemeinen  Entwicke- 
lungen  des  f  1.  fttr  die  K^lschnitte,  indem  die  aus  denselben  ge- 
wonnenen Theoreme  einer  Erwdtemqg  fiUiig  sind. 

Die  Ellipse 

«») 

werde  von  einem  Kreise,  dessen  Centrum  die  Coordtnaten  £(«)  habe, 
in  4  Punkten  I  deren  Coordinaten  k  —  asin^,  y  Acos^  otc  ge- 
schnittsn. 

Ist  der  üaditts  des  Kreises  »  «,  so  bestehen  die  Formeln 

tß  mm  JI'-l-r'—SArcosdfy«), 

105)  /2  cos  ^  —  a  sin  %   i?8in  ij^  s  &cos  9, 

Die  EliminaCion  von  9  und  r  aus  der  1.  dieser  Oleiolrangett  vermit- 
telst der  beiden  folgenden  liefert  das  Schlnssresultat 
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— 4^£coso8m9-|  — » 0, 

min 

Führt  umu  x     asiug»  ein,  so  entsteht 
106)  «*— 4ii  Cüsa^^-f  -  ^  I — ^  -  costt* +4       sin«* + jor' 

Dieser  Gldclmiig  steht  zur  Seite 

m  /-Hfi^gino.f H-  ^  ( Cosa* -f.  4  ^  sin    -  2t' y 
-4Ä^i,'8ilnr.y+^  (ü'«—  4Ä«a*C0Sa»>  =  0. 

Aaf  diese  OleichvDg  findet  cDe  Fonnel  18)  Anwendung,  die  Aas- 
fthruDg  gibt  in  geordneter  DArstelliing  das  Differential 

108) 

iabR 


1/  (a:»  —  a'-)      —  ^  (L  -  2H^)x^  +  ^      -  4Ä«i2«) 


oder  traosformirt  und  iategrirt 


109) 


Dies  hypereUiptiöche  Integral  kann  durch  Mnltiplication  mit  x 
Mf  eia  elliptisches  zurückgeführt  werden ,  welche  Lösung  wir  nach- 
te in  voUcr  Allgemeinheit  geben.  Hier  machen  wir  die  Annahme, 
iuiB^  R±b  sei,  dann  ist  ancb  L^"^  ^Hb.  Bei  Einfthrnng  von 
x»«iia^  gebt  das  lotete  Integral  ttber  in 


^atü  (-mcr  üntei-suchung  über  die  Vorzeichen  und  die  Coustaute 
resÄltirt 
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110)   f  r  —  '^^^ 

^4 


«/   Vi  — -^^siuva^     t/  Vi  — 


siu  9>a^     t/   i  1  —  siü^«^ 

und  b6Ki<dien*Bi(!li  die  Indioes  auf  die  eotsprechenden  Qoadruitaii,  wo- 
bd  wir  B(a)  in  1.  aimehmeD. 

Aus  der  Relation 

9i + + V»4- V*  =  ö 
olgt,  wenn  die  9  absolut  genommen  werden, 

amt«i— amtig— am«,+i^»(t*'«  0. 

Setzt  man  im  Anschlnss  an  die  £U]i»Be  den  Modnlos 

4Jt{R^b)  ^^'^      Amjilitaden  ^t,  9«,  94  als  gegeben  voraus,  so 

lassen  bierans  die  anf  die  Ellipse  sieb  beriebeoden  YerfaBltnisse 
a  R 

y  g-,  «  sich  bestimmen.  £8  bestebt  nftmlicb  die  folgende  Relation 

^eMaMq>+ÜRa,eMnp^     J^'sin^'  «•  SZ'sin^* — 1. 
Es  sei 

a  .  2RZ* 

^GOS«*««,  sma  — ff,  «, 

dann  bat  man  die  folgenden  3  Qleidningen 

X sin (pi-^y cos (pi  —  ssincp,*  ^  2-2^8inqp,=* — 1, 
xiiskq>^-{-yC0&<P2 — ;88in9|' 2-^*8in9j*  —  1, 
«dn^a+y  eos^i — «sin  9^'—  SZ'sin^s'-*!. 

Die  AuUusuDg  ergibt 

 8ini(<)t>t~y,)rini(9^— ffi)stni(^— 9i) 

2\Ä  •   y  sin«»i>sin(9t— 9>B)+BiB9^^in(9,— 9i)+8in9g'(9t— 9>k) 

0.  8.  W. 

Bemerlcenswerfeer  sind  die  eUiptiscbeo  Integrale  der  %,  Art 
Gemäss  den  in  §  1.  entwickelten  Formelu  tiiuiet  man  leicht 

III)      £^f  Vi — Z«8in    rfv    ^  j/f  rf(eos  «). 
Nacb  Feststeilnng  der  Yoneeicben  ist  die  Integralfanction 
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112)  Vi— iJ^sin  yi— ;?»8myj"«d9»» 

/_     45jjf  ' 

ZI-  . 

Da  ann  bakanntllcit  EllipNnbogen  durch  Inteignle  dieser  Art  MUge- 
drtckt  werden,  so  liegt  der  Gedanke  nahe,  die  obSgeu  Integrale 
dndi  die  dazu  erforderliche  Bedingang 

mit  solchea  Bogen  unserer  Ellipse  zu  identificiren.   Aas  der  Be- 

liiÜgUüg 

{»Igen  ann  die  Relationen 

114)  Jf   2  »  •   2  * 

wodurch  die  Integrale  in  Ellipsenbogen  flbergehen,  wenn  die  Function 

noch  mit  a  mnltipUcirt  wird. 

Demnach  kann  nan  folgenden  Sats  anaqireehen: 

Jeder  Kreis  vom  Halbmesser  «  —  i?  ~|-  ^  >  dessen  CeDtrom 
auf  dnem  mit  dem  Radins  R  ^ —   tun  den  BGttelpnnkt 

ener  Ellipse  ~,+ 1|  —  1  heechriebenen  Kreise  liegt,  schneidet  auf 

denelben  von  den  entsprechenden  Scheitelpunkten  der  kleinen  Achse 
an  gerechnete  Bogen  S  ab,  für  welche  die  Relation 

115)  S,  — 4~co8« 

£^-|-iS4  bilden  zusammen  einen  jbliipsenbogen. 
Anf  die  IntegralfanetloD 

116)  ^(Vi)- ^(9»)  - 

liÄ&t  sich  das  Additionstbeorem  der  elliptischen  Integrale  1.  Art  mit 
seineu  bekannten  Qleichungssystemen  anwenden.  Erw0gen  wir,  dass 

S4* 
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durch  Transpontioii  ans  doin  obigen  Ansdrack  noch  die  beiden  fol- 
genden 

117) 

berrorgeben,  nnd  fBbren  ein 

118) 

welche  mit  den  Formeln 
119) 

006«  C084Ps00e94--8in9^8in94^<a) 

verknüpft  sind,  so  hat  man  folgende  symmetrische  Fanction: 

 coBy,*  — coeyt*  

;  siQ   s  — coB9|8in9f^(9;|}-'C089^t8in^]^(^t) 

 cos  yg*  — C08<P4*  


008  4)P5  8U1  ^4^(9»)  —  cos  ^8in  Cp^Jitpi) 

und  in  Vorbindung  mit  auderii  bekannten  Relationen  noch  eine  zahl- 
reiche Menge  iifnier.  Wir  geben  später  unter  Benutzunf^  der  .Jacobi- 
schen Constructiüu  bezüglich  der  Addition  der  elliptisrhen  Integrale 
eine  weitere  geometrische  Durcliführung  der  bisher  entwickelten 
Functionen  in  allgemeinster  Betraclituiig.  Man  bemerke  noch  die  der 
Formel  108)  analoge  Integralfanction 

121)  ' 


2 


Anf  die8e  hypereiUpti8cfaen  Integrale  Icommen  wir  später  rorHek. 


§  12. 

Wenden  wir  die  vorbin  gegebenen  Functionen  anf  die  Hyperbel 
1»2)  ^'        =  ! 

an  und  setzen  die  Bedingung  «  —  ±0  voraus,  so  erhalten  wir  die 
Fanction 

123)  £  f  ^  ,^c\ 
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Die  Bedactiou  auf  die  kauouischc  Form  basirt  auf 

lU) 

und  es  ist 


woraus  ziuiiichst 


m) 


Ferner  ist  Dach  belouiiiteii  Methoden 

Biüa 


^/  Vi— Z»aiii4y«€Hp  —  -3-  —  : 


Seilt  mtn     —  4/Z»,  so  vird  woran« 
128,    ^,V?Y+«  .=Vf!!^L±?. 

Demoacli  besteht  für  y  =  &cos9>  die  lutegralfuoction 

welche,  wenn  1/  als  Radiusvcctor  ciuor  Lemai&katc  r^'=6*co8  2y 
aofgefasst  wird.  Bogen  dieser  Corvo  darstellt. 

üm  auf  Hyperbogen  zu  kooimen,  mnltiplidro  man  in  125)  den 
Senner  mit  y  und  beachte  124),  dann  wird  man 

lain    £  r  -  ^  \f  T^  * 

oo»i*'»yr-^«8ini*'»  ^  a  r  ito« 

als  eine  Summe  von  Hyperbel  bogen  haben. 

Die  geometrische  Bedeutung  von     geben  wir  $  16. 

Sollcu  (lifse  Bogen  sich  anf  die  vorliegende  Hyperbel  beziehen, 
90  ist  einzuführen 

«ms  wegeD  «  «  R-^-a 
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^  S  b 

188) 


tf  —  «eo6|^  —  aco8  ^* 

Die  geoineCrisolie  Bedentang  T«m  B  werden  wir  gldch  aogeben.  INsn- 
nach  iit 

r     ^2      4m  1 

S  y 

Man  verbiiide  einen  Hyperbelpnnkt  dorch  Brennstrahlcn  mit  den 
BrennpooltteTi ,  und  bezeichne  den  Winkel,  welchen  ein  Brcnnstnhl 
mit  der  YerliUigermig  des  andern  einsohlieMt,  mit  6,  dann  ist 

134) 

Der  Aosdrack  fttr  den  Bogen 

135^  ft*+^y' 

*"■«/  Sy(6«+y»)(ft*-f^ 

gebt  in  Folge  dei  obigen  Wertes  fttr  y  Aber  in 
136) 


*  /  ooii^|/l— piinie» 


wonach  diei  bekannte  Integral  beiOglich  seiner  Amplitude  eine  Idarere 
Bedentang  gewinnt 

Beseichnet  man  in  ftbulicber  Art  mit  6  den  Winkel  swischen 
swei  Brennstralilen  einer  Ellipse ,  so  ist  der  von  der  grossen  Acbae 
an  gerechnete  Bogen  durch  das  Integral 

,3„  P  ^ 


ausgedruckt« 
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\Vir  haben  dioso  beiden  Integral o  ans  dem  (Iniiiilo  eingeführt, 
weil  Hir  diüseibeu  nachher  bei  einer  dynamischen  Betrachtong  nötig 
haben. 

Beiflglieh  der  Ellipte  erwähnen  wir  noch,  das  folgende: 

Wird  ein  Ellipsenpnnkt  dessen  Coordinatcn  x  >-  aalii^, 
ji  =  1)  cos <p  sind,  mit  einem  Brennpunkt  f  durch  den  Vector  r  ver- 
banden, und  schliesst  derselbe  mit  der  X-Achae  den  Winkel  if  ein, 
ae  iit  folgende  Behition  leicht  zn  beweiflen: 


S  13. 

(xeometrische  DHrstellaug  aligemelner 
Integralfunetienen. 

Von  einiger  Bedeutung  für  die  Geometrie  und  dio  Theorie  der 
biqnadratischen  Gleichungen  werden  dio  folgenden  unter  allgcmciuston 
Gesichtspunkten  betrachteten  Integraifunctionen  werden,  indem  die- 
selben geometrisch  und  analytisch  auf  ciuü  grosso  Menge  bemerkens- 
werter, dnrch  elliptische  Integrale  bestimmter  Probleme  sich  anwenden 
lauen. 

Wir  fimden  bei  Betracbtang  von  Kreis  und  Eogclschnitt  die 
ft^eadflD  FonctioneD 

^  r 

139) 


Dies»-,  sowie  die  uns  aus  ihutu  durch  Multiplication  von  x~-,  ^...x* 
Qütcr  dem  Integralzeichen  hervorgehen { Im  andern  Functionen,  sofern 
sio  in  den  Rahmen  dieser  Abhandlung  gchorcu,  werden  wir  im  fol- 
geoden  discntiren. 

Die  Integrale  worden  wir  snnftdiBt  vermittelBt  der  EUipsen* 
sMchnpg 


< 
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yt^^i^—^B*  oder  «^  —  a*  — 

wonas 

transfürmiren.  Nach  P^iuführong  der  gegebenen  Substitoiionen  g^t 
das  erste  integral  Uber  in 

«las 

=  0 


140)  oder 

^C-r  j^-^^-^    '^^^  ^-=0. 

Um  dies  lategnl  auf  die  Komnlform  elliptiachcr  Integrale  a 
bringen,  führen  wir  eine  aene  TrantfonnatiOB  da. 

Wir  bezeidmen,  wie  bekannt,  die  Entfemnng  der  Mittelpnnirte 
von  Ellipse  nnd  Krei«  mit  deren  Neigang  zur  X-Aefase  mit  a,  nnd 
mit  ^2^1  ^9  ^4  die  4  Winiiel  zwiichea  R  nnd  den  Krelanidien  •  nach 
den  Seioittpmdrten  beider  Oorven.  Man  hat  alao  (Fig.  8.) 

also  anch 

y«-»  ^(2i2«C03d+o*  — Ä«  — «») 

141) 

«•  -  ^  {— 2ÄtC08^— ft«+Ä*+*^. 

Fttbrt  mau  nun  diese  Ausdrücke  iu  Uas  obige  luU  gral  cm .  so  ver» 
einfarlit  sicli  dasselbe"  ganz  bodeuteud,  und  es  rcsultirt  schliesslich 
folgeudü  interessante  Integralfnuction  allgemeinster  Art: 

143)    f  -^-5«  +  C  ^  

deren  Amplituden  au  lolgeude  leicht  abzuleitende  Gleichung 
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143)  -f 2((<i%iii««4^c<»«*)(Ä*— «*)  4-2*«(a»coe««-f-*'»ii»«V^**')tg|^» 


Kifih  fribma  firtrterangoii  folgt  hiwam 
woniis 

FtUiren  wir  dou  Modnlos  Z  venmttelst 
m  lad  besdmmeB  die  VoneiclieB  der  Integrale,  so  ist  die  RdatioB 

Ar  den  Fall  gültig,  dass  die  Gleichung  143)  H  positive  4^9f^s  und 
1  BsgitiTe  Wanel  ^4  besitzt.  (Siehe  Fig.  &) 

Digegen  ist 

147)  ~  -F(W-^(*^3)  +  ^'(i»4) 

aiiiti|-}-ftnitif — amiiii— aiiitt4  ^  »-—3« 

wenn  2  iK>sjüve  ^,^5  and  2  negative  ^^^4  Wurzeln  cxistiren. 

Endlidi  ist 

ainMj-l~amiis4'<uniig+aoia»4  »    —  2« 
«ns  lUe  Wmeln  9  podtiir  dnd. 

Oeonetriscb  sind  diese  ModificatioDen  durch  verschiedene  Lagen 
^  Kreises  und  der  dadurch  entstehenden  Verscblebnng  der  Schnitt- 
pakte bezüglich  der  Centrale  leicht  zu  unterscheiden.  Wie  nun  sieht, 
sind  iwsr  die  Vorzeichen  der  Integrale  von  diesen  Lagen  der  Cnrven 
m  «Baader  abhftngig,  aber  sie  folgen  nicht  den  Wnrzelvorzeichen 
der  AnplitadengieichnBg,  weshalb  sie  dnrch  eine  besondere  geome- 
^risdbe  üntersndiang  erst  festgestellt  werden  rnttssten. 


Digitized  by  Google 


378 


O^kingkau*:  Eliiptucht  jHlegral/nnclion^ 


Die  Integrale  2.  Art  worden  auf  ähnliche  Art  gofundeu.  ludem 
wir  an  die  Formel  17) d)  trinueru,  multipliciren  wir  140)  mit** 
und  transformiren  den  Ausdrack. 

Das  fiadresnltat  ist 
160)  y  yi-Z«8iii4V«'i^i+ y* Vi  — Z*  8iniV<'^> 


cos« 


nnd  die  Vorzeichen  bestimmen  sich  nach  den  in  146) — 148)  ange> 
gebenen. 

Wollen  wir  endlich  noch  Integrale  3.  Art  in  den  Kreis  der  Be- 
trachtnng  stehen,  so  erinnern  wir  an  17)0-  Demnach  hat  man  im 
Nenner  mit  y  sn  mnltlpliciren  and  man  wird  nach  einigen  leichten 
Rechnungen  folgende  Inlegralfhnction  finden: 


7  (t^  ^  ^ 


sin  |ff,«)  Vl^Z^id* 

151)  .  d.  i 

J  (1— Asin^^«)Vl— Z^sin^/^^ 

arotg 


Diese  von  jeder  specicllcn  Auuahme  unabhängigeu  Intcgralfnnc- 
tiüucu  kümion  auf  verschiedene  Weise  geometrisch  intcrprütiit  uJer 
analytisch  trausformirt  worden,  wodurch  die  Fälle  mathematischer 
oder  dynamischer  Probleme,  in  welchcu  elliptische  Integrale  vor- 
kommen, mit  den  obigen  Entwickelungcn  in  eine  uähere  Beziehung 
treten.  Die  wichtigeren  Verhältnisse  dieser  Art  werden  wir  durch 
mehrere  Beispiele  illustriren. 

• 

Der  IntQgralfnnction  für  die  Ellipse 


J  yi-z» 


 0   z»-  ^ 

sini^-       '  "a«^(Ä-*)« 
Bchliesst  sichy  wie  ohne  Weiteree  erhelHi  die  folgende  an: 
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152) 


ö«  — (JB  — 


Die  Fomelii  fOr  die  Hyperbel  sind  denen  der  KUipse  analog: 


Falls  mau  für  ^  seinen  Supplemontwinkel  ^'  einführt,  trans- 
ibrmircn  sich  die  Fuuctioiien  in  diejenigen  Formen,  welche  wir  später 
nätig  haben. 

Indem  wir  die  Winkel,  welche  die  Kreisradien  nach  den  4  Schnitt- 
püTikten  d^  Kreises  und  der  Ellipse  mit  der  verlängerten  Centrale 
OK  bilden,  mit  etc.  bezeichnen,  besteht  die  (jleichnng: 

((7?— #)«(a*sinft='-fÄ«co8o»)— a»i*)tgi^'*— 2c««(ii-«)8in2aLgi{^'^ 
4-2((a»sina«-f6»C08«»)(7e»— «»j+'iÄ'-äCa^cOSa^+A'sina«)— «»Ä»)tgi^'* 

Die  Integraifonctionen  fttr  die  Ellipse  sind  in  diesem  Falle 


155) 


Ihe  lotegralfonctioncn  für  die  Hyperbel  dagegen  sind 


156) 
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In  der  otrigeu  Amplitudcugicicbuug  mum  im  letztern  Falle 
statt  i)^  gesetzt  werden.    Die  Integrale  2.  Art  sind  den  soeben  ge- 
gobcuen  1.  Art  entsprechend.   Wir  wollen  fUr  diejenigen  3.  Art  noch 
folgende  Fonction  aufstellen: 

157) 


^  r  

./  {l-<*H^P«i»i»'')|/l-<irH^+P""l»'' 

und  die  entsprechend  zweite  ÜBr  dieselbe  Hyperbel 

15tt) 

^  n  _ 


c 


—  c 


Ebenio  hat  man  für  EUipse 

159) 


n.    8.  W. 


§  U. 

Die  Reihencntwickelnngcn  der  (üliptischcn  Functionen  konnou 
wir  anf  die  obigen  Integrale  anwenden.  Wabicu  wir  von  den  For- 
roeln  146)  — 148)  die  iolgcndc 

so  ist  bei  Benutzung  von 
znnttehst 

=  2  ^^^^  ^sin      -  8IU     + sin     —  sm  -j^j  +  etc. j  oder 
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-ic,-*.-K.-^)-  "T-l  '^^•««2 

Tierbinden  wir  hiennit 

^t+*t~*«-'^4  =  360^—4«  absolat) 

so  ist 

160)  K^t-^s) 

•~2-«+*Vi??^*"2  ^  »"»2   ^"«^2  j 
«ad  dieser  Formel  schliessen  sich  noch  mehrere  verwandte  an. 

Wie  schon  trulier  erwähnt,  können  dui\'\\  Kmluhrun^'  der  Ad- 
ditioTistheoremc  (iic  obi<;en  Ausdrücke  erweitert  und  in  geometrisclicm 
Sioae  gcdentet  werden.    Demgemäss  bestehen  die  beiden  Relationen 

161) 

leua  wir  die  Function  etwa  iu  folgender  Form 

Gruade  teem.  Die  Vurzcielien  sind  den  entsprechenden  Lagen 
beidv  Curveu  gemäss  zu  bestimmen. 

AUe  auf  die  Additionstheoreme  besttglioheB  Fomelii  zwischeii  den 
Amplitnden  der  Integrale  geben  aaf  die  Ellipse  oder  Hyperbel  be* 
zogen  eben  soviele  symmetriBohe  Fnactionen  swiscfaen  den  Wurzel- 
werten  der  Amplitudcngleicbnng. 

So  erhalt  man 

m\d^co&yi^^~i^'m^&^a'n\l^./i^9^Jl&2   l—Z-sini^i^sinKV 

co8jdjC08j^4  sin^t^asiül^i/^ii^aJiti^i         1 — Z='siüi»>3-8iuifl^4*' 

aii|»iC08ji»2  f  8inj»tC0»t»,^t»i  1— Z%dDW^ill|V 
siiil»,coB|^4i^i>s+8in^^4C0s|»9^1^4    "  1— Z%in^,SBinl«4** 


2 


-sin ^  9, i-os i    sin |'^A'os | _  1  -  -  Z-sin ^ f>, ^sinf 
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J,i^»±  JJ^,  =  ^^^^  ain  ±^,), 

Die  DiTiflion  der  beideii  letzten  Otefchmigeii  llihrt  «nf 
-tf i>s  +  Ji<^4  ~"  Sin      + ^4) 

wdcbe  Fonneln  eine  geometrische  Erldärnng  znlttaen. 

Fabren  wir  nfimlich  die  folgenden  Beziehungen  ein 


164)         ifl*  =  i/i-^t^{?.^,)«tiin*»' 


und  Betzen 

Üb 

woran» 

so  gellt  Itia)  aber  in 

welche  Formel  sieb  anf  den  Fall  hedeht,  dass  die  Qleichnng  3  poii- 
tive  ond  1  negative  Wonel  besitzt 

Beachtet  man  nna,  dass  durch  Yertanschnng  der  Indiccs  noch  2 
andere  Relationen  existiren,  ao  ist  die  geometrische  Erklimng  dieser 
3  FftUe  diese: 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  zwischen  dem  1.  und  l'  Krt  isradiiis 
mit  "iE  =  — und  ebenso  mit  2E' =z  ^»+»^4  den  Winkel  zwischen 
dem  3.  and  4.  Kadins,  so  ist  (Fig.  6.) 

yi+y>  sin£ 
tft+n  "  «in£'* 

heissen  die  entsprechenden  Sehnen  zn  2£  nnd  2E'  S  wbA  S\  wi^  lA 
ferner 

8in^ 

demnach  auch 
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ll±Ö«|    oder    ?4^*  =  ?^J^*. 

woraus  folgt,  dass  Oberhaupt  die  gegenüberstehenden  Seiten,  sowie 
die  Diagonalen  eines  Kreisvierecke  in  einem  Kegelachnitt  eymmetriscli 
fOgen  die  Achsen  stehen. 

Das  AdditionstUeerem  fOr  elüj^tische  Integrale  2.  Art  ist  be- 

kanntlich 

E  ifp)  4-  £(9')  =       + i^-  flia  V  sin  qp  sin  tf. 
Fir  die  FonetioD  150)  hat  man  zimAchst 

EH&j)+Mh^f>  =  ii;(ö)+Z*siniirj8iaiif,sinö, 
E{i»^  +  E{i&4)  =  E{a)  +     sin     sin     sin  a, 

«lao  dnrch  Snbtraction,  and  wenn  ~  zU~  eona  —  6'  gesetzt  wird, 

166)         C=  Z^8ina(8ini»i8inid^,~sini^s8inl^4), 
snd  darch  Vertaoschung  der  Zeidien  die  beiden  analogen 

8ini^iSini^t+Bini^,Binl«4) 

167) 

C  ===  Z'  8ina"(—  sin     sin     + sin  J^,  sin  i^j) , 

worin 

 sin     cos      ^^^t  ~f-  sin      cos  j^i^j^i 

l-Z»8inKi*8inp,» 

Die  Yertnndimg  der  letzten  Fonneln  .  ergibt  einige  neue  symmetrisehe 
Oleichangen  Ar  die  4  Worsehu 

In  ähnlicher  Weise  erh&lt  man  solche  vormittelst  der  integrale 
3.  Art 


I  15. 

Die  folgende  geometrisehe  Darstellung  der  elliptischen  Integral- 
fanctionen  geht  von  der  von  Jacob!  gegebenen  Gonstmction  des  Ad- 
ditioBstheorems  der  eUiptischen  Integrale  1.  Art  ans. 

Dieselbe  als  bekannt  ▼onwasetBeiid,  haben  wir  nach  dem  Yorher- 
gehfloden 

168) 

Fi&f  —  Fi^—Fi^* 
Fi»^  -  Fi&^+F^^+Fi4^^ 
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Der  grOnere  Ereis  habe  den  Radios  «,  der  kleinere  r,  die  Cen- 
trale sei  A,  man  wird  dann  haben  (Fig.  9.) 

^  »  yr~Z«8inid» ,  -  cos  i^. 

r  =    +  /i )  COS  ^0-,  COS      -|-  («  —  Ä)  sin  J  sin 
r  —  («  4-   cos  i^^j  cos  ii^4  —  (« — A)  sin  1^^^  sin  ^»a 

woram,  wean  ^%  negativ 

cosiff^cosi^g+^^sinj^^isini/^j  =»  C08jiV08li^4+8inJ/^sSinJi*^4~JJ 

Diese  Formel  Ifisst  sich  in  die  folgende  Oberftthren 

169)  tco8«*,-<^,)4-Acosi(*,+<>,)  ==«008^*»— <r4)+Äcoß4{*,4^4^^ 

dorcn  geometrische  Richtigkeit  aus  der  Figur  icicbt  nachzuweisen  ist. 

Wir  halbiren  die  Winkel  und  durch  Gerade,  welche  besOf  • 
lieh  für  das  Gentram  0  zwei  Centralen  00^  and  OCf'  bestimmen, 
wovon  die  erste  Ai,  die  zweite  Af  heissen  m^lge.  Von  dem  Schnitt- 
pnnkt  A  derselben  mit  dem  Kreise  am  O  ziehen  wir  znm  innem 
Kreise  um  O'  eine  Tangente  ii,  ebenso  eine  zweite  Tangente  t%  von 
A  ans  an  den  änssern  Kreis  um  Of,  beide  Kreise  berühren  besOglidi 
die  gegenflberstehendea  Seiten  des  Kreisvierecks  und  man  hat  sn- 
nächst  ftr  den  inneni  Kreis 

170)  also 
Ferner  ist  vermöge  einer  Permntation  von  170) 

(.%-)-.- 

171)  also 
mithin 

Aj  :  As  —  t^ittK 

Endlich  Icann  man  auch  für  alle  3  Perrautationen  der  Funetium  n. 
welche  sich  auf  die  Durchschnitte  der  gogeuttberstehendcn  Seiten  uuil 
Diagonalen  des  Kreisvierecks  beziehen,  allgenieia  die  uachstebeode 
Relation  aufstellen: 

SO  dass  man  hat 
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und  ihre  gtometrischt^  aualjftüche  und  dynamische  Btdrutung, 


173)  /ij  :     :      =»  ij^  :      :  t^. 

Der  Ceotrale  kann  man  beliebigo  Sichtung  geben. 

i>ie  llalbirungslinien  der  3  Winkrl  yj/o/s  ^iw'^  zu  einander 
panülel,  bezüglich  senkrecht,  demnach  ist  das  Yorhältuiss  -/..  B.  von 

~  ftr  alle  Richtungen  der  Centralen  ein  constantes,  da  p  conBtant 

ist  Demnach  resaltirt  in  Beziehung  auf  171)  folgender  Satz: 

Ist  in  einem  Kreisviereck  der  durch  2  gegenübersteiieude  Seiten 
gebildete  Winkel  y,  durch  eine  Gerade  J/,  ebenso  der  von  den  an- 
dern Seiten  trelnldcte  Siippb'mentwinkel  */._,  durch  die  mit  J/ parallele 
N  halbirt;  wird  ferner  durch  den  Kreisnnttelijuukt  eine  beliebige 
Gerade  J  OB  gezogen,  die  jene  Geraden  in  und  schneidet,  und 
«iind  letztere  Punkte  Centra  zweier  die  Seiten  des  Vierecks  entspre- 
chend berührender  Kreise;  bezeichnet  man  endlich  die  Centralen 
00'  und  00^  mit     und     und  die  Tangenten  von  A  nach  beiden 

Kreisen  mit  «,  und      so  ist  das  Verhftltniss  ■?  »  r  ^  ein  constantes 

i&r  alle  durch  O  gehenden  Geraden. 

Allgemein  ist  in  Beziehung  auf  173)  das  Verhältniss  der  drei 
durch  die  die  Winkel  /ly-yj  halbireudcn  parallelen  Geraden  be- 
stimmten Centralen  h^h^K^  und  damit  das  Yerhältuiss  tiii^it^  der 
TaDgeutcn  an  die  Kreise  t^x  alle  Fälle  constant. 

Wir  schreiben  die  Gleichung  iu  folgender  Form: 

ism       —    +  ''^3  —  ^^4) sin  | ( ^,  ^ —  {k^  -\-  (y^) 

+Äaini(^,+d,+^»+ir4)8inK*t  +  f^t*-i^3-     —  0 

174)  d.  i. 

«sin^/i  sin  ^y^  -{-hwix  ^y«  cos  a  =  U. 

Mau  kann  aber  folgende  Relation  leicht  ableiten 

......  Rh^ 

sin  \)\  siu  iyj,  sin  iy^     j  ^  cos 

10  das  in  Folge  von 

sin     sin  ly,  sin     =  ~  cos  «  sin  iy' 

die  fieiiebiing 

gus  iUgemeiii  besteht  £&  ist  darin  j»  =  Acosor. 

litk  4.  Jbfh.  «.  Fbjfk  S.  B«l1i«.  T«il  I.  >s 
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WeU  die  gegenfibergtebendon  Seiten  des  EieisTierecks  gegen  die 
Achsen  gleiche  Neigung  haben,  so  mflssen  ihre  winkelhalbirenden  Ge- 
raden flberfaanpt  zu  dreien  anf  der  JT-Achse  senkrecht  stehen^  wih^ 
rend  die  flbrigen  derselben  parallel  sind.  Demnach  ist  Aeos«  —  p 
die  Frojection  von  A  anf  die  JT-Achse  d.  L  aof  die  entsprechende 
winkelhalbirende  Gerade.  Damit  wird  die  fernere  Betrachtang  von 
der  Ellipse  unabhäugig,  was  auch  anf  anderm  Wege  leicht  nachn* 
wdsen  ist,  nnd  wir  gelaugen  zn  folgenden  nenen  Besnltaten. 

Wir  betrachten  ein  Kreisvicreck,  dessen  Seiten  und  Diagonalen, 
wie  oben  angegeben,  die  Winkel  )\  y..  y.^  einschliessen  (Fig.  10.).  Die 
Geraden',  welche  diese  Winkel  (Nebenwinkel)  halbiren,  sind  zn  ein- 
ander parallel,  bezüglich  senkrecht.  Dem  entsprechend  ziehen  wir 
durch  den  Mittelpunkt  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Gerade, 
wovon  die  eine  dreien  jener  Geraden,  die  andere  den  OlnrigeB  3 
parallel  ist. 

Nach  Fcststollong  bestimmter  Bezeichnungen  der  Winkel  hat 
mau  nun 

£l      cos  jy^  cos  jya    P»  sin  ^y^  sin  ^y^ 

«  cosiyj     *    •  siniyi 


176) 


^  COS     cos  t/s  '  p*  _  sin  jyisin^ya 

26  ^  cosiyicos  4yg  _  sin  ^y,  sin  ^y, 
9  cosjy«         *  8in|yj 


Die  Hnltiplication  dieser  Ansdrflcke  efig^bt 
177)  P^nP,P.P.P.  _  j^,,^^,to,,. 


Die  Divibion  liefert 


Ptpm 

Femer  folgt  durch  Hnltiplication  zweier  entspreehenden  Ausdrille 


l^ö)  S«!«  "        cot iy,cotly,. 


17») 

Die  Addition  der  unter  einander  stehenden  Formeln  ergibt 
180) 
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Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Halbirt  man  In  einem  Ereisviereck  die  Winkel  zwischen  den 
gegenaberstcbondoo  Seiten  und  den  Diagonalen  dnrch  Gerade;  zieht 
man  ferner  dnrch  das  Centmm  2  Gerade,  welche  beziehuugswolse  zu 
dreien  der  erstem  parallel  sind,  und  bezeichnet  die  Entfemungen  der 
Schdtelpnnktsprojectienen  der  3  Winkel  anf  diese  Geraden  von  C 
dnrch  j»,  p^p*^  2^iP6^  ^  ^Bt  die  Snmmo  der  Prodncte  entsprechen- 
der Projectionen»  d.  i.  ptP»+P2p*  =  PiPi-\-2^»Pü  =  PaPi+pm 
constant  gleich  dem  Qq*^^  Halbmessers. 

Man  kann  ans  179)  Doppelverb&ltnisse  wie  z.  B. 

Pl(P^  —  Ph)  _  P*(pi—P6) 
IhiV5  —  Pl)  PiiPü—P*) 

bilden,  die  in  speciellen  Fällen  in  harmonische  ttbeigehcn. 

Ans  /»i'+P»'  —  ^^1^  fölgt  unter  Benutzung  von  170) 
Äi'     8in^ya-sin|}'3^     cos  hy.^  cos 

Biniyi=^  C08iy,2  * 

lerncT  ist 

jy  _  fiEiydi^iiZa'^  I  cosfa'cosjy/ 

»•  sin^yg*      *  cosly,» 

 bin  lyi'  sin  ^y^-      cüs  .])',-  cos  jy^* 

siu^y^^  cosjyj* 

Die  letztem  Formeln  lassen  sich  aus  allgemeinerm  Gesichtspunkt 
wie  folgt  ableilen. 

Auf  Seite  169  unserer  Abhandlung:  Trigononutrischo  Autlosung 
biquadratischer  Gleichungen  (S.  Archiv  7'Ju)  liabeu  wir  folgcndo 
Glcichong  aufgestellt: 

182)   «MX*  ^t^t  — '-cosy- 

4-(^,^(a*sin9H-**cosv»)— l)cosy 

wofür  wir  schreiben 

ffierans  lassen  sich  nachstehondc  Relationen  herstellen 

A'\-C     ^f'siü  (p- — //cos  qci* 

1+  U  ~  rt*  sin  fp""       cos  cp^  ™ 

^cotg»«- 
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vermittelst  dieser  letzten  Formel  kann  mau  aas  der  ersten  ^  elimi- 
nireu,  mau  tiudet 

a*         +  J4  —  o-  »• 

(l-t-cosyi)(l4-c08ya)(l-f  cosya)  (1— C08yj)(l~C0By,)(l— cosys)  8/J- 
oder 

1»2>  ^v'^  ?  +  ^6*  

Diese  Formel  gilt  allgemeio  ftr  Ellipse  and  Hyperbel,  also  waA 
fta  die  Asymptoten  der  letztem,  wenn  wir  beachten,  dass 

also! 

n.  &  w.  ist,  man  findet  dann 

iQft\  ^     cos^yggcos  jygg  8iniy,88ia|y,g 

wie  oben  angegeben. 

Beide  Formen  181)  nud  183)  lassen  eine  Vergleicbnng  z«. 

Nach  diesei  Abschweifung  kehren  wir  wieder  zu  unsenn  Krtise 
zurück.  Wir  wollen  in  den  Punkten,  wo  die  Halbiruni^slinieu  der 
Wiukel  y,  und  y^  den  Kreis  zunächst  treffen ,  Tangüutcu  bis  zum 
Durchschnitt  mit  den  genannten  senkrecht  aufeinander  stehenden 
Geraden  (Projectionsachsen)  ziehen  und  die  Entfernungen  der  Sohniü- 
puukte  vom  Centrum  mit  I\  bozQglicb  1^  bezeichnen,  dann  ist 

p^p^  =.  «s^  also  nach  179)  sin^ys*  =  ferner  ist  piP,  ,  oder 
auch  cos^y«*  »  ^ »  mithin  folgt  ans 

184)  fl+P.-^ 

der  Satz,  dass  der  dem  Gentnim  gegenüberliegende  Eckpunkt  des 
aus  Pi  und  ps  gebildeten  Bechtecks  in  der  Geraden  liegt,  welche  jeiu 
Schnittpunkte  der  Tangenten  und  der  Achsen  mit  olnand^  Tcrbindtt. 

Die  Verliältnisso  lassen  sich  geometrisch  noch  weiter  anadehneB, 
wenn  man  die  Entfernungen  der  Dorchschnittspunkte  der  gegeoober* 
stehenden  Seiten  sowio  der  Diagonalen  einführt.  Dieselben  aeies 
«s  *• 
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Dann  ist 

1»)  f«-(p,-/'5)2+(p2-7'6)- 

Yflnnttelat  180>  gehen  dieselbeii  Aber  in 

>(iinmt  maa  Bezog  auf  die  Formel 

 ?  -2' 

fo  leralturt  aus  den  loUten  GleichongeQ 

Für  dio  harmonischen  und  polarischen  Beziehungen  des  Kreises 
lassen  sidi  aus  dem  Yorstebenden  noch  mancherlei  interessante  £r- 
gdxnM  enaelen. 

Verbindet  rnan  nämlich  die  lüfitie  von  »  mit  dem  Centmm  durch 
die  Mittellinie      so  ist 

ibo  uch 

2^2— 2*2+^  ,  oder 

188)  i^r=4<<ii*-«^)-43i«, 

10  Ti  die  Tangente  von  der  Mitte  von  z  zum  Kreis  bezeichnet, 

tenaaeh  ist  «  —  Sr,  oder  7*,  » |.  Verbindet  man  endlich  den  Be- 

rähruigspankt  mit  den  JDnrchschuittspuukten  U  und  V  der  gegou- 

«bentabenden  Selten  dnÄSh  ti„      so  ist  «s^+t»^*  =  ^  — 

«1  muach  bilden  M:iI':,=  ein  rechtwinldiges  Dreieck,  was  auch  schon 
(te  Keebnnng  klar  ist 

Ftr«*-*  i?,'+i?s^—2i*  &|gt  analog  «  —  27,  ebenso  y  — 3Sr„ 
wo  r,  und  Tangenten  Ton  den  Mitten  der  as  nnd  y  an  den  Kreis 
Werten,  und  ebenen  folgt,  wie  vorher  V+«^i*=^»  tt«*+»2'— 

Die  Winkel  zwischen  E^R^,  R^Ri,  R^R^  seien  bezüglich  dj,  ^ 
« liiit  flieh  leicht  nachweisen,  dass  dann 
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M^Mf  COS  ^5  —        RgJig  COS  öl  ->        i^ii,  COS  d,  == 

ist  Demnadi  ist  ancb 

189)  a»*— jr«  -  Ä,«  -  J^»  etc. 

80  dass  also  die  /Zj,  i^,  jRj  auf        s  senkrocht  stehen. 

Wird  die  Projection  von  ili  auf  iZg  mit  ^,  die  von  auf  ifi 
mit  01  beseichnet,  so  folgt  aas 

190)  Ä,<^l  =  «^        =  ^f^ 

dass  die  Tasgonten  von  LT  uud  V  an  den  Kreis  durch  dio  Schnitt' 
pnnktc  von  x  nnd  y  mit  dem  Kreise  gehen.  Im  Dreieck  «ys  liegen 
also  den  Seiten  xyt  die  Winkel     d|,  180*^—^^  gegenftber. 


§  16. 

Bio  mit  Hälfe  der  Gleichung  143)  abgeleiteten  Integralfnnctionen 
regen  den  Gedanken  an,  zn  nntersnchcn,  ob  die  Gleichung  selbst 
auf  ähnliche  Intcgndfunctionen  f&hrt,  wenn  die  Formeln  des  %  1.  be- 
nutzt werden.  Dabei  haben  wur  aber  zn  beachten,  dass  die  Coeffi- 
cienten  dieser  Gleichung  nicht  wie  bisher  ganze,  sondern  gebrochene 
Functionen  sind,  dio  Integralconstante  demnach  kein  vollstftndiges 
Integral  mehr  ist 

In  Folge  der  bci^aunteu  Metliodeu  erhält  man 


J  (B-t 


191) 


(Ä-«cos^)y(Ä*H-#»~**— 2/2#cosi^)(ä«— Ä«— «H-2ä^ 
Um  auf  die  Normalform  elliptischer  Integrale  zn  kommen,  setzen  wir 

und  man  hat 

y*sini^«|/l-(;^^  +  ^-)'cos4M* 

uud  ferner 

woraus  durch  Addition 
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192) 

Wir  iUbron  ein 


lerner 


las)  ^  ^ 


nid  du  Int^nl  geht  aber  in 

md  bezieht  sich  auf  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  A  und  JB, 
In  deredbem  haben  ^  und  ^  folgende  Bedeatiwg: 

Schliesst  die  TaDgentr  oiuos  Ellipsenpnnktes  mit  einem  Brenn- 
strahl den  bekannten  Winkel  ^  ein,  so  ist  ri>  der  Winkel  swiscbon 
der  Normale  nnd  der  JK'-Achse,  wie  man  leicht  finden  wird. 

Demnach  bezeichnet  das  letzte  Integral  Dach  früUerm  einen  von 
dorn  Scheitelpunkt  der  grossen  Achse  gerediuctcii  Ellipsenbogen  5, 
nnd  die  Sunnne  £S  der  hiernach  bestimmten  Bogen  ist  eine  coustante 
Grösse  und  zwar  ein  Ellipsenbogen. 

Wir  betnHditen  noch  die  Integralftinctioii  157),  um  dieselbe  fttr 
diB  Hyperbel  einziiricbteii. 


F&liren  wir  demgemäss  in 

( 


die  Beziefaiingen 


s 


47?x  im 


(Ä+*)»+**  ~  a»*  (Ä+t)»— 

ein,  so  hat  man  die  Bediuguugeu 

ibo  erhftlt  man  B  ans 


=  1 


Bfid  ebenso  erhält  mau  aas 
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den  bekannten  Ausdruck 

2t  /-  - 

y  —  ---yi2»co8^'   (Tergleiche  124)). 

D!c  Winkel  =  smd  demnach  identisch  und  leicht  fftr  die 
Hyperhelbögen  zu  defioiren. 

In  Bezug  auf  Kllipsenbögcn  kÖDUcn  die  Formeln  ebenso  leicht 
combinirt  und  die  entsprechenden  Amplitoden  geometrisch  bestmunt 
werden. 

Wir  wollen  hier  noch  auf  eine  Formel  anftnerksam  machen, 
welche  eine  Relation  darstellt  zwischen  den  Wur/.eln  der  Gleichuug 

«*  —  4ä  ^  cos  « .    +  ^  Uä  ^,  cos  a*  +  46*  ^  sin  a^  +  2Ljx' 

— 4Ä^iC08«.«+^(Z.«— 4&«i2^Bin««)  -0 

nnd  der  grossen  Halbaze  a. 

Schreibt  man  dieselbe 

nnd  berechnet  die  Invarianten  A  '~  AA  n4-BC  unA  AW  —  C*,  so  er- 
hält man  durch  Vergleichung  beider  den  Ausdruck 

194)  a^A{A^—4tAB+  8C)  =  4(A2i>  —  C^). 

Die  Theorie  der  bicioadratischen  Gleichungen  zeigt,  dass  c^^r- 
selbe  durch 

a-(a;i+j-a+Ä'3+a*4)(a?,-l-a'2— ;f3— a-4)(^,— arj+^ra— X4)(;rj— X,  ar^-f-«'*) 
-=  4(a;|ae|— «5a:4)(«i«j— a;^4)(;cj«4— «^) 

definirt  werden  kann.  Mau  hat  also 


195)  5- 


V. 


nnd  ebcuso 
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196)  5- 

I  ^  ryt.vg— y3y4)(yi»3~.ygy4)(yi.vt~.Vi'.v:'.)  _ . 

Bebuchtet  man  die  Grossen  atj^x2x.iX^  und  ferner  ytt/tMi  ^ 
SdteD  eines  Kreisvierecks,  so  ist^  gemftss  der  Gerliard'scheii  Formel, 
lier  Dmlimesser  des  niDbcschriebenen  Kreises  im  ersten  Fall  gleich 
dff  grossen  Halbachse  a,  im  zweiten  Fall  gleich  der  kleinen  Halb- 
ackae  h. 

Für  die  Hyperbel  gelton  analoge  Formeln. 


§.  17, 

Amrendang  4e|r  Fnnetlonen  auf  die  elastische  Cuttc. 

Einen  bemerkenswerten  Fall  für  die  Auweuclung  der  elliptiscben 
lotegralfanctioncn  bietet  die  Gleichung  der  elastischen  Curve.  Ein 
primiatischer  Körper,  eiu  gleichförmiger  gerader  elastischer  Draht 
werde  au  einem  Endo  festgehalten  nnd  am  andern  Ende  Ton  einer 
in  der  Längenaxe  wirkenden  Kraft  angegriffen.  Kaeh  der  Elastitäts- 
lehn  besteht  dann  der  Ansdrock 

vorin  «  der  Krammnngshalbmesser  im  Fankte  der  Curve  bedentot. 
Die  Constante  Ä)  hängt  von  dem  Bieguogswiderstand  nnd  der  Spau- 
dcr  elastischen  Feder  ab. 


Vermittelst  der  Formol  für  den  Krümmungsradius  hat  man 

Die  iaiegration  führt  auf  die  Gleichung 

im  derselben  erhält  man  femer  den  Bogen 

199)s  5=2^«/  ^^,^Jl 

Qttd  endlich 
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199)b  . 


FfUra  wir  In  198) 


ein,  80  resoitirt 

200)       y«  —  c«+2il«C08*.  8.  d.  Fig.  11.,  13.,  IS. 

Diese  Integrale  können  wir  ohne  Weiteres  mit  den  Integnl- 
fuuctiouou  139)  in  Be2siehiu]g  bringoa,  wenn  folgende  Bedingaogcn 
voraosgeeetzt  werden 

2A*+C^  ^*(a»  — (ii  — i,J«) 
'^*-C*  -5j((Ä+,)«-a«). 


Demnach  folgt  ans  den  Formeln 


/=.^(a«-Ä«-,«)  +  2-^  co8*-^(a»-Ä»~«='+2i&cosn 

dass  die  Kllipsciiordinaton  mit  den  be/iiglicheu  der  elastischen  Linie 
identisch  sind,  und  dass  ferucr  der  von  uus  eingeführte  Winkel  ^ 
kein  anderer  als  der  entsprechende  Tan^entenwiukel  der  genannten 
Curvo  ist.  Betrachtet  man  denmacli  die  beim  Durchschnitt  eines 
Kreises  und  einer  Kllijise  entstehenden  Ordiuaten  als  solche  der 
elastischen  Curve,  so  ist  für  alle  Layi'  »ler  beiden  ersten  Curveu  bei 
constantem  R  und  a  die  Summo  der  entsprechenden  Cnrvenbogen  in 
der  letztem,  d.  L 

203)  Ä,  +  ^;,-f +     =  0, 

90fern  die  obigen  Bedingungen  202)  erfüllt  sind. 

Im  Anschlnss  hieran  Iftsat  sich  ferner  gemSss  der  Formel  199)b 
eine  zweite  Smnme  fttr  die  Aheeiflsen 

bilden,  die  leicht  zu  beätinuiieu  ist. 
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Wie  man  siebt  ist 


tarn  poritiTe  Grosse,  dagegen  kum 


positiv,  nnil  nnd  neofativ  wrrdon.  und  wir  bemerken  dabei,  dass  die 
mannigCacheD  und  iutercssaulcu  1*  uimeu  der  elastiscbcu  Curvc  au  die 

> 

Bedmgiingeii  ÜÄ^  =      geknüpft  siud ,  welcho  in  nnserm  Fall  von 


Ellipse  uud  Kreis  durch  die  gleichwertigen  =  a  aosgedrUckt 

Die  erste  UngleieUielt  l{+«>>a  ftlbrt  anf  symmetrisch  gegen 
die  Kraftlinie  liegende  Curven,  wahrend  fOr  R+8-<C.a  solche  auf- 
treten, 'In  welchen  sowohl  Maximal-  als  anch  Minimalworte  der  Ordi- 
DstOQ  vorkommen  and  ^  unbegrenzt  wachsen  kann.  Die  Bodinguug 
R-\-s  »  a  führt  anf  ein  logarithmisches  Integral. 

In  analoger  Weise  lassen  sich  die  lutegralfunctionen  der  Hyperbel 
auf  die  besprochenen  Vorhältnisse  anwenden. 

In  Betreff  der  Curvu  sehe  uiau  nach :  Handbuch  der  theor.  Physik 
von  Thomson  und  Tait,  deutsche  Uebersetzung  IV.  S.  131,  welchem 
äQcb  die  3  Figuren  entnommen  sind. 


Wie  wir  vorhin  die  statische  Bedeutung  der  Function  au  der 
elastischen  Curve  dargestellt  haben,  wollen  wir  jetzt  die  erstem  auf 
eia  dynamisches  Problem,  die  Bewegung  einee  schweren  Punktes  im 
Tcrticalen  Kreis  betreffend,  anwenden. 

Wio  bekannt,  führt  die  analytische  Durchlührung  dieser  Autgabe 
auf  ein  Zeitiategral  von  folgender  Art: 


< 


> 


§  18. 

Anwendiinir  auf  die  Pendelhewc^unir. 


103) 


vorin  C  eine  Coustautc. 
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Die  Bewegung  gebt  in  einem  verticalen  Kreise  vom  Ba^io^  $ 
vor  sich.  Dieselbe  beginnt  im  Eloogationswinkel  a  mit  der  Anfanp- 
goschwindigkeit  t^o,  and  t  bezeichnet  die  Zeit,  innerludb  welcher  der 
Puilct  aus  der  Lage  a  in  ^  gelangt,  and  es  ist 


In  diesem  eOiptischeo  Integral  bat  man  die  3  FliUe 

< 

204)  u^j*  4-  4^«  sin  Ja*  4^« 

zu  anterscl^den. 

werden  nun  zeigro«  dass  unsere  Integralfnnctionen  der  Ellipse 
nnd  Hyperbel  aaf  die  eleganteste  Art  sich  anf  dieses  Zeitintcgral 
anwenden  lassen  ^  und  dass  in  geometrischem  Sinne  die  daraus  er* 
folgenden  Relationen  manches  Bemerkensworte  zn  Tage  fördern. 

Die  Intcgralt'anction  der  KLipsc  ist 
206)  £  I     ,  -0. 


Indem  wir  beide  Iiitogralformen  203)  und  205)  idcutiticirca,  gebt  ictz- 
tere  Function  Uber  iu  die  folgende 

206)  JSt<»0. 
Die  Bedingnngsgleichnng  ist  dafOr 

Ags  4JRf  j 

207)  t,^« + 4^nli?  ,)«  -  ^  • 

Hieraas  folgt  ztin&chst,  dass  Z  unabhängig  von  6  ist  und  dass  femer 
206)         iZ«-f  «>— 2J?Soo8a  —  a«— - V  ^) 

Bio  linke  Seite  dieser  Gleichnng  hat  eine  einfache  geometrische 
Bedeutung.  Bezeichnen  wir  sie  mit  p',  so  ist  q  die  Kntfernong  des 
ZOT  AmpUtnde  «  gehdrigen  Kreispunktes  vom  fillipsenmittelpunkL 
Ks  ist  also 

209)  =  = 
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Dreht  man  die  Figur  in  vertiealer  iSlene  so,  dass  die  Strecke 
R  in  der  Bichtong  der  Schwere  liegt,  fand  lässt  im  Kreise  «  den 
Pmikt  ToUe  Umlftnfe  machen,  so  ist  ^<  1  oder  R-\-a<^a  d.  i. 


« <  a  and  fOr  die  Geschwindigkeitsböhe  A  »  ^~  geht  209)  ttbor  in 

ao)  -     2J»  ' 

nid  206)  in 

211)  «1— <«-'4--V 

Der  Pnnkt  dnrehlftnft  aiso  die  Kreisbogen  PjJP^  nnd  P^P^  in  glei- 
chen Zeiten. 

Man  hat  also  folgeudcn  allgememeii  balz: 

Wenn  die  Geschwindigkeit  eines  auf  einem  verticalen  Kreise  sich 
bewegenden  schweren  Panktes  an  einer  Stelle  =  ist,  nnd  man  Ter- 
bindet  diesen  Pnnkt  mit  einem  anter  dem  Gentrum  anf  dem  Terticalen 
Durchmesser  liegenden  Punkte  0,  dessen  Entfernung  vom  Ccntmm 
nit  R  bezeichnet  sei,  durch  die  Strecke  so  schneiden  diejenigen 
EUipsen,  deren  Mittelpunkte  in  0  üsllen,  nnd  deren  grosse  Halbachsen 
von  gleicher  ans  der  Formel 

bestimmbarer  Länge  sind,  anf  dem  Kreise  Bogen  ab,  von  welchen 
3  entsprechoide  von  dem  ^nkte  in  gleichen  Zeiten  dnrchlanfen  wer- 
den. Wie  also  auch  diese  Ellipsen  in  ihrer  Ebene  nm  ihren  Mittel- 
pnnkt  gedreüt  werden  mögen,  in  allen  Lagen  und  bei  verftndcrUchen 
kleinen  Halbachsen  innerhalb  bestimmter  Grenzen  sind  die  Zeiten, 
wdsle  zum  Dnrchlanfen  dieser  gegentlberstehenden  Bogen  erforder- 
fieb  sind,  stets  einander  gleich. 

Da  icruor  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  darch  v  —  —^  ^  * 
nnd  ^  dnrch  |  )/^  V'l  —  Z»~siniP  sowie  -<faml^-i/r-Z*sinl¥< 

doreh    ,  ansgedrackt  werden  kaon,  so  sind  die  Ge- 

&cbwiadigkoiteo  des  Punktes  an  don  Schnittpanktou  beider  Curvcn 

in  Folge  der  Formel  v  «=-  c^j^  '|  den  entsprechenden  Ellipsen- 

orvUüaten  proportional. 


Yennlttelst  der  bekannten  obigen  Relationen 


Z«Bin4**,  Z8in4*«8in<? 
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cos  (pj 


geht  die  IntogralfanctioD  Aber  in 
212)  £      f   ,  ff.  


—  0,  n-\-s  >  a 


uud  bemerken  dabei  beilüutig,  dass  für  a  —  R^h  diosclbe  auf  scliou 
früher  behaudelte  zurückgefülirt  wird,  indem  y     ^.cosv  ist. 

Für  das  letzte  lategzal  gilt  die  BedingoDg,  d&ss  die  Geschwin- 
digkeitshöhe  des  PankteB  in  der  tieürtcii  Lage  Ideiner  ab  2«  ist  Die 
Bewegung  ist  also  die  des  gemeinen  Pendels  nnd  man  kann  dieselbe 
iij  dorn  Punkte  beginnen  lassen,  wo  «  0,  also  ^  »  a  ist.  Der  be- 
treffende Punkt  wird  also  dnrcb  einen  der  Schnittpnnkte  des  Ercisea 
mit  dem  die  £Uipse  nmsehllessenden  Kreis  bestimmt 

Immerbill  aber  ist  die  Zeitdauer  der  Bewegung  in  den  entspre- 
chenden durch  die  Ellipsen  begrenzten  Kreisbogen  dieselbe. 

Im  Falle  Ä+»  =  «  oder  t>«+4^*sinja«  =  4^»  ist,  wird  die 
Gcscbwindigkeitsböbe  —  2«,  das  Zeitintegral  wird  logaritbmlscb 


und  der  Punkt  nähert  sich  der  höchsten  Stelle  asymptotisch,  ohne 
sie  je  zu  erreiclicn.  Aut-li  in  diesem  i'aile  gilt  noch  imaier  das  oben 
angegebene  Gesetz  der  JJugeu  gLuher  Zeitdauer. 

Wie  im  statischen  Problem  der  elastiscben  Corvo,  so  treten  also 
eben£Alls  in  dem  verwandten  der  Pendelbewogong  die  anterscheidea- 


den  Merkmale  in  Verbindung  mit  den  Bedingungen         =  «  auf 

< 


Fahrt  man  in  210)  t>  «  — Ä  ein,  so  sind  die  Wurzeln  der  fOr 
quadratischen  Gleichung 


Die  bisher  entwickelten  Kesultatc  lassen  sich  erweitern,  wenn 
cinigo  Transformationen  eingeführt  werden.  Man  wird  dann  fmdon, 
dass  auch  die  übrigen  Ellipsenbogen,  was  aus  der  vorigen  Darstellung 
nicht  zn  ersehen  war,  einer  Dentung  fähig  sind. 


213) 


I  19. 
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Wir  gehen  zonftdist  von  der  Hyperbel  ans,  kürzen  aber  die  Be- 
tfachtoogen  ab. 

Den  Winkel  ^  t  iöeUeu  wir  im  Folgoudeii  UurcU  seiiieii  Nebcu- 
winkel 

Die  erste  Int^sralfanetion  der  Hyperbel  ist 


Ä— t>-a  oder  s — Ä>-a. 


Die  Formel,  welche  diese  Function  mit  der  Pcndelbewegung  ver- 
knüplt,  ist 

216)  ^«-«««  y»*  =  2il*, 

sid  mit  dieser  Bedingnngsgleiduing  steht  die  folgende 

in  Terbindnng ,  welche  ausdruckt,  dass  die  Hyperbel  vom  Kreise  2 
Bogen  gleicher  Zeitdauer  abschneidet  Ebenso  sind,  wie  bei  der 
Ellipse,  die  Geschwindigkeiten  in  den  Schnittpunkten  beider  Gurven 
den  Oidinaten  derselben  proportional. 

In  ähnlicher  Art  folgt  aus  der  zweiten  IntegralfuncUon  der 
Hyperbel 

216)  £  Ii  /   2A;  Z<  1 

die  Fennel 

217)  •  ^  ü»  =  2ä/i, 

u 

and  damit  die  Relatiuu 

wo  2t  die  voUe  Umlaofszeit  bezeichnet. 

Da  man  letztere  Formel  anch  so  schreiben  kann 

so  folgt  nach  richtiger  Dt-utuiig  dieses  Ausdrucks,  dass  fÖr  diese  durch 
217)  bestimmte  Bewegung  die  beiden  Kreisbogen,  welche  dnrch  gc- 
treüQtc  Il}-perbeliistc  begrenzt  werdcu,  m  dcuselben  Zeiten  von  dem 
Ponkte  zurückgelegt  werden. 
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Die  Geschwindigkeiten  iu  den  Schnittpanktcn  beider  Cunren  sind 
jetzt  den  bezüglichen  Abscissou  proportional.  In  welche  Lagen  also 
auch  (Ho  llyperbcln  bei  festem  Mitteipunkt  gebracht  werdea,  immer 
begrenzen  sie  Lagen  gleicher  Zeitdauer. 

•  Man  bemerke,  dass  der  Modolas  der  ersten  Function  kein  />,  der 
der  zweiten  kein  «  enthält,  dass  femer  die  vorgetrasjcncu  Satze  noch 
für  die  Annahme  a  =  ft  —  o,  also  für  die  Asymptoten  Gültigkeit 

haben,  and  dasa  der  Modnlaa  im  letztem  Falle  in  r^tv' . 

Übergeht.  Die  beiden  Intcgralfunctiüucn  lallen  demnach  iu  eine  zu- 
sammen, und  es  hängt  die  resultireude 

 =  U 


mit  der  Relation 

worattB  V     4»  y 

zusammen. 

Demnach  kommen  wir  anf  die  schon  frflher  betrachteten  iate- 
gralfnnctionen  des  Kreises  zurttck,  weiche  also  nor  specielle  FiHe 
sind,  weil  die  dort  durch  die  harmonischen  Punktb  des  Kreises  ge- 
zogenen Geraden  durch  Kegelschnittslinien  ersetzt  werden  können. 
Eine  weitere  Betrachtnng  for  diese  Asymptoten  ist  also  nnndtig. 

Wie  wir  sehen,  schlössen  die  oben  angestellten  Beti*acbtuDgcQ 
für  die  üyperbel  ihre  Asymptoten  mit  ein;  es  liegt  demnach  die 
Frage  nahe,  ob  für  die  Ellipse  ähnliches  zu  ünden  sei. 

Wir  worden  im  Folgenden  sehen,  dass  zweien  sich  schneidendcD 
Gerade u  der  llypcibui  2  puiaiieie  Geraden  der  Ellipse  zur  Seil* 
btuhen. 

Wir  betrachten  die  folgende  Integralfnnction  der  Ellipse 
£ 


wofür 

9 

— 0. 

Diese  Gleichungen  gelton  für  alle  Ellipsen  mit  constanter  kietoer 
Achse  h  und  auTeränderlicher  grosser  o,  da  letztere  in  den  Fonseln 
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Dkkt  Torkommt  Mithin  gelten  sie  ancb  noch  fttr  eine  Ellipse,  deren 
grosse  Achse  onendlich  ist  Die  Conre  wird  demnaeh  zu  2  parallelen 
Gttiden  degeneriroD. 

Die  in  §  lö.  bosprocliL'ueu  Kllipseuverliältnisse  finden  jetzt  ihre 
Er»eiteniDg,  indem  lür  die  vorliegende  Fauction  auch  die  Übrigen 
EUipsenbogen  vermittelst  der  Formel 

ihre  dyiiainisclii'  Bedt  atung  erhalten.  Im  Uehrigcu  bleiben  die  Er- 
Ortenuigen  wie  ürüher. 

Die  analoge  Fmetioii  der  E"ii)sc 

^  p   m  ^ 

J   "'"i* 

ftbrt  auf  entsprechende  Verhältnisse. 

Hier  intereflairt  ans  besonders  das  Folgende: 

Der  Modulus  der  Function  216)  enthält  ä,  lässt  maii  diese  Grösse 
in  N'üll  übergeliet],  so  ^ohen,  n  ^  t,  vorausgesetzt,  die  Fnuctiuneu 
and  die  betreffeudeu  Zeiten  in  den  Fall  der  Integralt'unctiou  des 

Xrelsea  Uber,  da  ja     =  wird.  Von  den  spedellen  Fällen 

ist  also  der  fü»*  die  unendlich  lauge  Ellipse  der  alli'emeinere.  Dal)ei 
haben  wir  2  Fälle  za  unterscheiden.  Da  der  Mittelpunkt  dieser  lang 
gestreckten  Ellipsen  in  einen  beliebigen  Pnnkt  der  grossen  Adise 
gelegt  werden  kann,  so  wird  *  —  Ii  entweder  grösser  oder  kleiner  als 
h  mxi.  Im  ersten  Fall  umscbliesst  der  Kreis  vom  Kadius  «  den  von 
oad  es  ist  die  Formel 

bieiftr  die  entsprechende  (Fig.  14.).  Demnach  werden  die  durch  die 
psrsUeieii  Geraden  getrennten  äussern  Kreisbogen  in  denselben  Zeiten 
beschrieben.  Fär  6  0  fidlen  die  Geraden  und  damit  nnsere  Be- 
tnditnngen  mit  den  aber  die  ^tegralfanctionen  des  Kreises  ange- 
steiltea  znaammen.  (Innerer  harmonischer  Pnnkt.) 

Im  zweiten  Fall  R  —  «^b  liegen  die  genannten  Kreise  ausein- 
ander, and  die  letzte  Formel  geht  über  in 

Wird  anefa  hier  ^    0^  so  ist  <i  —  i^,  nnd  %  «     und  es  ist 

1. 

Aick.  I.  Ibth.  m.  Fh7>.  t.  Bdk«.  M  t.  <^ 
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Der  Ellipsenmittelpunkt  wird  dann  zum  äassern  barmonischeo 
Pnnkt  für  die  lutogralÄinction  des  Kreises. 

Die  Formel  für  die  betrachteten  beiden  FftUe  ist 

in  welcher  p  als  Potenz  aufgefasst  werdea  kann;  sie  lAsst  noch  eine 
eiaÜMsfae  geometrische  Constmction  nu  FOr  q  —  erhjUt  mtn 
ans  die  behleii  Strecken 

♦ 

Fttr  bestimmte  GeschwiddigkeilshöheQ  k  In  ^nem  Kreise  roa 
bekanntem  Radins  #  and  fiftr  constante  Halbachsen  b  einer  EUipee 
von  beliebiger  grosser  Achse  a  bestehen  demnadi  swei  AnsdrQcke  fllr 
die  Centrale  B  beider  Carren,  welchen  2  Zeitrolationen  entsprechen. 
Schreiben  wir  dafttr  die  Integralfkinctioneo 

r  r       ^i»^  n    i:  /"  

t/  yi--2r«sin|*'«      '     J  yi-i:«8inl*'« 


go  bemerkt  man  sofort»  dass  die  obige  Ableitung  mit  der  bekannten 
Jaoobi'schen  Constmction  des  A^Mitionstfaeorems  der  eiliptiseheik  Inte- 
grale in  Verbindung  steht  Dabei  ist  es  wichtig  zn  bemerken,  dass 
statt  der  beiden  durch  den  Abstand  2b  bestimmten  Parallelen  die 
Ellipse  eingeführt  werden  kann.  Dreht  man  also  diese  Ellipse  in 
ihrer  Ebene  so,  dass  ein  fr,  etwa  fr„  verschwindet,  so  erhilt  man  tBir 
den  innem  Kreis 

fur  den  äusseren 

J  yi-iP»8inl*V'*'t/  Vl-Z«8ini*V 


Vi— ^r^sinJ^V 
Das  Absolutglied  der  Gleichung  154)  wird  demnach  0,  oder  es 

(Ä+«)*^8ina«+^*  Cosa«)  *» 
welche  F'ormel  (tor  a  *-  oc  in  die  bekannte  Relation 


ist 
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und  alri  geomtliu^,  ogfl^ytfwte  wd  idriKpiuHcA«  üedeuhtiig* 

(i2+«)COS(9(y»'-«)r=& 

äi»ergebt  and  die  genanute  GleichuQg  wird  zu 

W  +    -     «>^«^i*'*+  (i+ 'r^^^  «*)t«*^' 

+  ^1 4-  ^)  cotuf  —  0  woran« 

Qud  noch  aBdere  Formeln  sich  ergeben. 

Wir  gehen  jetzt  Uber  /u  dem  AUditionsthcorem  der  elliptischeu 
lutijgrale  2.  Art. 

In  §  13.  haben  wir  eiup  Function  dieser  Art  aufgestellt,  welche 
Dücb  für  den  jetzigen  Fall  einer  kleinen  Transformation  bedarf.  Man 
findet  nach  AnsfUhrnng  der  Recbnnngen 


MB)  />'l-Z«8ini»'«rfi*i+  /Vi— Z^sinid-'^rfl*, 


Diese  allgemeine  Formel  vereinfacht  sich,  wenn  =0  gesetzt  wird. 
Wie  ?ot)iin,  Icann  man  anstatt  der  Ellipse  wieder  jene  Pandielen 
«■Maireo,  nnd  die  non  bestehende  Function 

+/yr^*8inlV'^i*4— 2  + sin« 

beliebt  sich  anf  das  Additionstheorem  der  2.  Art 

Dies  Resultat  lüsst  sieh  vcrmHtelst  der  Amplit^dengleicbang  nnd 
des  Additionstbeorcms  für  die  Integrale  2.  Art  bewahrheiten. 

Dss  Ifltetere  ist  in  nnserer  Bezoiohnnng 

Ans  der  gepvinten  Gleichnng  lisst  ^  leic|»t  das  Prodnct 
siai»,gin^^38in^4  »  -cos«  berechnen ^  nnd  es  ist 
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Z*^  eoBtt^2Z       s  o «. 


Domnach  Ist 

Za  der  genannten  goomctriscUen  Constrnction  lassen  sieb  die  Winkel 

a  —  90*  —  ^,      und      leicht  feststellen. 


i  20. 

Eint'  AinviMulmi;^  der  vorhiu  entwickeltfii  Fonneln  auf  den  Kreis 
t'rhillt  man  dadurcli,  dass  derModnliib  »ur  t'llii»liscbeii  lutetzrah'  gleich 
1  i.'est'tzt  wird,  wodurch  aus  den  eUiptischeu  Beziehungen  cyklome- 
trische  werden. 

Lassen  wir  also  in  der  Integralfanction  1.  Art 

welche  vermöge  des  vou  der  llalhachsu  a  unabhängigen  Modulns 

sowohl  flAr  jede  Ellipse  mit  beliebiger  Achse  a  als  auch  fbr  2  Pa- 
rallele im  GrensfaU  a  a  gUltig  ist ,  Z  in  l  ttbergeben ,  so  wird 
h  ^  Jt—e  oder  b^M^R,  Im  ersten  Fall  berflbren  sich  die  beiden 
Kreise,  deren  Radien  bezQglicb  9  und  b  sind,  von  aussen,  im  sweiten 
von  innen. 

Betrachten  wir  den  zweiten  Fall  zan&chst,  so  gebt  die  obige  For- 
mel über  in 

t«  (45«+-y  tg  (45«4-  ^)  tg  (4Ö»-  ^»)tg  (45»+ J)  -  1, 

welche  einfacher  wird,  wenn  fOr  ^  sein  Supplement  eingef&hrt  wird. 

Diu  lüLtgraifunctiüD  der  2.  Art  gibt  fttr  Z  —  1 

Sin     +  sin      -  sin         sin  i»4  =  2  \/f  sino, 
woran  man  folgende  Betrachtung  knflpfen  kann.  (Fig.  14.) 
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4U5 


Man  multiplicire  die  Formel  mit  2s  uud  beuchte,  dass  L^sni^vt 
die  Sehne  bezeichnet,  welche  eiiieu  Schnittpunkt  dos  Kreises  und  der 
Gemdeu  mit  dorn  Kreispunkt  verbiudet,  wolchcr  auf  der  vorlän- 
gerten  Centrale  OK  liegt 

Also  ist  fiOr  die  iiiiiere  Ber&hmng 
fftr  die  äussere 

Zweiter  Teil, 
f.  31. 

laalytlselie  Pintellof  elUptiselier  IntegralAmetloaen 

1.  iu4  2.  AxL 

In  den  bisher  entwickelten  Integralfunctioncn  waren  die  Amplt- 
tnien  der  elliptischen  Integrale  durch  die  Wnrzoln  einer  biquadrati* 
sehen  Gleiekang  definirt,  und  die  Moduli  ergeben  sich  ans  den  Para- 
metern derselben.  Ihre  Bestimmnng  aber  war  gewissen  Bcscbrän- 
kiBgen  unterworfen,  infolge  dessen  die  Theorie  dner  Ergänzung 
bedarf.  Demnach  wftre  die  Frage  zn  beantworten,  ob  es  mOglich  sei, 
SOS  den  Gonstanten  der  Gleichung 

1)  tgq^—Ateip^+atgiif^-'  ctgip+v  —  0 

den  Xodolus  Z  der  Integrailimction 

2]  r      —4-  r  '^^^  1  r  ^^^^^ 

J  Vi— Z«sinV         Vi  — Z»sinvji«    •/  Vi— Z^si'n^Pi« 

deren  Amplituden  Wurzeln  der  obigen  Gleichunrj  sind,  zu  bestimraon, 
and  rs  wiire  ferner  nachzusehen,  ob  noch  andere  solcher  Functionen 
eiistirten. 

Zn  diesem  Zweck  betrachten  wir  die  Gleichung  1),  welche  wir 
in  Ansehlnss  an  143)  so  schreiben 

tgJ^-^tgi^5  +  iitgi^^-C'tgi^+D  -»0 
mul  ihre  Inlegraliunctlon  1.  Art 
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J  l  /  4R« 


Die  oMgo&  Constanten  der  Gleiehnog  lutbeii  um  folgende  Bedeatang 


Vsin         CÖ8  «»)  ^  a^l^ 


(q*  sin    + coB  a«)(7?»—  g')  +  '^^Ha^  COS  ««  +6«  8mtt«)~-o'&» 
^"^  (/2  +  «)*(a»8mo»+a»C08tf^— 

3) 

2Ä-  (a  —  «)  sin  da 


(Ä + «)»(a»  8ia  «» + COS  a*)  —  a  V 

(Jg  >~       sin  tt« +5»  OOS  tt^* 

(Ä+«)2(aa8illo»+d«COB«>)-.«^ 

Die  Aufgabe  bestünde  nun  diLriii4  die  Grössen  sio« 
vermittelst  ABCD  aoszadrQckeii  und  daraus  den  Modolus 

4)  «t. 


a2  — (Ä  — «)2 
herzustellen. 

Der  Tefglttieh  m  ^  mid  C  ergibt  sofort  die  Relaxioii 

c  "  J?-  *  woiwÄ 

Ä  A  +  C 
7"^  A^C 

nnd  eingesetzt  iu  4)  ergibt  sich 
5)  z^^.^^'-'^'l 


Die  eigentlicbe  Untersnchiiiig  benibt  also  lediglich  auf  der  Ermitte- 
luQg  des  Verhältnisses  ^>  das  allerdings  noch  einiger  ZwiscUearech- 
bedari: 

Ans  der  Formel  für  D  erhalt  mau 

MAW^C^) 
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folgt 
oder  auch 

Ans  der  FomMl  A)  folgt  ferner 

a^lß  4  sin  2a  Bin  2a 


«2 


WO 


Die  Elimination  von  sin  2a  in  den  letzten  Funxiüiu 
Beadilen  wir  mia,  dass  die  Formel  für  B)  ttbergoht  in 


90  folgt  bei  Einfttbmog  von 

die  qnadnitiiclie  Gleidrang 
deren  Wnneln 

^  (4P«  -   M±  y(j*/~  4^)2  +  4^2 


iiiid. 
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Der  Ansdrnck  M^4P  kann  aber  Hwreh 

(^2  —  c2)  (1  —  B-^D) 
ersetzt  werdeu,  uud  daö  vurliiutige  Schlussresultat  läl  demuacb 

l)2(^_q2—(i)-l)(l—i/+i))(^a-C'2)-|-i(^a—C2>a) 


Da  hiernach  ^  bekannt  iflt ,  ao  ergibt  die  Snbetitntion  deaaelbeB  in 

5)  den  Modalas 

(/>-l)(2MZ)+0-i^(^+C))-  ^^+^'>^^^-^> 
wclcbou  Ausdruck  wir  trausfornüren  iu 


7}  Z«= 


+2^(^5— 2C)(X)-1)+ 

^  +1. 


2U— C')((/>-l)(2UZ>+6')-^i^(^+C))—  <±KÄl-£?^ 

Da  ftr  Z  swei  Werte  besteben,  so  existiren  demnach  Ar  jede  Uqaa- 
dratiflche  Gleichung  2  Integralfnnctionea,  wie  dies  ja  sdion  fiHher 
geometrisch  für  Ellipse  nnd  Hyperbel  nachgewiesen  ist 

Der  etwas  coniplicirtc  Ban  dor  letzten  Formel  lässt  eitic  verein- 
facbto  Form  wüiis'-Ik  t)  .  mn  iieselhc  für  gegebene  Fälle  in  brancb* 
barer  Gestalt  beoutzcu  zu  kuuuen. 

In  der  Formel  sinor^  ersetzen  wir  ^  durch  den  oben  gefnndenea 
Wert,  man  whrd  dann  haben 
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CO.*«-.  1?  „.  «OTM» 


Fcraer  ündot  maji 


a2 


-  COS«  = 

e 


Ebemo  folgt  am 
«eFonael 


Fttlvt  fflta  Dim  in 


a2 


Ig«     —  cot2a  +  y  1  +  C0t2«« 

den  obigen  Aosdrock  für  cot 2a  ein,  so  orhAit  man  sebliesBlich  die 
redndrie  Formel 

 g5  

Die  eleganteste  Formel  dagegen  gewinnen  wir  bei  Bcuutzang 
<fer  goiuometri sehen  Function 

sin  2a 
^''=l+coß2« 

Die  hieraus  hervorgehende  Relation  lur  JS'^  <=  1  —Z^  ist 

"  CS-f  2i?(l  —    -1-  JD  X  y -  C7)2 -Kl-i^ 4-/>>)2) ' 
^  crinlten  «too  folgenden  allgemeinen  Satz : 
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Mit  jeder  biquadratischeu  GleichuQg 
siud  zwei  lutogralfmictioneii  1.  Art 


r,_  ^  L  r  ^     ,  r  


2 


verknüpft,  dereu  Amplituden  Wurzeln  der  Gleichung  und  deren  Mo- 
dali  durch  die  Formel  9)  bestimmt  sind.  Die  Conetante  C  ist  ent- 
weder «  %K  oder  Noll. 

Vermöge  dieser  Darstellung  kann  man  jede  Gleichung  von  dem 
geometrischem  Charakter  der  obigen  in  Beziehung  bringen  mit  ellip* 
tischen  Integnüeo,  wodurch,  wenn  letztere  wieder  geometrisch  oder 
dynamisch  interpretirt  werden,  bemerkenswerte  Relationen  iwiadiCB 
beiden  hervorgehen. 

lu  diesem  Sinne  werden  wir  uulcr  andern  die  gegebenen  Ent* 
Wickelungen  benutzen. 

Setzt  mau 

9 

^     Vi— ir^sinV"**  q?— am» 
nnd  beachtet  die  Formel 

60  gewinnt  mau  uoch  die  Amplitudenfunction 

10)   ami<j-l~*"^**s+^*ßi"8+^**<     *rctg  j^^^^^i;^ 

Wir  geben  jetzt  die  Integral fuuctionen  für  elliptiscbe  Inlsgnde 
der  2.  Art  und  haben  demnach  die  Constante  der  Fnnction 

zn  transfomuren. 
Man  findet: 
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8 


C»+  2D(l-f-Ä+i9+yu_Q5«-|.(i-i^^jr))i' 
Ke  ofcige  lotegralconsUnte  ist  also 


ilio  haben  wir  folgendmi  Satz: 
liest  vor  die  Gleichnng 

SO  beiteht  mit  ihr  die  Integnlfnnctioii  2.  Art 

,^1 /<^2Ai~^+/>+yu"g)i4.(i--j+5r« 

worin  /  vermittelst  9)  bekauut  nnd  E  das  voHstilndige  elliptische 
2.  Art  ist.    lu  geooietrischen  AnweDduugeu  gaben  diese 


Digitized  by  Google 


412  OcJbin^Aaii«:  JäUptixh«  InUffreUfitneiioMH 

IiiteL'rnlfuuetioncn  neue  Sätze  Ober  diejenigen  Verhältnisse,  welche 
die  Kcctiücatioa  der  Ellipse  berObreD,  wie  wir  dies  gleich  iiacliwei»(m 
werden. 

Wir  fUireii  hier  noch  an,  dass  die  obigen  Ablettongea  sich  sehr 
TminfiusbGD,  wenn  fllr  die  biqnadratiscben  Gleichungen  die  Redo- 

oente  AW—  C>  «  0  bestehL  £8  ist  dann  ^     1—  ^  oderZ'— ^• 
Die  Bodingnng  wird  flu*  die  Wurzeln  durch 

1 

tgqpjtgqp,  =  tgg?jtgV4  - 


ansgodrllckt  und  das  Additionstheorem  gibt 

£qpj+  ^Vt  sin  tpi  sin  9^, 

Efpg + Eip4  =         sin    sin  94, 

also  ist  auch 

sin  9,  sin  (p^ + sin  tp^  8in<p4 


{A  —  C)a+  (1  —  Ä + D)^ 
n.  8  w. 

Für  die  Integralfnnctionen  3.  Art  sind  bozflglich  der  Gleicboog 
151)  leicht  analoge  Formeln  anfsnstellen,  und  man  findcl,  wcna  8pe> 
cicll  M+9  ^  b  gesetzt  wird  für  die  entsprechende  Integralfonction 

£  r  ^  c 

J  cosqp-Yl  — /!J-siu9-  ' 

die  Bedingung 

Wie  wir  schon  frQher  nachgewiesen,  ezistiren  zugleich  mit  den 
abgeleiteten  Integralfnnctionen  zahlreiche  Formeln  symmetriscbea 
Charakters  zwischen  den  Wurzeln  der  Oletehnngon,  unter  welchea 
manche,  wie 

eine  geometrische  Erklftning  zulassen. 


etc. 


Eine  Erweiterung  der  Functionen  lässt  sich  uocii  auf  folgeudcm 
Wcgti  aubabueu. 

Mit  der  in  M*  gegebeneu  Gleichung 
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W/  Vs"/ 

ist  die  daraus  leicht  abzuleitende  kabiscbe  BesolveBte 

verlniflpft.  Ibre  Wurzeln  stehen  mit  denen  der  Hauptgleichnng  in 
folgendem  Znaammenhang 


3^     Bxf     Bx^  dx4 

1  1  _  1  _  1_ 
d'/l'^  d  /1     B^  Bd 


dxi     dXf  Bxi 

1      1  I   L  1 
a£~  azf  +  a^^ 

Bki     dxg     dx»  da;« 

i^"^  Bj"  BJ^ 

Bxf     Bx^  dflSi 

BJ^    ,  9^ 

Mit  der  ersten  treten  demuach  iu  Folge  von  gbe       '  '^^^ 
noch  3  andere  FuucUenen 

^//■f -"//'S) -"A"»'  ^//f)=/** 

auf.  Gelingt  es  nun,  s  als  Fnnction  von  y  za  beBtimmcn,  so  würde 
die  uoch  zu  erfolgende  Integration  dieser  und  der  übrigen  Ordnnngen 
die  allgemeine  Anflörang  des  Problems  znr  Folge  haben. 


f  23. 

Wir  geben  hier  eine  Zusammenstellong  der  wichtigeren  Resnl 
täte: 

Liegt  die  Gleichung 
11)  tg(p*^At^(p-\'Btgip^'-Ct%<p  +  D  —  0 

vor»  io  bat  muk 
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12)  V  yri:,i;28ii^«* 

Ferner  ist  mit  der  Gleichaug 

cot^*— Acotip^+/icot<p*— i5cot9P  +  Z>  0 
die  Function 

■   '^^^  r 

V  Vi— Aasin 
verknUpft,  und  es  igt 

^     + 2Z^ (1  -B+D+Vu^2l^Ji^+Df) 

Ans  den  Modoli  folgea  die  Eelaüonan 

1  SS* 

Fttr  <)ie  kabische  Gleichnng 
gelten  die  Foimeln 

r       ^1     _  .  /^y»  ■   A      ^  __^r 

lö)  Z»-  ^5  

Bemerkung.   Wird  in  14)  >i  =  0  gesetzt,  so  besteht  für  die  re- 

ducirte  Gleichung    tg  97^  —  ^  tg  9  —  c  «-  0  bei  Benutzung  f on 

C  2 
tgi  =  ^_|_^  der  Ausdruck      —  ^cot  Jf. 

Ferner  ist 
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Bin  ^*    «/Vi — sin  qp^^ 

16)    l*»-  ^ 

B«+ 2C(C— i4  )±  y    —  C)2+  (1 — B)« 

Legen  wir  endlich  dio  Gleichung 

cot       ii  cot  ^4- ^cot  9 — C  K»*  0 
m  Gmnde,  so  gilt  zunächst  die  Function 

Vi  — J  >1  — ft-siuTi^    J  y i  — - fi^siu 9)3- 


2K 


17)  j»'2  «  ^+2C(C-^±y(--!-C)2  +  (l-Z?)2) 

aod  noch 


sin9>j2    ^  yi  — v^singja^         yi  — v^s 


16)  V 


Sin  ip^ 

C2 


2(1 — Ä  ±  y  M  -  +i—B)^ 


Man  kann  in  den  obigcu  Gleicbangon  tgg?  ^-fttgi^  setzen  und 
in  den  Ausdrücken  für  Z'^  etc.  für  geeignete  Werte  Yon  h  dio  Modnli 
Terein£schen.  Auf  Gleichoagen  2.  Grades  kommen  wir  nachher  bei 
Betraehtmig  der  SchliessaiigBCiirveii  zurttck. 

Man  bemerke  noch,  dass  die  Aufgabe,  für  4  gegebene  Ampli- 
tüdtn  (f  den  Mo  lulus  derart  zu  bestimmen,  dass  die  lutegralfunctiou 
12)  hierfür  erfüllt  ist,  durch  das  Vorstehende  ihre  Lösung  gefunden 
hat 

§  23. 

Die  gegebene  Abltiituug  des  Wertes  für  den  Modulus  Z  aus  den 
Constanteu  der  Gleichungen  können  t^h  noih  iu  anderer  Hinsicht 
vemerten  und  damit  die  Bedeutung  der  Functionen  erweitern.  Wie 
das  Beispiel  der  Kegelschnitte  zeigt,  steht  mit  den  Amplituden  q)iq>^(p^ 
die  vierte  94  durch  die  Function 

in  Terbiaduig. 

Man  kaiiü  nun  diese  F'uuciiou  allgemeiner  lassca  und  alle  Werte 
von  zu  bestimmen  suchen,  welche  den  lulgouden  Relationen  cnt- 
iprechen: 
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—F^+Ft+F^  —  F^4. 

Dio  Aufgabe  würde  sich  also  zu  einem  Additionstheorem  gostalteu 
mit  der  Forderung,  zu  drei  ^e^ebeneu  Amplituden  go  der  er  ptischen 
Integrale  1.  Art  dio  Amplituden  ihrer  a'gebraiscUcu  Sun  me  an- 
zugeben. 

Die  CoDStantou  in  der  Formel 

C«+ 2D{1 — B+Z)+y(i4  —         (f—  B+  D)«)* 
haben  die  folgende  Bedeutung ,  wenn  tg  qp«  =  tg  ^     Z  gesetzt  wira, 

2/  =.  tg  g      9' j,  4-  tg  (jpjj  tg  <?^a  +  tg  93 9>i  +    ( tg  g-'i  +  tg  9ji  +  tg  9>a), 
Da  tpttPtVi  bekannt  sind,  so  schreiben  wir 

tg(pi4-tg<^,4-Lg^3  =.  a, 

tgyitgvjtgy,  —  c 
und  daher  ist 

Z>=  ca. 

Substituiren  wir  diese  Werte  in  Z'-  und  schaffen  durch  Qua- 
drircn  die  auftretenden  Wuizrln  fort,  so  resultirt  nach  einigen  Ent- 
wickeluugen  die  folgende  lür     biquadratische  Bedinguugsgleichung 
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/  (a-6cZ'«)(l— Ä»^'»)— 2(«-c)(l-i»);?r'V*-l-2(l-A)*Z'»y  \ 

■M(a-c)(l-*}Z'»«?-2(l-&)Z'Ma-Äc^'«)+(l-»)(l-**JSr'^)  j 

-f-(fl-c)Z'V(a«— Ä>V^)— 2(a-c)(«-icZ'«) 

+<Ka«-c»JZr'«)+l-ft»-((a~<r)»+(l-*)t)  -  a 

Um  diese  Formel  aof  das  bekannte  Additaonstheorem  1.  Art  mit 
2  Amplituden  anzuwenden,  haben  wir  9>8  0,  also  ^  0  sn  setzen 
and  die  Gleiehnng  19)  wird  zu 

Ig^^l— 2tg^?(a^(l+6-i^'^;-2^(l-Z.)(l~6/J'^j)+aV-'4Z»)^0. 
worin 

Aas  dieser  Glcicbong  oder 

ig<i^i-ir'«tg<p,»i«vi«)«-8tg#^((tg<pi»+tg9?,«)(i+^ 

4-2(1+ ^'^)tg<3P,^tg<;p,=*)+;t€0P,*-tg<y3-')-  =»  0 

erhalten  wir 

•.-«J-»,,"    ^/(tgyi*  ♦  tgy«)(H-^^Hgy,^tgy,^)-i-2(H-Z^«)tgy^^g,,\ 

iß^f'i  i-tgt^/r«^^   —    ~(r-if'%v"tg<i>i^)''  y 

fi,  f».i.  —  tgyi'—tgyg» 
woraus  nach  einigen  Rechuungon  und  Umwand! ungeu 

tg^l-ftg^J-Agv,  l_z'»tg(p'*tg9,*  ' 


weiche  aucli  so  geschrieben  Nveixl^  u  kuuuen 

»BVl"r»«V»  "°  C0S<p,^C08yj* — Z'*  siü  <Pi'' 6111  q>i* 
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^Pi-t&S^M  -  ^ eofl -^«8in 9»i«Bm ^t'"^ ' 

Hieraus  iässt  sich  uocb  ableiten 

Führen  wir  ein 

\%ff^Jq)^  =  tg<r,, 

80  folgt  aus 

«l'l  +  ^'9  «  2(F„ 

»i'i  —  ^  — 

schliesslich 

^  ffj  —  (J,. 

Aaf  diesem  Wego  sind  irir  also  tu  bekannten  Besultaten  gelangt. 


§  24. 

AMeltnng  einer  2.  Integimlfnnetfon. 

Wir  werden  uns  jetzt  mit  der  trage  beschäftigen,  ob  es  ausser 
den  vorhin  gefundenen  noch  andere  Integralfunctionen  gibt,  weiche 
den  eiliptlBcbea  Integralen  1.  und  2.  Art  entsprechen. 

Wie  mau  im  vori^;eii  §  gesehen  hat.  Laugt  die  Existenz  derselben 
davon  ab,  darcli  eine  analytische  Hetrachtuug  einer  geeigneten  biqna- 
dratischeii  Gleichung  von  geometrischer  Bedeutung  zun&chst  eine 
elliptische  Integralfuuctiou  zu  erhalten  und  ferner  den  aus  den  Pa- 
rametern der  Gleichung  zusammen  gesetzten  Mudulus  durch  die  Lou- 
stanten  der  für  sie  substituirten  Gleichung  4.  Grades  zu  bestiromeu. 
Von  den  wichtigeren  Glcichuugssystemen  dieser  Art  wählen  wir  hitr 
noch  die  folgende  Fuitction  aus,  welche  sich  den  vorigen  ungezwuü- 
gen  anschliesst 

Wir  greifen  nodimals  auf  die  Gleichung  143)  zurück,  um  die- 
selbe für  nnsem  Zweck  einer  Transfennation  zu  unterwerfen. 

In  der  Jb  uucUon 

2; 


fftbren  wir  folgende  Snbttitationcn  ein 
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In  Folge  dieser  Belfttioaen  gebt  die  Gleicbnng  107)  in  die  fol- 
gMde  ftber: 

cüS9*>2^  -Z6iö«.co8gp^+-^(  ^sina*—- —  -+^^08«-)  cosqp- 


,^»««.cosH-'—  16^2  -z*=o. 

und  auch  hier  ist  zn  entscheiden,  ob  durch  Vergleich  dieser  mit  der 
ihr  identischen  Gleichung. 

sieb  die  Relationen  sin«  etc.  der  ersten  Gleicbnng  durch  die 
CoDftUuitea  der  zweiten  und  damit  der  Modulus  der  Function 

bestinnen  lasaen. 

Zu  diesem  Ende  setzen  wir 

« 

^--2Z^J/-sin«, 

^^^\  ^  2ä2  ) 

^ igiiv 

Die  DiTision  von  ^  ergibt  zunächst 

T  

t7* 
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Foraer  iit 


32) 


4  K«  2* +2  U  V 

alioi^lauch 


folgt 


woraus 


Ava  21)  folgt 


i2 

1  

2  * 


wir  seueu  hiorin  am  23)  üea  AusdmÄ  ftr  ^ 

4^4-7)- C»)     /'^  ,  *.  r 1  k«.^ 

26)  ziAi  ^     +      •  M«**^- 

Alt  der  letitwi  Ftoni«!  »  V«*ii*tag  ■»  2*> 


.4/)— "  * 


27)    cofcö-  -  —         c)ä        R  A-C 

Pividirt  mÄii       rf  U  der  Gkidnmga  inctk 


5  X-i 
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Aus  2:2)  folgt  aber 

In  Folge  dieser  Worte  gebt  die  Gleichung  28)  nach  einigen  Be* 
dBcüonen  ftber  in 

Entwickelt  man  nach  Potenzen  Ton  so  erhält  man  die  qna- 
dratlache  Gleicbnng 

m 


2  A  \  C  1 

Da  «  —  ^  and  ^  «  X'  ist,  so  ergibt  die  AttAösang  fol- 
gendes Resultat. 


+SCD+ACi^ABB+4JSCD—aAD'^—  C 
DemgBBiftss  baben  wir  den  Satz: 

Hit  jeder  biqoadratiscben  Gleichung  vou  der  Form 

31)  COS^*— ^COBqp'  +  ÄCOSqp*— Ccos9  +  Z>  —  0 

ist  die  iBtegralfnnction 

^t/  yi— Aäsinv*« 

mkiiui>ft,  deren  Amplituden  durch  die  Wurzeln  der  Gleichuog)  uo^ 

dcrcu  Modulus  durch  den  Ausdruck  in  30)  bestimmt  sind, 
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Letzterer  karni  aach  ans  der  Formel  fttr  Z'^      —  n&niticli 


berechael  werden. 

Ferner  steht  mit 

sin  9*  —  w4  sin    4- B  sin  g)«  —  C8io9 + J^=0 

die  Integralfonetion 

 rf<Pi     ,  p  1  r 

^«7  Vi— M^mnv«* 

in  Verbindung,  deren  Modolus  t*  aus  dem  für  k  gegebenen  Ausdruck 
vermittelst  u^X'^  —  1,  worin  »'8  ^l—u*  und  A'^  —  1  — berocbnct 
werden  kann. 

Fflr  Olelchnngen  dritten  Grades  ist  sa  beachten »  da«  aoi 
co8  9>4  =  0,        90^  foJgt,  das  entsprechende  Integral  also  vm  ▼oU- 

ständigcn  Integral  K  wird. 

Um  die  elliptischen  Intcgralfnnctionen  2.  Art  anfisasteUen,  haben 
wir  die  Oonstaate  der  Function 

Z y  Vi  —  A»sin^  -  2*|/^cos« 
zu  transformiren. 

Dieselbe  wird  vermöge  A  =  ^'2Z -sma  dnrch  —  ^cota 

anigedracht,  nad  wenn  wir  noch  cot«  «nfthren,  so  erhilt  maa 
schliesslich 

z  r  z'2— i>  • 

Vermittelst  der  Kegelschnitte  sind  wir  al^o  durch  das  Vor«;tc- 
hcndo  in  den  Besitz  zweier  Integralfnnctionen  gelangt,  welche  $ai 
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einzelue  Teile  der  Geometrie  neues  Liebt  za  werfen  im  Staude  sind, 
lo  den  folgenden  §§  geben  wir  eine  Anwendung  derselben  in  geo- 
OKtrischer  und  dynamischer  Betracbtnng,  nm  die  entwickelten  Func- 
tbaen  so  viel  als  möglich  za  Terwerten.  Ob  noch  andere  als  die 
pgebenen  mOgUcb  sind,  werden  wir  später  entsciieidett. 


§.  25. 

Qeemetriselie  Anwendungen. 

Eiu  Kreis  vom  Ilalbme^ter  h  schneide  eine  Ellipse  in  4  i*unktcn. 
Wir  ziehen  senkrecht  zur  JV- Achse  durch  dieselben  Gerado  bis  zu 
kva  die  Ellipse  umscbliessenden  Kreis  und  bezeichnen  die  Winkel 
zwischen  den  entsprechenden  Radien  a  und  der  kleinen  Achse  mit 
(T  I)ie5elben  werden  durch  die  Wurzeln  der  folgenden  Gleichung, 
in  welcher  R{a)  die  Polarcoordinaten  des  Kreismittelpanktes  dar- 
steUsD,  gefonden: 

tgg»*((Ä2— *2-|-a2)2  — 4i22„2cosa^)  — 4aÄÄ^  8in2atgg>^ 

34)  +(2(Ä»— ««+a«)(Ä«— «a+Ä«)— 4Ä«(«9cos«»+Ä«Binoa))tgg)« 
-4aUZ*sin2«1g9»+(J2>— 4m>Bino^  .  o. 

Wenden  wir  hieranf  die  erste  Integralfnnetion  an,  so  erldUt  man 
ab  Hodolns 

ud  die  FonctioD  ist 


Bemerkenswerter  ist  die  Integralfnnetion  der  2.  Art,  wenn  die- 
seibe  anf  die  Toriiegende  Ellipse  bezogen  wird.    Man  hat  nur 

b 

Z  «  >  za  setzen,  and  die  Bedingnngsgleichoug  hierfür  ist 

36)  ^^JB*dn2«»-4^(a*co8««-6Hin«2)+(/r-'-~*2+a-^ 

weshalb  nach  33)  resultirt 

37)  E^t  +  £iPt+Eq>^+£qf4, 

-  2 JS  +  i  [/^  (a2  cos  «a — sin  d»)  -  2(ifä — ,«) — a2 — . 
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oder  wenn  wir  die  ElIipsenbogeD  (iKfpt,  =  Sn  eiufabren  nnd  die  Con* 
Staate  dordi  Elimination  Ton  *  traoBformireii 


Setzt  man 


so  erhält  man  die  Corvengleicliung  4.  Grades: 

2 


Die  algebraische  Snmme  der  Etlipsenbogen  bldbt  fttr  den  Fall, 
dass  iZ(«)  anf  dieser  Corvo  bleibt  und  »  durch  36)  bestimmt  wird, 
constant 

h  iir  Gltuchungeu  3.  Grades  wähleu  wir  den  l  all  dir  Norinalen 
einer  Parabel.  Der  Schnittpunkt  der  Normalcu  habe  Uic  Guordinaten 
/?(«)  in  HnziiK'  anf  den  Breimi unkt.  Der  Polarwinkcl  eiues  Nor- 
nialcnfusspuiiktt's  sei  9,  vom  bcheitel  an  gerechnet.  Die  bezügliche 
Gleichung  ist  dann 

41)  tgld«+(l+^yco8a)tgi^-^8in«-.a 

Der  Modulas  der  entsprechenden  Integralfnnction 

'^J  Vl-Z«BinW""*^^ 
ist  sehr  einfach,  da     ^  b  »st,  also  ist     =         *  . 
Fahren  wir  ^'     ltiü<><-^  ein,  so  orhUt  man 

42)  cot*'^+(l  +  |^cosu)  cot4*'— ^»in«  —  a 

R  T  R 

Der  Modttlns  wird  wegen      »  - ,   ,  und  dio  Fonc- 

r  F 

tion  ist 
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—  K 


Will  mau  diese  Gleichungen  auf  die  Pendclbeweguug  anwenden, 

r — R  2» 

80  ist  Ülr  die  ▼ortiegendc  Function  — —  =  -j  elnznflihron ,  wo  Ä 

die  Geschwindigkeitsliöhc  im  tiefsten  Puukt  dos  Kreises  vom  ilalb- 
mosser  «  ist  Für  r  »  A  ist  s—R  ->  2«  und  es  ist  ^  = 

Sbn  flieht,  daas  du  Yerhftltiiiss  r  nur  von  -  abhftngt 


Setzen  wir  demnach  in  v    1  —  ^       VerhÄltniss  -  =  /  fest, 

Ar  r  ' 

SO  erhalten  wir  wegen  r     — ^  .  auch  /  =    co8j«*=  (1  +cos«). 

An  dieser  Gleichung  erhalten  wir,  wenn  die  ««Achse  nach  der 
positiven  Richtung  der  Parabel  genonunen  wird,  als  Gleichung  fttr  den 

geometrischen  Ort  constautcu  Verhältnisses  £  die  Parabel 

A 


Tdeiche  mit  d«'r  gegebenen  cuufucal  ist.  lliüiboi  kauii  der  Krois  und 
die  Geschwiudigkcitsliölu'  des  in  ihm  sich  bewegenden  Punktes  be- 
liebig gewählt  werden,  ihr  Vcrhältuiss  muss  aber  constaut  bleiben. 

Dieser  iunern  Parabel  entspricht  eine  polare  äussere  confocale 
Parabel 

•b  geometrischer  Ort  der  Schnittpunkte  dreier  entsprechenden  Nor- 
malen der  gegebenen  Parabel,  deren  bezügliche  Zeiten  t  der  Be- 
wegung durch  die  Relation  ^  +  ^' + — '^^^  verknüpft  sind.  Da  f 
üad  damit  der  Modulns  ^  i  ist,  so  entspricht  bekanntlicli  die 
Beweininir  dein  Falle  der  vollen  Umkreisung.  Die  derselben  Ampli- 
tude !^  entsprechenden  ;>  Parabclradien  JirJi'  Ijaben  wir  schon  er- 
wahuL,  die  liolatiüu  r-  —  Uli'. 
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S  26. 

Dio  OleichaDg  34)  im  vorigen  |  iiimmt  fttr  die  UnbekanDte  cos^ 
folgende  Gestalt  an: 

.  ,  4i»  .          ,  ,  /4Ä«(a«c08a*+^in«»)   (a«+Ä«—«')  \ 
co89*+-^  8ma,co8g?^+ 1  ^  ^  jcos^* 

42) 

— ,  aina.  ^  ttwri  ^  ^oo8«»-.a 

Aaf  diese  Gleichuog  lässt  sieb  lUo  iu  §  24.  ontwickelte  Cosinas- 
functioB  aDwenden,  deren  Modulas  1«  ^  J-,  =  jz-^^  ms  der  dort 

cutwickolteu  Form  oder  auch  aus 

bcrechuet  wcrUcu  kaou. 
Ks  ist 

4itfir+8C— 64    e  sinaooso*» 

^«/)  -     -  -  64  sin    cos  «* 

Wir  setzen  andi  hier  Z''  =  ~  ^,  fest,  beseiciiaeB 

 3  °f 

und  erhalten  scliliesslicb 


siu 


(1  — Jf)2-  ^ 

^4-r--;^-*coso« 
und  y  wird  bestimmt  durch  eine  Gleichung  4  Gradee 

+  '«  TT-cosc-  r-smcr*  —  ü. 
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Die  BedfiutDiig  deradbon  ist  die,  dass  za  Jedem  Paukte 
öl  der  Ebene  einer  ElUpie  4  durch  die  Wurieln  dieser  Gldcliong 
Minimte,  nnd  m  ^  ^üß+Jfi—^  vier  Radien  bereclinct  werden 
bBmien,  deren  eatoprecbende  Kreise  nnf  der  Ellipse  Bogen  begren- 
M,  weldie  dnreh  die  Formel 


c2  ^    ,    4J?         1— sf 


4i)      Ä|/l-^rin9«-Y«^,/S— - 

iB  yerbindoog  stehen. 

Alb  2.  Beispiel  wiililen  wir  die  Gleichung  iIlt  ^ormalca  Uer 
Küiffie  aod  zwar  in  der  leicht  abzuleitenden  Form 

«•^+^?ria«'C0S9*+^  (^cß  —        ti^sina'^cos^'  . 
 ^gin«.co89  ^8ina«s=sO. 

Die  Anwendung  der  bezüglichen  Integralfuiictiou  auf  diese  Glei- 
rbnng  würde  demnach  eine  Relation  zwischen  den  4  duroli  di*»  Nor- 
fflalcofnsapnnkte  besUmuiten  Eilipsenbogen  ergeben,  wenn  wir  wieder 

A*  —  ^  setzen. 

Die  aus  dieser  Aunahmc  hervorgehende  liodiiigongsgleichnng 
wird  sehr  einfach 

^._J  L 

4J»     Sin««     Cosa*  ' 
oder  in  Cartesischen  Coordinaten 

and  hierfür  ist  zunächst 


-~  —  2Ä', 


n/ — 7*   2ä  1/i+';4-«o«' 

m   £  I  l/l--,sin9«rf9- —  sioa  1/  

^  **  **        r      1  s  sino* 
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oder  die  algebraische  Summ*'  der  Eliipseubügcn  ist,  im  )iaiX  i4(c) 
auf  der  obigen  Carve  liegt,  durcii 

2Ä  /   

ansgedrttckt 

Bemerkt  man  abor,  daaa  diese  Corve  ae^^>  ->  cHß^^y^)  ab  ein- 
zigen Parameter  die  Excentridtät  der  Ellipse  besitzt,  so  gewinnt  man 
das  allgemeinere  Resaltat: 

Mit  sätnmtlichcn  coufocalen  Ellipseu  von  der  ExcentricitM  c  ist 
eine  eigentämlicbe  dnrch  die  Gleichung 

cbaraktcrisirtc  Curvc  verknüpft .  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass 
dio  von  jedem  ihrer  Paukte  /'(«)  zu  jeder  Ellipse  gczogcueu  4|jor- 
malen  entaprecbeude  EUipsenbogen  bestimmen,  deren  Summe 


^1  4-  ^%  +  'S»  +  «4  =  2Ä+      Va^cosa»— *«8iBtt» 

ifi  !^'/!iL'  :inf  den  entsprcchendpii  doppeltou  EUipsen^uadranten  'iH 
um  eine  algebraische  Grösse  differirt 

Wir  wollen  noch  an  dieser  Stelle  orwfthnen,  dass  die  in  I  §  1. 
benutzte  Cnrve  4.  Grades  y  =  — ox' + 6«* — <^ + aus  welcher 
die  Besultante  tgr*  — ^tgr^-f-irtgT'+J?  hervorging  in  Fulj^u  der 
letztem  auf  dio  Integralfanction 


/ 


«  2K 

yi-Z«8inT« 


fuhrt,  worin  Z  vermittelst  \))  1  ostimnit  werden  kann.  Da  in  des 
Constanten  B  und  D  die  Grösse durch  d — y  ersetzt  werden  niuss, 
so  erhält  man  für  alle  der  JC-Achsc  parallele  dio  Curve  in  4  Punkten 
schneidenden  Geraden  die  entsprechende!)  ohjueu  Functionen,  in  wel- 
chen die  Amplituden  x  die  Winkel  sind,  weicbo  die  Tangenten  der 
bezüglichen  Punkte  mit  der  X-Aohse  einschliessen.  Da  ferner  die 
Resultante  von«*— a«»-f-te— c— y— 0  und  3«*— 2a*-|-*— tgT*=ü 

tgr3  —  (a^  —  3^)  tg  T*  —  (4<|3<;  —  a%i  —  X^tihc  +  4*»  +  27c=0 

ist,  so  folgt  hieraus  nach  I  14)  die  Function 
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f 


dU;r  


and 


Die  anf^eführten  Ik'ispicle  lassen  erkeunen,  liass  man  mittelst 
der  eDtwicki'lt»'ii  Iiitegralfuuctiuiu  ij  zu  neuen  Eigenschaften  der  Curveu 
gelangen  kann.  Auch  die  folgenden  auf  die  Kegelschnitte  sich  be- 
richeudeu  Erurteruiigon  werden  noch  einige  bemerkenswerte  Resul- 
utc  uuti  Siitzo  7u  Tage  fördern ,  die  wir  in  dynaraiscbom  und  geo- 
metrischem Sinn  verwerten  können. 

lasaen  wir  die  Bezeichoiingen  wie  frflher  and  fahren  als  Unbo- 
kumle  die  Brennstrahleii  von  einem  Brennpunkt  nach  den  Schnitt" 
punkten  von  Kreis  und  Kegelschnitt  ein «  so  ist  die  betreffende  Glei- 
ehong 


worin  y^H^-^-b^  —  t^  variabel  angenommen  ist 

Nach  einigen  Itochiiungon  und  Transformationen  erhalten  wir 
durch  Anwendung  der  Formeln  I  13)  auf  obige  Gleichung  den  Ans- 
drock 


ni  welchem  Integral  die  Constante     1  sein  moss. 

Dasselbe  steht  mit  einem  andern  in  der  Centraibewegung  vor- 
loinmondeu  lut&gral  iu  cigcutUmlicheni  Zusamnieuhaug«  was  wir  zeigen 


^i8ina--t-:>^^  j-i- ^  ycosajr 
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Die  Theorie  der  Pianeteubewegung  iiat  bekanotUch  die  Be- 
wegangsgleicbaugen 

Aus  den  ersten  beiden  erhalten  wir  dnrch  Moltiplieation  mit  2r«  b«. 

tU^  ^  ^ 

woraus 

Das  2.  Kopler'scbe  Gesetz  gibt 
woraus  durch  Qaadriren  und  Transfonnirea  der  Ausdruck 


und  hieraus  crhaiteu  wir  Uas  bekannte  Zeitiategral 
54)      <  - 


der  planetarischen  Bew^ng,  in  welcbem 

ist  Der  Vergleich  dieses  mit  dem  noch  mit  r  mnhiplicirten  Integral 
51)  Ifisst  die  Identitftt  beider  erltennen. 

Aas  der  Integralfnnction  geht  also  znnflchst  die  Belation 

rdr 


bR  yasina  , 


U.  i.  die  Formel 
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p       ^StD  ft 


hervor,  in  wekher  (  die  Umlanfszeit  iu  der  Ellipse  liedentet. 


Üi  der  Ceatralbewegiing  nach  dem  Newton'scben  Gesetz  ^  ist 

die  SoTDine  der  4  vom  Perilicl  au  gerecbueten  Zeiten  bis  zu  den  4 
Darchschnitten  des  Kreises  nnd  der  Ellipse  für  alle  conceiitrisLlien 
Kreise  eine  constante  (IrOsse,  welche  auch  dann  noch  unverändert 
bleibt,  wcmi  die  Centra  der  Kreise  auf  einer  mit  der  grossen  Achse 
parallelen  Geraden  fortrücken,  liieruach  ist  bei  2  concentrischcn 
Kreisen,  welche  4  E!lipseiibüi,Mn  begrenzen,  die  Summe  der  Zeiten 
für  die  Zurückleguug  dieser  btrcckoD  im  1.  und  3.  (Quadranten  gleich 
der  im  2.  und  4. 

Dies  gilt  aUgemein  fftr  Parabel  and  Hyperbel. 

Führt  mau  t,  —  und  t^'^t—t^  ein,  so  ist  (^i-j-^t)  — 
(^s4~^i)  ^'t  wouach  die  t  cbeufaUs  vom  Peribcl  au  geuommeu 
«ad. 

In  diesem  Sinne  bildet  der  Ansdrack  t^i-\-t^  als  Summe  der  Zeiten 
Tom  Perihel  bis  zu  den  entsprechenden  beiden  Schnittpunkten  von 
Kreis  nnd  Kegelschnitt  mit  dem  analogen  r^  +  r^  von  demselben  An- 
&ogspunkt  an  gerechnet  zu  den  andern  Schnittpunkten  beider  Cnrvcm 
eine  constante  Differenz,  wenn  der  geometrische  Ort  der  concentri- 
ichen  Kreise  eine  znr  JT-Achse  parallde  Gerade  ist 

Diese  Kelatiouen  können  auch  noch  auf  anderm  Wege  gefunden 
«erden,  und  zwar  für  die  Ellipse  des  Kepler'scben  Problems. 


Die  folgende  Untersnchnng  basirt  auf  der  Untersnefanng  der 
OMchnng  I  107)  oder 


ia  welcher  wir     oder  auch  a--^Jfi  —  ^  variabel  bLti  achten. 
Die  bekannten  BCethoden  fahren  auf  das  einfache  Integral 


$  28. 


56) 
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sowie  auf 

Fuhren  wir  den  excontrisclien  Winkel 

ein,  80  erhalten  wir  vermöge  yf/y  +  ^r^Za-  — 0  ans  dem  letzten  lat^^gral, 
welches  wir  hier  unr  betrachten  wolleu,  das  Flücheniutogral 

57)  £jydK^C  oder 

Hieraas  gewinnen  wir  das  Besoltat: 

Die  durch  die  letzte  Formel  charakterisirto  algohmisclh  Summe 
der  vier  von  den  Durchsclmitten  eines  Kreises  und  eines  Kegi  lsr  lniitts 
bestimmten  Flächcustttcl^c  des  Letztem  ist  fttr  alle  couccntriscliea 
KrciBO  coastaut. 

Um  diese  Coustante  zu  bestimmen,  bemerke  man  die  folgende 
Darstellung: 

»  j(2;29+£ain2<p). 

Da  aber  ^g?  -=  u  und.-^sin-^y  =  1^  ^  sin-«  ist,   so  erhält 

h 

man  für  die  Ellipse  bei  Benutzung  von  tgc  •» 

V 

fQr  die  Hyperbel  dagegen 

Vi—yi'\'yi~y\       ^  iP»in2«  =:  lPain2«.Bio2Ä 

c 

Hieraas  folgt  also  allgemein : 

Schneidet  ein  Kreis  einen  Eegdachnitt  in  4  Pnnkten,  und  werden 
die  dnrch  diese  Sehnittpnnkie  hostimmten  Flftchenstacke  /  j^s 

Kegelsehnilts  mit  y  bezeichnet,  so  is*  die  Samme     —  y^-j-^a —^4 
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für  aiJe  concentrischen  Kreise  und  überhaupt  cODStant,  wenn  der 
^geometrische  Ort  der  (  caira  doraeibeu  eiue  gieiciiseitige  Hyperbel 
llr^u  2a  «  2a:y  =  ist. 

Da  dies«*  Satz  alle  Kegelschnitte  amfasst,  so  gilt  er  aach  noch 
fllr  die  Asymptoten  der  Hyperbel,  woraus  der  neue  Satz  sich  ergibt: 

Werden  2  den  Winkel  2<  elnachlieesMide  Geraden  von  einem 
Kraise  geschnitten,  dessen  Centmm  Tom  Schnittpunkte  der  Geraden 
die  Entfernung  R  bat,  und  ist  der  Winkel «  welchen  R  mit  der  den 
Winkel  2c  balbirendcn  Geraden  als  JT-Achse  einscbliesst,  a,  wer- 
den femer  die  4  Schnittpunkte  auf  diese  Achse  projicirt,  so  ist  die 
Somme  der  Dreiecke 

60)  J,  —    +  Ja  —  ^4  —  l{*sinSttsin  2i" 

Ar  aUe  concentrischen  Kreise  nnd  Überhaupt  eine  constanto  Grösse, 
ireDs  dies  mit 


ft)  tg*(45M- 1')  ig  (450+  ^)  ig  (45«+  ^)  tg  (450+  ^) 


2Jfeicosg+g*+-^^*' 

erhalten  werden  können.  Die  Constante  kann  durch  Transformation 
nf  einen  nehr  einfachen  Ansdmck  von  Tangenten  gebracht  werden. 

B  e  Dl  e  X  k  u  u  g. 

Die  4  Badien  des  Kreises  nach  den  Schnittpnnlcten  des  Eegel- 
sdnitts  miygen  mit  den  Tangenten  dieser  Panlrte  die  Winkel  d  etc. 
blto,  ebenso  sdiliessen  diese  Radien  mit  iZ(a}  die  bekannten  Winkel 
^  ftr  einen  dem  ersten  uucudlich  nahen  concentrischen  Kreis 
ms  Badins         haben  wir 


/Z*  sin  2«  sin  2c* 


der  Fall  ist 


Wir  Ihhren  noch  beilinfig  an,  dass  ans 


die  Beziehungi 


abo  auch  nach  Festatellnng  der  Constanten 


94^  «-  <lf  tgd. 


Aiih.  Im  MBlk.  «.  FkjB.  8.  B«ilifl,  T«U  L 


IS 
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Summiren  wir  und  beachten,  dass        ^  {)  ist,  so  folgt 

=  0. 

Führen  wir  ferner  iu  45)  als  Unbekannte  die  Tangente  desselben 
excentrischen  Winkels,  also  tg^qp  ein,  so  wird  man  f(ir  die  £Uips€ 
die  folgende  Gleichung 

62)    tgi<j)*(«-— i?»— A*— 2i2Ä8ina)-|-4i?acosa.{g^<p4-(2(*»— Ä«) 
~4<i«4-2Ä*}tgiqp^-i-4Kaco8otgig)+(*"— i2"-^2iZÄ8in«)  —  0 

aufstellen  kuuuen.  Der  Modulus  der  intcgralfunction 


^sin^ 


2K 


folgt  aus 

_       cos  ff»H-  c'C** — -g*  -  ft'— 2i?6aip  «) 

FUr  dift  Function  2.  Art  setzen  wir,  nm  die  Integrale  dnich 
Ellipsenbogen  anszadracken  z'  -«  -  und  das  Resultat  ist 


Xa  y^|/l~^,nn^*<li9  — 2£0+2ViZ&6ina 

Jedes  Integral  dieser  I'uuLtiou  drückt  den  zur  halben  oxcentri- 
scUcn  Anomalie  {gehörigen  Ellipsenbogen  aus.  Bezeichnet  man  diese 
Bogen  durch  iSj  etc.,  den  EUipsenquadrauten  durch  iS,  so  ist 

64)  5,+5|+£|j  +  54  =  2S+2yRb%\ütt 

in  welchem  Ausilruciv  die  Constaute  wie  in  einem  früheren  Beispiel 
von  ifsinoc  abhängig  ist   Diu  Winkel  q>  gehen  von  0  bis  n. 

Die  Bedingungsgleichung,  welche  den  g(  omotrischen  Ort  der  Krei«- 
(-eiitr  )  !ur  die  Existenz  der  letzten  Functiuu  bestimmt,  führt  aut  die 
Hyperbel 

V^'  c*    7      «r»     4<.«A»,  .» 
•"^   ii  + 
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AMeltur  te  8.  IntefnlfliBettoD, 

§  29. 

Anstatt  der  biquadratischen  Gleichung  flftr  Igq»  kann  man  aaeh 
die  schon  frfiber  eingefahrie  Form 

66)  a  ■^bainp-{-c cos  tp  +  d Bin  2<p -\- e  COB  2q>  0 

benatseD.  D«r  entoprecheiide  Modulan  derselben  ist  hiernach 

and  also 


X  C  '^"^  gif. 


Es  sei  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  vom  lüidius  «  um  die 
Suecke  R  von  eiuem  Brennpnnkt  eines  Kegelschnittes  entftsnit.  Der 
Winkel,  den  diesolbc  mit  der  A'- Achse  einschliesst,  sei  a.  Dio  Sclinitt- 
ponkte  der  bcith  n  Curven  verbinde  man  mit  dem  Mittelpunkt  des 
Kreises  durch  Kreisiudieu ,  welche  mit  der  verläugerteu  Strecke  R 
die  Winkel      etc.  einschliessen  mögen.  (Fig. 

Die  lilliminaüon  von  9  aas  den  Gleichungen 

«8) 

+ 0  cos  9 

^    *  '      1 — «COS  9 

ilhit  anf  die  obige  Form,  in  welcher 


I 


&  — >  2iUe^8inacosct-^2|)iesina, 

e  ^  —  31Sff e>  cos  o*  —  2^*  «  cos  a + 

€  —  g-C0B2«. 


Die  Berechnung  des  Modulus  vermittelst  dieser  RestiTnmunf:^en 
[  f&lirt  anf  einen  sehr  einfachen  Ausdruck,  und  zwar  ist  der  eine 
;  Wmehrert 

\  as« 
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70)  aisu 

Qnü  die  IntegnüfuQctioueu  sind  denmacli 

  ,   d\»^ 


-2ir 


17) 


4Ä 

sina. 


«(Ä+«) 


Eitrentümlic'h ,  ist,  dass  iu  unscrm  jetzigen  Falle  der  Modulus  von 
keiDCin  I'arameter  des  Kegelschnittes  abhängt  Allen  Gattungen  der- 
Belben,  also  Ellijjsen,  Parabeln  und  Hyperbeln,  sofern  sie  nur  in 
einem  Brennpunkt  confocal  sind,  gentigt  die  1.  Integralfanction.  Hat 
demnach  der  feste  Kreis  constantcu  Abstand  von  diesem  BrL'nnpuukt 
so  können  die  Kegelschnitte  alle  möglichen  Lagen  in  der  Krcisebeoe 
und  alle  möglichen  Grössenverhältnisse  annehmen.  Sie  mUssen  nur 
in  einem  ihrer  Brennpunkte  zusammenfallen. 

Man  wird  bemerken,  dass  die  Landen*sche  Sabstitntion  eine  gnte 
Anwendung  aof  dieaen  Fall  gibt  Danaeh  ist 

g!n(d— r) p  sint,  wo  p  =  - 
und  die  Function  gebt  Uber  in 

/dt,         r  dr^  ^     r  dt, 
Vi— p-8int,»     /  yi  — p^sinV     J  Vl-p^ainV 

 t 

yi-ji«ainV 


in  welcher  die  neuen  Amplituden  t,  etc.  du  Winkel  sind,  welche  die 
Strecke  Ji  mit  den  nach  den  4  Schnittpunkten  gezogenen  Brean- 
strahleu  des  Kcgolscbnitts  bezüglich  einschliesson. 
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Will  man  dagegen  die  Winkel  c  cinfttbrea,  welcbo  die  Broon- 
stiahlca  mit  den  Badien  «  bilden,  so  ist 

8üi(4^—  <y)  =  psin a,     wo    =  ^. 
vnä  mUL  arhftlft  die  analoge  Function. 


Der  andere  Werl  des  Modulns  ist,  wie  nach  einigen  Bechniingen 

Ml  4(7?  COS  a  — c).vc08  a 

^  ((il+#)C0B«— 

viM  man  ^e  Untenncliiing  über  die  Yertiftltnitfle  anstellen  lonn, 
vddie  aos  der  Oleicbaetcnng  der  beiden  Moduln  hervoiigeben. 

Interessant  werden  die  Yerbftltnisse  in  dem  Fall,  dass  der  Kreis 
dsreb  den  genannten  Brennponkt  bindnrcbgebt  Die  Function  2.  Art 
geht  dann  in  einen  geometrisch  leicht  definirbaien  Ansdnick  Uber, 

lenn  wir  für  sin den  entsprechenden  Wert      worin  818^8^84,  die 

baiOglichen  Sehnen  von  dem,  dem  Brennpunkt  gegenfiberli^genden 
Krrispnnkte  nach  den  Schnittpunkten  von  Kreis  nnd  Kegelschnitt 
dsfthrem.  Nach  Feststellnng  der  YorseiGhen  finden  wir  bei  der  El* 
lipse  nnd  Parabel 

4a 

ssd  bei  der  Hyperbel  einen  analogen  Ansdmck. 

Von  den  maunigfachcu  Formou,  welche  die  elliptischen  Integrale 
nr  YerfiDgiiDg  steilen,  wählen  wir 

imd  bemerken,  dass  in  dieser  nnd  den  ihr  analogen  andern  Formen 
^  durch  Brennstrahkn  ersetst  werden  kann.  Demnach  hat  man 

Pi+  9i  _  sini(O^-f-'^i) 
^,+  ^4"°  sinK^a+^J 

ft  — sinK»!--^) 
ft  — P4"*  sinK*3-^4)* 

Die  Formeln  lassen  beim  Uebergang  der  Hypchrl  in  ihre 
A^mplolen  eine  Anwendung  auf  die  Geometrie  des  Kreises  zu. 

1^  Seesen  demnach  a  «  6  —  0  —  0  nnd  ifthren  ausserdem  die 
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in  der  Fignr  16.)  aogegebrnn  Winkel  t  elo.    Uaii  wird  Icidit  dui 
folgenden  Belntionen  bewahrheiten  können 

9]       COSfg      ^  COSfi 

75)  Ö^IÄ  «  £ÜÄ 

— ^1  coee« 

cos  g|  cos   —  cos  1^  coe  cos 
coBfaCOB<4— coBfxCoert  °°  cosf«' 

Diesen  scblicssen  sich ,  wie  man  leicht  finden  wird,  noch  eine  zahl- 
reiche Menge  anderer  an. 

Will  man  noch  die  Bewegung  eines  sehwereii  Ponktes  Im  Kreise 
mit  den  gegebenen  Entwickelnngen  vergleichtweise  in  Betracht  sieheii, 
80  geben  dieselben  den  Fall  der  YoUständigen  Umkreisang^  da  Z<1 
ist  Bie  Geschwindigkeitshohe  im  tieftten  Punkte  des  Kreises  sei  h 
ARa 

dann  ist  ^jg^^^i  ^  -^y  woran»  bei  gegebenem  •  nnd  h  R  sich  be- 
rechnen Iftsst  Bie  erste  Integnlfvnction  kann  also  dvrcfa  die  in  dsn 
Amplituden  ^  etc.  gehörigen  Zeiten  i  etc.  ersetit  werden  nnd  man 
hat 

worin  I  die  volle  ümlanftseit  besdchnet 

Es  scliueidet  aber  der  Breniistrahl  vom  Kreise  zwei  durch  die 
Amplituden     und      bestimmte  Bogen  ab,  Ifir  welche  nach  früherem 

ist.  Dasselbe  gilt  vom  Bronnstrahl  ^  den  bezfigUchen  Amplitudea 
und  ^%  entspricht  die  Bolation 

Ziehen  wir  nun  die  Suume  beider  oder 

von  der  obigen  76)  ab,  so  resnUirt 

77)  u-h'. 

Wie  man  sofort  ans  der  Figur  sieht,  entspricht  die  Zeit  x^t^'^^ 
einem  Bogen,  der  Kreis  zwischen  ^9  und  und  die  Zeit  t'=I4--I|' 
entspricht  dem  Bogen  zwischen  und  ^4.  8ie  sind  also  Bogen 
(Reicher  Zeitdauer.  Analoge  Bogen  lassen  sich  bei  weiterer  BetraolH 
tnng  Ittcbt  auffinden. 
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LiMt  man  die  Ellipse  imd  Hyperbel  bezüglich  in  eine  Gerade 
oder  %  deh  schneidende  Geraden  flbsrgehen,  se  erhält  man  die  be- 
kunteo  lategndfnactioiifla  des  ^slses,  deren  fifttze  durch  das  Yor- 
itebeade  wiedenun  eine  Yerallgenieinening  erfiüiren  haben. 


f.  3a 

Die  im  vorigen  %  angestellte  biqoadratiscfae  Gleichung  gibt  in 
Folge  des  einfachen  Aosdmcks  des  Modnlas  ihrer  Intcgralfunction 
TenidasBang  zur  Aiifstellung  einer  neuen  Fonction,  die  wie  folgt, 
gebildot  werden  kann. 

Der  genannte  Moduius  Z'^  ^  (jj^j^y«  haugt  einzig  vom  Vor- 
R 

bättniis  -  »  X  ab.   Geliugt  us  demnach,  uus  den  Formeln  60)  oder 

p  —  «"+1  —  p-  cos«*  ^flSCOBCt  — 


T8) 


n  s  2c»>sm«co8a4-  —  sin« 
r  9 

p  — I  —  ShBfl^COB«*—  ^C0S«+2« 

4«-2-8]b20,   ^cos2« 

dies  Terhiltniss  m  aus  den  Constanten  der  Gleichung 

19)  a+^riB^+^co8»+dBin2^+eco82&  —  0 

iB  estwickeln,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  neue  Integnüfnaction. 

Msn  findet  leicht 

6cosa-|-0sina  —  dvslna,«* 

<j*(6co8a-j-c8iu  a)  «  4a;  sin  a .  Vrf* -j- «■ 

i«is  y^»  +  ^  «  ^ 

IKi  erste  Relation  ftr  a  geht  nun  Uber  in 

^  ('i— «Ain2«)  «e*sin2«)  , 
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Dieselbe  gebt  bei  Benntnmg  voa 

cota  —  cot2a+yi  +  cot2a* 

d 


sina^  = 


BcblieBsUcb  Aber  in  die  Qleicbang 
wofilr  irir  letieii 


Da  aber 


ist,  10  folgt  aach 


««-2te+l-.0  woraw 

■ 

Oemnaoh  geht  der  letzte  Avidnick  bei  Einfttbrung  des  Wertes 
fflr  n  nach  einigen  Tnuufomiationen  Ober  in 

80)    r*-  a«l)«y<<«4-e« 

womit  die  Aafgabe  gelOst  ist. 

Ziebt  man  indessen  vor,  den  Modnlns  Z« «  1  —  Z'i  durch  die 
Constanten  der  ans  79)  henroigehenden  Gleichung 

öl)    (a  —  c+  tf)  tg      -f  2(i  -  2ci)  tg _|_  2(a  —  3«)  I«  4^ 
oder  aus  +2(6+2<l>tgil^+a+e+s  -  0 

82)  tgiO^-ittgi^+ÄtgiOt-Ctgi^^+Z)  -  0 

20  bestimmco,  so  findet  man 
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88)    Z'"  = 

 +4.iVU— 0»  +  (1— 

nl « ist  Uerftr 

ZiiT  EatwickeluQg  der  iaLegralfunction  2.  Art  gehoo  wir  aui' 

4Ä 


sma 


zorück,  worin  noch  die  Constant«  za  bestimmen  ist  Man  tiudot  hai 
Beastznog  der  obigen  Kclationen 

»4)  /Vi— Z«ilnK,»rfl^i+/yi— if»aiiilV'^i^>2+  «te. 


Kn  erhAH  i.  B.  für 

tg  V* — 25  tg  9 »  +  60 1  g  (p  —  36  =  Ü 
Z't.  ?  

aoya— 119 

odeiiil 

Auch  die  neue  Integralftuctioiien  kann  erfolgroieb  auf  Beispiele 
■ie  in  dea  fraberen  §§  angewandt  werden.  Man  wird  mancfaeB  Ueber- 
ciailMieDde  finden. 

§  31. 

iiveidiuig  der  Integmlfanetlonen  auf  die  AnllSsiuif  der  kubiselien 
and  biquadratlsehen  Gleichungen. 

ITtr  bemerken  vorab»  dass  die  Formeln  in  §  21.  and  analog  die 
M  kteten  Abschnitt  angestellten  eine  AnflAsnng  dieser  Oldcbangen 
tech  geometrische  Constmction  enthalten,  da  ja  die  Ansdrflcke 

p  |,  tgScr  etc.  dorch  die  Constanten  der  Oleicbnogen  bestimmbar 

äid,  wodnreh  die  Unbekannten  dnrch  die  Winkel  ^  ihre  geometri- 
«te  Dentnng  nnd  dnrch  Constmction  eines  Kegelschnitts  and  Kreises 
ihm  dsfinitif  e  LOsnng  erhalten. 
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Maa  kann  dabei  einige  Modificationen  der  Curvcn  eintrcteo 
lasaeD,  nm  die  Fonneln  zn  vereinfachen.  In  der  Abhandlung:  Geo- 
metrische Untersuchnngen  etc.  haben  wir  eine  geometrische  Auflösang 
der  redncirten  Gloiclumgen  dieser  Art  gegeben,  welche  in  bcstimmteo 
leicht  angebbaren  Fällen  beispielsweise  auf  eine  gleichseitige  Hyperbel 
fuhrt,  welche  besonders  fOr  die  kubische  Gleichung  si^+dx-\-2B^Q 
eine  elegante  Anwendung  gestattet 

Kino  UntersuchuD«;,  ob  diese  Curve  öberhanpt  für  deu  'S.  und 
4.  Grad  einer  Gleichuug  brauchbar  ist,  würde  aicii  demnach  mit  der 
Gleichung 


6»  ^  ZHA—C){C'+2D{l—B-\-D+V{A—C)H{l—B-^D)*)) 

ZU  bescb&ftigcn  haben. 

Die  Substitution  tg  <p     ytg^  führt  bei  der  Annahme  einer 

gleichseitigen  Hyperbel,  worin  ^  —  2  ist,  aof  die  Bedingunga- 
gldehong 

U+C)(l-Ä+D)+2(.l-C)(/)-l)  -  0, 
das  ist  auch 

deren  Betrachtung  hier  indes  zawßit  ftlhren  wttrde. 

In  analoger  Art  kann,  wie  schon  frUher  erwähnt,  die  Gleichung 
tg(p<— iitg9*  etc,  deren  Hodnlns  ans 


^«+2(1  -  ü-i-  jp-f      ^  o^-f  (1  ~  B-i-  D)») 

bekannt  ist,  durch  Einführung  von  tg^  ytg^  so  modifidri  wer* 
den,  dass  bierfUr  ein  beatinuntes  Z  hervorgeht. 

Man  erhält  dann  aus  der  letzten  Formel 
A(A^—  lAJi  +  HC'  jyS  4-  4(1  +  Z'«)  {A*D^  C  V 

•--4tZ'^{X  +  Z'^{AW—C^)D.y*+Z'W{C^—^Cn+A£)^)  O, 

woraus  man  ersieht,  dass  y  durch  eine  Gleichung  4.  Grades  bestünnit 
werden  mnss. 

Sct/t  mau  7..  B.  Z'^  =  l  und  cino  redttcirte  Gleichnng  4.  Gradee 
voraus,  so  würde  die  Bedingnngsgleichuug 
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24 

üf  die  Lemiiiflkatenbogen 


«*l  +  ">  +  ««»  +  "4—  2Ä' 

nhren. 

Die  Annalmie  ZmmO  oder  Z  s  l  fahrt  anf  analoge  Gleichoigen. 

Die  lotegralfnncti Ollen  lassen  sich  nun  in  folgender  Art  zur  Auf- 
lösoDg  der  kabiscbea  nud  biquadratischon  Gieicbungcu  vcrweudeu. 

Wir  wdUeD  indes  hier  redacirte  mit  reellen  Wurzeln  vorans- 
tetnn,  nm  aaf  dieselben  die  genannten  Fnnctioncr  und  ihre  Reihen- 
eatirickeinngen  mit  grosserer  Einfachheit  anwenden  zu  können. 

Wie  wir  nachgewiesen,  ist  fUr  die  voUstäudigc  kabiscbo  ülcidmng 

85)  tg(p«  — yltg<p*  +  ßtg9  — C-«  0 

der  Hodnlns  der  hierauf  besaglichen  Integralfunction 

Vi  — Z»8ln«g>i*"V  Vi —  Z« sin 9,«  "^«7  Vi  —  Z^sinqirg«"" 
durch 

Z'»  —  i=~-=:=.r^  «. 

SBigsdrttGkt. 

So  ist  «.  B.  fÄr  tgg>*— |t«9M-i  -  0,      -  ^ip^,  ftr  t«9»— 


+8y4 

Ans  85)  fslgt  aber 

86)  ((.4— 6')=«4-(l-i/)^)sin2<p3— (2y?(l-|-/^}+2C'(— 3+-ß))8iii29« 

Ans  dieser  OMchnng  lassen  sich  nnn  die  bekannten  Ansdracke 
dir  ipnmetrischen  Formeln  fttr  die  Wnrzelpotensen  d.  i. 

<£sin29«a,  2 sin 29' »  0^—30^+ Sc  etc. 

lekbt  tinden. 

Beachtet  man  nun,  dass  in  der  Beihenentwicklnng  des  nnvoll<- 
itiadigen  elliptischen  Integrals  1.  Art 

F(Zf  9)  =  a^(p  —      sin  29p  +  ^a^  sin  4<p  —  ^0^5  aiü  6y  . . . 


I 
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der  Wert  von  iän2mp  durch  eine  nadi  tugenuleii  Potenai»  von  ainSq» 
fortsclireiteiide  Beihe  dargestellt  werden  Icamif  to  geht  die  ohtge  Be- 
lation  Aber  in 

88)  i^g»-«aH-i(-«i+«4--«*...)«i»2g»+(-  ^*+K-K".)«in3^*+ 


Da  (Skr  die  3  Wurzeln  drei  solcher  Formeln  existiren,  so  gibt 
die  Summation  derselhes  bei  Berflcksichtigiiiig  der  Belatioa  der  Win- 
kelsnmme,  d.  i.  von 

die  Glcicliuug 


worin  wir  der  Uütnrscbciduug  wegen  boi  der  Aiiuahinn  voti  2  posi- 
tiven und  einer  negativen  Wurzel  der  reducirten  Gleichung  die  Inte- 
grale dementsprechond  absolat  gewählt  haben. 

Nun  ist  aber  auch 

Die  Sabtractioii  beider  Anadraeke  fthrt  demnadi  auf  das  folgende 
Resultat 

90)  «--Rv,)-4irHa,arctg^g+i(«t--«i-H»i)A 


in  Folge  dessen  das  elliptische  Integral  linker  Hand  durch  bekannte 
Belationen  desselben  und  durch  die  GonatanteD  der  Gleichang  be- 
rechnet werden  Icann. 

Die  Amplitude  folgt  dann  auf  bekannte  Weise  aus  einer  Formel 
der  eliiptischcu  Functionen,  d.  i.  aus 

l+2gC08 ^  +2g[*C0S        +  ... 
91)   yi-Z^8inv,*  =  yz'  ^  . 

l--2gC08       +22*008   ... 

Aus  der  Äuiplitndc  folgt  dann  von  selbst  der  Wert  der  entspre- 
chenden Wurzel.  Damit  ist  wenigstens  theoretisch  die  Möglichkeit 
der  Bestimmung  derselben  vermittelst  der  Integralfiinctionett  nach- 
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gewiesen,  wenn  auch  praktiscli  in  1  olcc^  gi wisser  Convergenzbedin« 
gaftgen  die  Methode  keine  Anwendung  ünden  sollte. 

f 

Eb  ist  nicht  gmde  notwendig,  dasB  die  Gleichungen  zaerat  re- 
didrt  werden  müssen,  es  genügt,  dnrch  eine  Transfonnation  eine 
iqitive  nnd  swei  positive  Wnneln  zu  eilialten.  In  Besng  anf  den 
obflD  angegebenen  Ansdrucls  Air  den  Modnlns  kann  derselbe  anch 
aStigenfiitlB  durch  einen  andern  erset^  werden. 

So  besitzt  s.  B.  die  Oleichong 

3  poiitiTe  nnd  1  negative  Wnnel. 
Legt  man  die  Formel 


n  Ornnde,  so  resnlUrt 

Z'  —  1  also  Z  —  0. 
Benatzt  man  dagegen  die  Formel 

 j        ^  ^  r—^  jr 

10  kommt 

Fflr  den  ersten  als  einfachem  Fall  besteht  demnach  die  Relation 
ssd  da 

A  —  ^ 

Vi  +  Vt  —  y»  =         YZ. B  ~  ^^^i  absolut) 

10  srhftlt  man  sofort  eine  Wurzel  ans 

29^1.  ISO«  ^arctgl 

slailieb 

tg9t    cotglarctgl  —  2,  d.  i.  =  —  2, 
wie  man  leicht  ündet 

Um  nach  der  entwickelten  Methode  die  biqnadratische  Gleichung 
92)  i|f9*-^^tg9'  +  iJtg9>*— C^tg^  +  Z?-»  0 

ubslösea,  tnmsformire  man  dieselbe  mittelst  einer  linearen  Variation 
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in  eine  andere.  In  welcher  2  positive  und  2  negative  Woneln  T0^ 
kommen.  Ans  der  Formel 

93)    ^.  ^^+2(l~^+^y(:^^=gMTl'^^ 
erhalt  man  dann  den  Modolas  der  IntognOfanctioaen 


f  -     '^"^^  4.  f  ^^^  ^  ,  r  _ 

^  VI— ^*8in<3Pi*    ./   VI— z-8inyj^  V  Vl-Z^sinv,« 

+  /"  ^^2ä 

t/  Vi— 2«8iav4« 

94)  /Vi— Z»8iii<)o7rfqpi+/  V  1— i^^8ing>,^t+  / V f-^^ny,- 

r  (^_|-cj^+(i-/i-|-z>)» 
Nadi  den  gegebenen  FomelD  liat  man  nnn  snnächBt 

95)  ao9»i+J(— «t+«4"  )aiB29>i+^-  ^^-f|<ie..^8in29i,s 

addirt  man  za  dieser  die  ihr  entsprechenden  8  andern,  so  resnltirt 
wenn  F  nnd    abseist  genommen  wird 

96)  i^Vi4-/Vii-i''9»— i^A - ao^9+4(-a.„)-2:sin2fl)i 
und  da 

so  erhält  man  durch  Addition  oder  Subtraction  die  Bedehnngen 

F(Pq  4"       ~  JT—  £ 

^  ([7 

und  da  K+L  bekannt  ist,  iudora  Zmi  2<f>  etc.  2^9>  =  arct«  ^ — _ 
aus  der  Gleichung  92)  berechnet  wecden  kOnnen,  so  ist  in 

die  Amplitude  0  gemäss  91)  beksmit,  welche  hekannttich  mit  der  Fun- 
damentalformel 

98)  cos  0     cos  <p,  cos  qpj  —  sin  tp^  sin  (ptd{<i) 

zosammenhängt. 
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99)         E{tp)  —  &oqo -|-i^t Bin 29—^9^4 Bin 4^  ... 

ist  (iflmnarh  aacli 

100) 

.  1  \/ad^o 

woiaiis 

101) 

Hienuis  folgt 

osd  demnach  aas  dö) 

COS 9j cos gp,  =>  cos 0 -|-  ^^^^ ^(a). 
Die  Warzciu  qp,  9^  geUeu  daher  aas  dca  beiden  folgeudeu  Gleicbaogen 

102) 

C08((3Pi  +  (Pt)  -  C08tf  +  ^f^(-rf«— 1), 

httTor«  micl  analog  finden  stclk  (p^  (p^. 

Ancb  die  in  f  30)  angegebenen  Integnüfnnctionea  geben  gute 
snr  Bestlmmnng  der  Wnrseln. 


Will  man  die  Potenzreihe 

Ar  knldache  Qleklinngen  Iranntzen,  so  folgt  dnreh  Umkebmng 

1  .  «  j^4-h  Z«  .  ^  ,  ,  144-f-36Z«+9ifc*  .  ^  ^ 
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Ans 


folgt  aber 


siii  2ip\{a  —  c)*-\-{\—  6)«)  —  8in2i)P«(2aÄ+2o  —  6c+  '2be) 
-f  -  8iü  2(p(M + 4ac) — 8c  =  0. 

Uater  VoransBetzaiig  der  Convergeos  der  obigen  fieibe  hat  man 


wohu  die  2.  sm  29"  aus  der  Sinasgleicbong  bestimmt  werdcu  kuuneo. 

In  Yerbinduig  mit  der  Relation  «1+11^4*%  ~*  ^  erbält  man 
also  «8  und  damit  die  Amptitode  9.  Diese  Ableitung  ist  aber  wegen 
der  schwachen  Convergenz  dieser  Beiben  nnr  formell  interessant, 
gldchwol  besitzt  sie  and  die  Torhin  gegebene  immer  noch  eineo 
theoretischen  Wert.  Wenn  die  Beiheneatwickelnngen  der  eUiptischen 
Integrale  eine  stftrkere  GonTeigeuz  beslssen,  to  wftrde  dies  andi  mit 
den  oben  abgeleiteten  der  Fall  sein. 


106)  nj  -f    — «8  =  ^  Xsin  2^+ 

3840 


4+2« 
48 


£sin24»s 
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im.  fr  nun-  Eif^ensrhaftm  da  Punkte  mit 
tcaitroktn  I)  rcurkscoordmaUn. 


uJi  - 
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Litteranscher  Beriülit. 

i. 


Methode  und  Principieii. 

UBsere  Natorerkenntniss,  Beiträge  zu  emer  Theorie  der  Mathe* 
malik  und  Physik.  Yon  Br.  K.  Eromaa,  Docenten  der  Philoeophie 
a.  d.  ÜDiveraitat  ra  Kopenhagen.  Yon  deor  K6d.  Bftn.  Akademie  der 
Wisienichafton  mit  der  goldnen  Medaille  gekrönte  Preinefarift.  Ins 
Deutsche  abersetst  unter  Mitwirknng  des  Ver&ssers  von  Dr.  R.  von 
Fischer-Benson.  Kopenhagen  1883.  Andr.  Fred.  HOst  n.  Sohn. 
458  S. 

Das  Buch  zeigt  /.woi  wertvolle  Eigeuschaften :  es  gibt  Zonjniss 
Ton  der  vortrefflichen  Gnbo  des  Verfassers  zu  exempliticireu  und 
TOD  dem  ernsteu  Willen  unpurteilichc  Kritik  m  üben  Es  ist  seine 
mit  Glück  und  Geschick  angewandte  Methode,  au  einem  Beispiel  die 
Entstehung  des  Triebes,  die  Forderungen  und  Klementf  der  Erkeimt- 
niss  aufzuweisen  und  zu  entfalten  und  demgemäss  auch  immer  ein 
Beispiel  zu  wählen,  in  dem  sich  alles  ropräsentirt  findet,  welche  ihm 
soviel  Beistimmung  und  das  Lob  erworben  hat.  dass  man  bei  ihm 
Stele  dcatlich  s^he,  wa«  er  wolle.  Und  die  Kritik  betreffend  ist  an- 
zuerkennen, dass  SU  sf'iiio  luH  hstt^  Autorität,  Kant,  nicht  schont,  seine 
Lehren  ia  Zwcilel  zieht  und  sich  nie  auf  solche  beruft.  Doch  ist  er 
weit  entfernt  unabhängig  vou  seiner  Autorität  zu  beobachten  uud  zu 
denken:  Kant's  Schwächen  sind  auch  die  seinen,  und  ein  Fortschritt 
in  der  Auffassung  wird  nicht  gewouncn  Wir  sind  daher  in  dem 
Falle,  indem  wir  gegen  den  Verfasser  spredien,  im  Grunde  nur  Kant 
za  treffen. 


Aidu  i.  Matt.  a.         a  Btihik  TkU  L  BOL  1. 
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IMUmiitektr  Bmekt  I, 


Wir  beginnen  mit  den  Worten  auf  dem  Titel;  „Theorie  der 
Mathematik  und  Physik'V  Was  kann  damit  gemeint  sein?  Bedarf 
die  Matliematik,  die  selbst  Theorie  ist,  und  die  Physik,  die  sich  ihre 
Theorie  ausbildet,  noch  einer  Theorie  ausser  sieb  V  Das  hiesse  doch, 
ein  Futteral  um  ein  Futteral,  ein  Gehäuse  um  ein  Schneckenhaus. 
Wir  würden  es  niemandem  verdeDkcn,  wenn  er  dabei  an  eine  bequeme 
üandhabe  für  Unkundige  dächte,  wodurch  man  auch  ohne  Studium 
der  6eg(?ustände  ttber  die  Wissenschaften  urteilen  könnte.  Doch 
lässt  sich  auch  eine  mehr  auf  Wahrheit  gerichtete  Bestim?^^nni(  den- 
ken, wenn  man  annimmt,  dass  nur  die  Bezeichnung  verfehlt  ist. 
Was  die  Theorie  za  nntersachen  Qbrig  lässt,  ist  die  psychische  Ge- 
nesis des  Erkennens;  welches  zur  Theorie  fahrt.  Beide  Auslegongea 
sind  auch  in  Anbetracht  der  Ausftthmng  nicht  ganz  ohne  Grand. 

Als  Resultat  einer  einleitenden  Betrachtung  wird  der,  auch  im 
Folgenden  beibehaltene,  nie  verbesserte  Satz  aufgestellt,  das  Ziel  des 
Erkenutnisstriebes  sei,  ein  alles  umfassendes  System  von  einleuchtend 
richtigen  und  allgemeinen  Behauptungen  oder  Urteilen  zu  biiden. 
In  der  Tat  mögen  Manche,  insbesondere  Kichtroathematiker  bei  ober* 
flflcblicher  Beobachtung  dessen,  was  die  Mathematiker  treiboti,  auf 
die  Chimflre  fallen,  wie  sie  hier  dem  Verfasser  als  Ziel  des  Erken- 
nens erscheint  Doch  könnten  wir  wol  durch  den  Gang  der  Wissen- 
schaften hinreichend  belehrt  sein,  dass  das  Urteil  den  Erkenntoisa- 
trieb  nie  zu  befriedigen  vermag,  vielmehr  nur  eine  Stafe  auf  dem 
Wege  der  Erkenntniss  ist,  die  sich  der  Geist  befestigt,  sowoi  um  auf 
derselben  momentan  zu  erkennen,  als  auch  um  von  ihr  aus  weiter 
zu  forschen.  Schon  im  gemeinen  Leben  begegnet  man  häufig  Ur- 
tdlen,  die  vollkommen  einleuchtend  und  allgemein,  und  doch  triTial 
und  ohne  belehrenden  Inhalt  sind.  Im  grossen  aber  bietet  uns  dia 
synthetische  Geometrie  Gelegenheit  das  Analoge  zu  beobaehtou.  Biit 
eröffnet  uns  ein  nach  unendlich  vielen  Richtungen  ins  unendliche 
ausgedehntes  Feld,  auf  dem  wir  beliebig  viele  ezacte,  evidente  and 
allgemeine  Urteile  bilden  und  in  ein  System  briugen  können,  ohne 
in  der  Erkenntniss  einen  wesentlichen  Schritt  weiter  zu  kommen. 
Wftre  dann  ein  solches  System  über  alle  Gegenstände  der  Erfahrung 
und  des  Denkens  ausgedehnt,  so  würden  wir  schliesslich  so  unwissend 
sein  wie  zuvor.  Die  Geometrie  zeigt  dies  inelir  als  ir^t  nd  «  im  andre 
Wissenschaft,  weil  wir  hier  in  «leirli  exactor  Form  die  vuu  dcu  Zicleu 
der  2\aturvt issenschaft  geleitete  I'orsrhuüj^  neben  der  ziellosen  Pro- 
düction  an  Sätzen  zur  Vergleichung  haben.  Welche  notwendige  Be- 
stimmung der  obigen  Definition,  die  aageuscheinlich  nicht  zotrifft, 
fehlt,  hätte  der  Verfasser  an  seinem  eigenen  höchst  iustrui  tiveu  Bei- 
spiele, aus  welchem  er  die  Erkenntnisselemente  entwickelt,  eatdeckou 
müssen,  weuu  nicht  das  Kanfsche  Gedaukengleis  seinen  Blick  be- 
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schränkt  hätte.  Er  sieiit  am  Wiedorhau  eines  herabgestürzten  Altans 
arbeiten  und  fragt  nach  der  Sicherheit  anderer  und  zukünftiger  Altane 
gegen  das  Herabstürzen,  nach  den  Bedingungen  der  Erscheinung  und 
geht  die  zu  ihrer  Untersuchung  erforderlichen  und  aus  dieser  sich 
ergebenden  Begriffe  durch,  mit  Verweilen  beim  Caasaibegritf,  Alle 
diese  Acte  weisen,  nach  eigener  Darstellung  des  Verfassers,  auf  das 
gemeinsame  Ziel  bin,  Herr  der  Tatsache  zu  werden,  die  er  au&ngs 
leidend  erlebte.  Er  brauchte  nur  seinem  Gedankengang  treu  zu 
bleiben,  am  zu  definircn :  Das  Ziel  des  Erkenntnisstriebes  ist,  Aber 
die  passiT  erlebten  Tatsachen  der  Sinnesempfinduug  Herr  zu  werden. 
Dts  Urteil  ist  dann  das  Mittel,  welches  trotzdem,  dass  es  einleuchtend 
richtig,  allgemein  und  (wenn  wir  der  Verwirklichung  vorauseilen) 
aUomfusend  ist,  das  Ziel  verfehlen  kann,  wo  letzteres  nicht  im  Auge 
behalten  wird.  Hiervon  ist  das  Folgende  ein  sehr  sprechendes  Zeng- 
lits.  Der  Mangel  in  der  Definition  ist  nämlich  kein  bloss  formeller, 
Mndem  er  dr&ckt  wiridich  den  Mangel  in  der  AufEassnng  dos  Pro- 
blems der  Philosophie  ans,  er  ist  der  dauernde  Mangel  des  ganzen 
Werkes,  ein  best&ndigos  Hlndemiss  flOr  den  Fortschritt  der  einzelnen 
so  Tortrefflieh  begonnenen  Untersuchungen. 

Gehen  wir  die  Einleitung  durch,  deren  3  Abschnitte  sind:  das 
Ziel,  die  Mittel,  die  Grundbedingung  und  Wege  des  Erkennens  — 
10  ist  der  Hauptgedanke  des  ersten  bereits  genannt  und  sein  Resultat 
filr  nnrichtig  erklärt.  Von  den  Mitteln  werden  aufgewiesen:  Wabr- 
nebmuttg,  GedAcbtniss,  Phantasie  und  Vernunft.  Sie  werden  far  an> 
geborene  Vermögen  erklärt,  wenn  sie  gleich  bei  der  Geburt  in  sehr 
primitiTer  Form  voriianden  tdn  möchten,  anch  ihre  Scheidung  keine 
defisitiT  massgebende  sei.  Der  V^asser  würde  aber  wol  weiter 
einrlamen,  dast  die  Ansiage:  die  Vermögen  sind  angeboren  —  fftr 
die  UnlerBuehnng  gleichbedeutend  iit  mit  der:  ich  weiss  nicht,  wie 
sie  entstanden  sind  —  so  dass,  wenn  jemand  zeigte,  wie  sie  entstan- 
den sein  können,  erstere  Behauptung  seiner  Ansicht  nichts  entgegen 
stellt  Nim  bfttte  es  aber  den  Zweck  der  gegenwärtigen  Arbeit  be- 
dentead  gefördert,  wenn  der  Verfasser  ans  jenem  Nichtwissen  heraus- 
getreten wlre  und  versucht  hatte  der  Bildung  des  Vermögens  der 
Wahrnehmung,  obwol  bloss  rational,  wo  die  Beobachtung  fehlte, 
vebsaspfiren.  Es  genOgt  ihm  zu  sagen,  die  Keime  der  Wahrnehmung 
iBössten  im  Neugeborenen  vorhanden  sdn,  denn  es  wttrde  durch  Licht 
I.  s.  w.  verschieden  erregt.  Dies  ist  an  sich  ein  unberechtigter  Ana- 
logiesehlusB.  Der  Blumenstengel,  der  sich  nach  der  Sonne  kehrt, 
diS  Wachs,  das  in  der  Wflnne  erweicht,  zeigen  anch  unterschiedliche 
Erregung,  ohne  dass  wir  ihnen  darum  auch  nur  Sinnesempfiudung 
zuchreiben.  Doch  abgesehen  von  der  Ungewissheit,  ob  letztere  von 
Anfang  existirt,  so  ist  Sinncsempfindung  noch  kein  Vermögen,  sondern 
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ein  8celis<'hcr  Zustand  Erst  durch  Fixirung  der  Sinne  geht  aus  dem 
unterschiedlich  (Tli'l>N  n  ein  eificnos  Untcrsrhoidcn  hervur.  Dann 
wieder  ist  die  UnttTSchcidung  von  Sinnrsoini)tiudurigen  noch  keine 
Wahrnebmuug.  Dazwischen  liegt  eine  R'^h*'  von  TrausformatioDen 
der  Vorstellung,  die  nötig  sind  um  Wahrneiimung  von  Objecten  m 
erzeugen,  und  mit  welchen  die  Entstehung  von  Ideen  —  Identität. 
Raum  u.  s.  w.  —  verbunden  ist,  die  als  Bedingung  aller  Wahriub- 
muug  vorausgehen.  Diese  unentbehrlichen  Elemente  der  Logik  wer- 
den hier  unerklärt,  ihr  Inhalt  im  Dunkeln  gelassen,  bloss  weil  öer 
Verfasser  die  Frage,  ob  das  Wahruehnrnngsverniögen  angeboren  sei, 
recht  bald  mit  einem  Urteil  abschliessen  will  und  dies  Urteil  fOr  die 
ganze  Leistung  hält.  Aoden  vorfährt  er  mit  der  CausalitÄtsidee. 
Obgk  iel)  auch  hier  die  ganze  Leistung  in  ein  Urleil,  den  CansalitiUs- 
satz:  Gleiche  Ursachen  halx  n  gleiche  Wirkungen  —  gelegt  wird,  so 
wird  im  3.  Abschnitt  die  Entstehung  der  Idee  ausführlich  behanddi 
Die  Gflitigkeit  des  Satzes  ist  Gmndbedingnng  des  Erkennens,  mnsi 
daher  vom  Menschen  ohne  Garantie  für  die  Znknnft  angenonuneo 
werden.  Hier  ist  einmal  die  Naturnotwendigkeit  richtig  aufgefaarti 
als  eine,  die  dem  erkennenden  Menschen,  nicht  der  Sache  aaferiegt 
ist.  Dürfte  man  nun  die  ganze  Einleitung  für  eine  Orientirangsiibeit 
ohne  den  Zweck  eines  definitiven  Urteils  ansehen,  so  würde  sie  in 
allen  den  Punkten,  auf  welche  sich  die  Orientirong  erstreckt,  sine 
vortreffliche  Angriib-  and  Lehrmethode  darbieten;  nur  würde  dis 
notwendige  Orientirung  noch  lange  nicht  beendet  sein.  Gerade  disae 
Unvollstflndigkeit  zeigt  aber,  dass  die  genetische  Betrachtung  nur  tat 
Erhärtung  einiger  8&tze  dienen  sollte. 

Nach  der  Einleitung  beginnt  die  Schrift  unter  dem  Titd:  „Die 
apriorische  Erkenntniss:  Die  formalen  Wissenschaften^  —  mit  einer 
Kritik  der  Begriffe  Apriori,  analytische  und  synthetiscfae  Urteilet 
ersteres  ist  vorher  erwfthnt  im  Gegeuats  von  apriorischer  und  empi* 
rischer  Wissenschaft,  &8t  nur  kenntlich  gemacht  durch  Hinweis  aif 
Mathematik  und  Physik  und  wird  auch  hier  nicht  näher  untersieiit, 
sondern  bei  Terbindung  mit  den  beiden  andern  als  gültiger  Begriff 
vorausgesetzt  Diese  Kritik  zeigt  durdi  die  uundtigen  Schwierig- 
keiten, mit  denen  sie  sich  zu  tun  macht,  den  Mangel  an  Orientiniog 
in  ihrer  Aufgabe,  indem  sie  sogleich  einen  definitiven  Satz  anstrebt 
Die  erste  Frage  musste  sein:  Wo  und  in  welchem  Sinne  komaes 
Jene  Begriffe  in  Wissenschaften  mit  Zweck  und  Erfolg  in  Anwendusg? 
Was  dann  nicht  zum  Zweck  gehörte,  war  so  gleichgültig  als  die 
Krümmungen  der  Linien,  welche  zu  einem  Beweise  ein  Dreieck  ver- 
stellen sollen.  Apriori  heisst  in  exacten  Wisseuschaiteu  stets,  wts 
im  Kikf  iiiii  u  einer  Erfahrung  vorhergebt,  relativ  zu  dieser,  die  ee 
bebLalii^t.    Der  Verfasser  aber  meint  ein  ubsuiulcs  Apriori,  welches 
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in  jenes  nicht  varkommt^  und  dessen  Bebaoptung  nichts  bedentet  als 
lÜenntDiss  der  Erfabrnngcn,  ans  denen  die  Wissenschaft  honror- 
gegaugcQ  ist.  Diese  Piscropanz  übenpringt  er,  indem  er  sich  auf 
die  MathcnatilE  beroft  Die  Kritik  wendet  sich  gleich  anfangs  aof 
die  Definition  des  Gegensatses  zwischen  analytischen  nnd  synthetischen 
Urteilen,  mit  dem  Resultate  dass  jedes  Urteil  beides  ist,  nnd  dass 
jedes  Vemonft  und  Anschanung  zugleich  bedarf.  Hatte  sie  zuerst 
nach  Zweck  und  Erfolpr  dieser  Scheidung  gefragt,  so  würde  ohne  die 
lange  Untersuchung  klar  geworden  sein,  dass  dieselbe  an  dieser  Stelle 
uberflüssig  ist,  denn  sie  hat  bei  Kant  nur  zur  Formulirung  bestreit- 
bdur  Urteile,  dem  Fortschritt  der  Mathematik  überhaupt  zu  nichts 
gedient.  Glücklichcnvoise  war  der  Umweg  keine  Verleitung  zum  Ab- 
weg; denn  nun  stellt  der  Verfasser  die  näher  licgeudc  Frage:  Wie 
wird  die  Mathematik,  wie  sie  factisch  vorliegt  (statt  synthetische 
Erkenntniss  apriori)  möglich?  Zuerst  zeigt  er,  dass  sie  weit  entfernt 
18t  durch  reinen  „Syllogismus"  zustande  zu  kommen.  Sofern  hiermit 
Dor  eine  verbreitete  Meinung  widerlegt  werdeu  soll,  kauu  mau  gegen 
die  unfruchtbare  Vorführung  der  syllogistischen  Formen  nichts  ein- 
wenden. Nur  möchte  mau  doch  deu  gelegentlich  in  spcciellcr  Be- 
iiehnng  getanen  Ausspruch:  Der  Naturforscher  wird  in  dieser  Form 
kaum  seinen  Gedankengang  wiedererkennen;  denn  das  Selbstverständ- 
liche w  ird  breit  hervorgehoben,  und  die  eigentliche  Operation  beinahe 
wie  ptnas  sclbstverständlidies  übergangen  —  von  der  ganzen  Sylln- 
gismeniehro  gesagt  sein  lassen.  Indes  geht  der  Verfasser  auch  im 
folgenden  Abschnitt,  der  von  deu  Axiomen  der  Geometrie  handelt, 
nicht  über  die  Satzungen  der  formellon  Logik,  die  er  nun  einmal 
für  die  einzigen  Wege  des  Erkcunons  hält,  hinaus.  „Unmittelbare 
Beurteilungen"  und  „Inductionsschlüsse"  sind  das  Einzige,  was  er 
zur  Erklärung  der  Axiome  aufbringt,  worüber  er  sich  aber  mit  vielen 
Worten  ohue  klares  Ergebaiss  und  nnt  vielen  Abschweifen  auslässt 
Dass  erstero  nichts  sind  als  Tklmuptungen  ohne  Bewusstsein  des 
Grundes,  daher  auch  ohne  Coutrole^  wird  nicht  an  den  Tag  gelegt. 
Iii  letztern  wird  der  Induction  eine  nsrechte  Bestimmung  zuerteilt. 
Der  Verfasser  hat  keine  Ahnung  davon,  dass  die  Gewissheit  durch 
das  theoretische  Gelingen  bedingt  ist,  mit  der  Ansdehoun''  d  r  Theorie 
wichst  und  nnumstösslich  wird,  sobald  die  vollendete  Tatsache  gei- 
stiger und  materieller  Früchte,  w^che  den  Aufwand  an'  Anstrengnngen 
tsnsesdfisich  überstiegen  haben,  so  wie  andrerseits  die  Aussichtslosig- 
keit ein  gleich  bmnchbares  System  zn  schaffen,  dem  Zweifel  allen 
Boden  entsogen  haben.  Daher  hat  auch  der  Begriff  der  Hypothese 
bei  ihm  keine  Stelle  nnd  wird  bei  Erklftrang  der  Axiome  gar  nicht 
lenannt  Er  kennt  nnr  die  Sicherung  durch  den  Unterbau,  die 
satftrtich  immer  precArw  wird,  je  hoher  man  baut,  da  immer  mehr 
feUbifu  Elemente  hinzukommen. 
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Mit  80  nngenllgeiider  Anfbasiiiig  des  Zieles  und  der  Mittd  der 
empirischen  Erkenntniss  ivird  nun  der  folgende  Absebnitt  mter  dn 

Titel  der  letztem  angegriffen  und  in  der  Ttt  bei  Besprecbnog  der 
zwei  ersten  Themata,  welche  siemlicb  im  alten  Olelse  Terlftnft,  nidb 

nc'Qiicuswertcs  zutage  gefördert   Das  dritte  Thema,  Gebiet  des  Gsanl- 

gL'sotzes ,  erregt  «uto  Erwartungen.  Es  handelt  sich  nm  die  Fnge, 
ob  (las  Causalge.sL  iz  Beschränkungen  habe.  Ohne  vorher  sich  danm 
zu  kümmern,  wclclie  BescbränkuuL^en  der  wissenschaftliche  Oebraoch 
des  Causaibc'griffs  sclion  an  sich  eutlKilt,  dass  z.  B.  nicht  der  Orti* 
iluderung,  sondern  der  Cirs(  hwindigkeitsUuderung  Ursache  zugeschnc« 
ben  wird,  bespricht  der  Verfasser  zwei  Punkte,  in  welcheu  er  fremde 
Ausichteu  zu  widerlegen  sucht,  nämlich  erstens  die,  dass  die  Cai- 
salitftt  keine  „objective"  Gültigkeit  habe,  zweitens  die,  dass  sie  auf 
die  anorganische  Natur  beschränkt  sei.  Er  tritt  Kant  und  Mill  im-  ^ 
gegen,  aber  nur  mit  m  u  f-rdachten  Auskünften,  während  er  die  Be-  j 
faugeuheit  in  der  Autiasgung  mit  ihnen  teilt.  Die  Objectivität  bleibt  | 
für  ihn  immer  ein  Jenseit;  nur  meint  er  dem  Glanbon  an  ein  soUiiis  j 
dadurch  zu  entgehen,  dass  er  es  als  Hypothese  einführt^  die  zur  Er- 
klärung der  Idee  notwendig  wäre.  ZurErklftning  der  ideellen  Caii-  ' 
salität  also  will  er  eine  problematische  gleiche  Ider  aiiweiiib  a  Das  i 
heisst  doch,  den  Spuk  eines  mythischen  Kobolds  durch  Fictiun  emis  | 
wirklichen  Kobolds  erklären!  In  solche  (  ünfusion  und  Verwirrasg 
kann  ciu  autrit  htig  forschender  Geist  geraten,  wenn  er  es  tct- 
schmäbt,  (iio  IHnge,  über  die  er  nrteilen  will,  spccicll  nnznsehen, 
und  sich  damit  begnügt,  sie  unter  die  Kritik  vorgefasster ,  uacontro- 
lirtor  Begriffe  (sogen,  reiner  Vernunft)  zu  bringen.  Hätte  der  Ver- 
fasser ,  ehe  er  an  eine  Frage  über  Objectivität  gieng ,  sich  die  Be- 
dingungen der  Idee  der  Objecti?itAt  klar  gemacht,  so  würde  sich  der 
fatale  Dualismus  des  Gedachten  nnd  Seienden  in  den  bloieen  Unter- 
schied  des  zeitweilig  Unvollkommenen  und  des  angestrebten  Toll- 
kommenen  aufeelöst  hnbeu.  Gleich  unvorbereitet  tritt  er  au  die 
zweite  Frage,  ob  der  Mensch  freien  Willen,  d.  b.  die  Fähigkeit  oeoe 
Causal ketten  anzufangen  habe.  Die  entgegengesetzte  Auslebt,  dsM 
n&mlich  alle  Vorgänge,  einecliliesslich  menschliche  Handlungen  deter- 
miuirt  seien,  betrachtet  er  ohne  alle  Untersuchung  nnd  Cbarakten* 
siruug  als  eine  einheitliche.  Er  fragt  nicht  danach,  was  die  Csn* 
ealität  eigentlich  verbindet,  und  was  sie  undeterminirt  Iftstt  £i 
entgebt  ihm  also,  dass  die  Causalverbiudung  allein  das  SnecediiMde 
ber&brt,  mithin  die  gesamte  gleichzeitige  Welt,  bei  aller  Zvflck- 
fahmng  auf  voranegebende  Zustände,  nicht  verbinden  kann,  nnd  die 
es  gerade  dieses  grosse  Bereich  ihr  gegenüber  zoüUlig  neben  änsadtr 
gebender  Teile  ist,  in  welchem  der  Mensch  frei  eombinirend  «bs 
Zweckrerbindnng  herstellt,  die  mit  der  Gaasalitftt  nicht  coaeoirirt, 
sondern  stets  ihrer  Hfllfe  bedarf,  sofern  der  Zweck  anf  die  Zaksslt 
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gericbtct  ist.  Das  stärkste  Argument  für  die  Willensfreiheit  scheint 
dem  Verfasser  die  Verantwortlichkeit  za  sein.  Er  glaubt  auch  dieaet 
entkriftet  zu  haben,  mit  wie  vielfacher  intellectneller  £iobos86  lassen 
wir  dahingestellt  Es  gibt  stärkere  nnd  der  eiaeten  Betrachtang 
mher  liegende  Argumente.  Wie  will  der  Verfasser  die  Entstehung 
smes  Arte&cts,  z.  B.  einer  Uhr,  durch  blosse  Kräfte  ohne  freie 
Gombination  erklären?  wie  den  Widersiiruch  beben,  den  eine  Wette 
dsrbictet,  in  der  bei  Tollkommener  Determination  die  Parteien  sich 
gegenseitig  besiegen  mflssten?  Allgemein  gefasst  liegt  das  Hanpt^ 
aignment  flär  die  WUlensfreibdt  in  der  Ueberlegenheit,  die  das  Wissen 
dem  Snbject  Aber  das  Object  verleibt;  diese  kann  logischerweise  nicht 
gegenseitig,  also  der  Wissende  nicht  detenninirt  sein.  Hierbei  tritt 
es  recht  deutlich  hervor,  wie  nnsnreichend  die  nmftngliche  Definition 
des  Eikenntnisszieles  ist;  über  einander  urteilen  können  Gegner  ohne 
logischen  Widerspruch.  Daher  konnte  der  Ver&sser  bei  seiner  Auf- 
lusnng  die  in  Bede  stehendo  Frage  nicht  cur  Entscheidung  bringen. 
Was  in  der  gesamten  Betrachtung  des  vorliegenden  Abschnitts  noch 
sm  mästen  auf  das  Wesen  der  Sache  gerichtet  ist,  ist  die  Ansein- 
sodersetzong,  welche  zeigt,  wie  das  Gebiet  möglicher  Willensacte  sich 
nehr  und  mehr  beschränken  lässt;  nor  hätte  sie  weiter  geführt  wer- 
deo  müssen.,  um  die  Erklärungen  zu  erreichen,  die  bereits  von  an- 
dern Autoren  gegeben  worden  sind. 

Es  folgen  noch  die  Abschnitte:  der  Causalzusammenhang,  die 
physischen  Grundsätze,  die  physischen  Lehrsätze,  die  physischen 
Gmogbegriffe,  Zeit  und  Raum.  Sie  würden  nur  zur  Wiederholung 
des  Gesagten  veranlassen.  Hoppe. 


Logik.  Eine  Untersuchung  der  Principien  der  Erkenntniss  und 
der  Kethoden  wissenschaftlicher  Forschung.  Von  W  i  1  h  e  1  m  W  u  n  dt. 
Zwei  Binde.  Zweiter  Band.  Methodenlehre.  Stuttgart  1SS3.  Fcr* 
dmaad  Enke.  620  S. 

Diese  Methodenlehre  hat  es  nur  mit  vorgefundenem  Stoff  zu  tun. 
Die  Behandlnngsweisc  ist  fast  ausschliesslich  beschreibend;  die  ein- 
zigen dabei  getthten  logischen  Tätigkeiten  sind  Scheidung  und  Ord- 
nung. Der  Name  „Untersuchung"  für  das  Werk  ist  gänzlich  unzu- 
treffend. Es  wird  weder  die  psychische  Genesis  dor  Methoden  nnter- 
flocht,  noch  von  irgend  einem  Standpunkte  die  Notwendigkeit  der 
Portentwickelung  in  ihrer  actueUen  Gestalt  ans  Ucht  gestellt  Ein 
gewisses  Eingeben  auf  Gegenstand  und  Inhalt  der  einzelnen  Wissen- 
schaften war  uuTenneidlich  um  über  den  Sinn  der  Methoden  Rechen- 
schaft zu  geben.  Ein  tieferes  Eingehen  wflrde  erforderlich  gewesen 
sein,  wenn  die  Torkommenden  Urteile  hinreichend  motifirt  erscheinen 
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JUtter9ri$chr  Berkht  i. 


Follten.  Der  (iruiid,  warum  der  Verfasser,  dem  angenscheinlich  nicht 
der  Sinn  für  reifere  und  mehr  einheitliche  Auffassnug  abgieng,  es  bei 
dieser  indifferenten  Behaudiougswcisc  bewondi  u  liess,  liegt  wol  io 
der  überwäitigeuden  Arbeit,  welche  die  Inrr  zum  Absohlnss  gebrachten 
Yorstudioo  für  künftige  definitive  Gestaltung  ihm  ankriegten.  Es 
ist  anerkennenswert,  dass  hier  der  Logik  die  Beobachtung  der  actu- 
eUen  Geistoswerke  zugrunde  gelegt  wird,  während  meistens  eine 
aprioristischc,  d.  h.  auf  eingewurzelten,  nie  controlirtcn  Grundsätzen 
berabcndc  Kritik  ohne  genaue  Kenntniss  des  Wesens  der  Methoden 
Uber  dieselben  abspricht.  Die  Abschnitte  des  Buches  sind:  Ailge- 
meine  Methodeolehre,  insbesondere  die  Methoden  der  Untersuchaog, 
die  Fonnen  der  systematiBchen  Darstellong;  tob  der  Logik  der  Mathe> 
matik,  die  arithmetischen,  die  geometriBcben  Methoden,  der  Föne- 
tionsbegriff  und  die  Infinitesinalmethode;  von  der  LogUi:  der  Natur- 
wiflsenschaften,  insbesondere  die  allgenieinen  Grundlagen  der  Natnr- 
forscbnog,  die  Logik  der  Physik,  der  Chemie,  der  Biologie;  von  der 
Logik  der  Geisteswissenschaften,  insbesondere  die  aUgemeiuen  Gmnd- 
lagen  der  Geisteswissenschaften,  die  Logik  der  Geschicbtswiaaea- 
scbaften,  die  Logik  der  OeeeUschaftswissenschalben,  die  Methoden  der 
Philosophie.  Hoppe. 

Kritische.  Bemcrkunfien  zur  Einführung  in  die  Anfangsgründe  der 
göom^trie  dcscriptivc.  Von  Franz  Til'cr,  Professor  an  der  k.  k. 
böhm.  technischen  Hochschule  in  Prag,  Keichsraths-Abgeordneter  etc. 
Erstes  Heft.  Mit  einer  lithograpbirten  Tafel.  Wien  188a.  Alired 
Holder.  96  S. 

Aus  einem  44  Seiten  langem  Vorwort,  welches  sich  in  lauter 
Allgcmeinbeiten  ohne  Cbarakterisirung  mit  beständigen  WiedtThulun- 
gen  ergeht,  ist ,  abgesehen  von  einigen  Angaben  über  österreichische 
Schulen,  wenig  mehr  zu  entnehmen,  als  dass  der  Unterricht  m  der 
,,geometrie  descriptivo"  sehr  wichtig  sei.  Das  Vorwort  betrachtet 
Monge's  geometrie  descriptive  und  die  darstellende  Geometrie  als  zwei 
verschiedene  Doctrinon  und  preist  erstere  als  Grundlage  aller  mcusch- 
lichon  Cultur  an.  Was  den  Unterschied  machen  soll,  erfährt  der 
Leser  nicht.  Auch  die  Schrift  selbst  verweilt  erst  lange  bei  scibit- 
verstfindlicbon  Dingen,  bis  sie  endlich  bei  I'jnteüung  der  Doctrin  sich 
etwas  niiher  auf  Besprechung  des  Inhalts  eiulässt.  Die  geom.  descr. 
hat  zuerst  die  Aufgabe  die  Kenntniss  der  darzustellenden  Gegen- 
stände, welche  der  Darstellung  vorausgehen  muss,  ohne  Bezu,^mahrao 
auf  die  Darstellung  znwocre  zu  bringen,  dann  <bTen  Da^stollu!lL^  (!ann 
ihre  Erkennung  aus  d*  r  I)arstellun'^'  /n  lehren;  und  zwar  teilt  sich 
die  zweite  Aufgabe  wieder  in  die  zwei,  wirkliche  und  projcctirto  Ge- 
bilde darzustellen.  Von  den  3  Aufgaben  wird  hiasichtlich  der  De- 
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lilenten  nar  die  erste,  die  Morpholügie,  besprochen.  Diese  allein 
iit  61  also,  welche  nach  Ansicht  des  Verfassers  im  heutigen  Sehnl- 
BQterricht  vernachlässigt  wird.  Vom  actuellcn  Lohrverfahren  ist  indes 
oirgeods  die  Rede,  daher  der  Ausdruck,  kritische  Bemerkungen,  auf 
dem  Titel  ganz  gegenstandslos.  Auch  scheint  die  Voraussetzung;  ob- 
zflwalteii,  als  ob  die  Schüler  der  doscri})tivcu  Gcümetric  dieselbe  ohne 
iUe  Kenntnis«  der  Elementar^-  uiai'tric  hei^öniien.  Denn  (licsu  gibt 
i;ocb  ziemlicli  alles  Nötige  über  die  einiaLlitru  luiuiiigebilde.  Dar- 
über fehlt  indes  jede  Aeusseruug,  indem  sie  einzeln  durchgegangen 
jiid  Zeichen  dafür  gesetzt  werden.  Von  der  ganzen  Schrift  gilt  nur: 
Parturiunt  inoutes  etc.  üoppe. 

Das  Princip  der  Infinitesimal -Methode  und  seine  Geschichte. 
Ein  Kapitel  xtir  Grundlegung  der  Erkenutnisskritik.  Von  Dr.  Her* 
mann  Cohen,  ordentlichem  Professor  der  Philosophie  an  der  Uni- 
miillt  Karhurg.   Berlin  1883.  Ford.  Dttmmler.   162  S. 

Der  VerÜMaer  spricht  über  III  philosophische,  insbesondere  Logik 
sad  Mathematik,  sowie  Geschichte  derselben  betreffende  Themata, 
iDdem  er  über  jedes,  ohne  Beangnabme  anf  die  tlbrigen,  sein  un- 
motivirtes  Urteil  abgibt.  Die  grossenteils  sehr  bestreitbaren  Urteile 
sind,  da  aller  Nachweis  fehlt,  gegen  Angriff  allein  geschlitzt  durch 
Dankelheit  des  Ausdrucics,  welche  es  nicht  als  lohnend  erscheinen 
Üsst,  anf  eine  Wiederlegnug  einzugehen.  Letzteros  m^ichte  eher  der 
Fall  sein,  wenn  iigondwo  gesagt  wäre,  was  unter  dem  auf  dem  Titel 
fBBanDtea  princip*'  verstanden  werden  soll|  denn  aus  den  Urteiloa 
Iber  die  Methoden  Usat  lich  dies  nicht  entnehmen.  Da  nijgends  ein 
Fortschritt  oder  systematische  Ordnung  zu  entdecken  iat,  so  möchte 
sack  ein  Veraeichnisa  der  Themata  zwecklos  sem.  Hoppe. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysie. 

Untersuchungen  im  Gebiete  linearer  Differential -Gleichungen. 
Von  Simon  Spitzer.  Erstes  Heft..  Wieu  Carl  Gerold's  S. 

60  S. 

Das  Heft  besteht  aus  4  Abschnitten.  Im  ersten  wird  die  homo- 
gene luirare  Differentialgleichung  2.  Ordnung'  lnT^/eleitet,  deren  Spe- 
cijüiobUJigeu  die  Wurzeln  einer  gegebenen  kubischen  Gleiehunj,'  sind. 
l)ie  Metbode  wird  uu  einem  Speeialfalle  gezei'rt.  daua  auf  die  all^M^- 
rneine  redacirte  G»eiciinng  in  Anweuäung  gebraciit  und  die  Bedingung 
aofgosteUt,  outer  der  die  Differentialgleichung  1.  Ordnung  ist.  Nach 
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Hcimite  kann  man  ans  dem  Integral  dner  homogenen  linearea  OW- 
chnng  2.  Ordnang  diejenige  Gleichung  2.  Ordonng  finden,  dmo 
SpecialKtonngen  Potenzen  der  Specialldsangen  der  Urgleicbung  sind. 
HicraoB  ergibt  sich  eine  Erweiternng  der  obigen  Refultila.  Der 

2.  Abschnitt  enthält  Bomerkangen  Aber  lineare  DifferentialgleichiiBgeii 
mit  linearen  Coefficienten ,  namentlich  wenn  homogene  dorch  Dilfe- 
reutiation  und  Elimination  aas  nicht  homogenen  bcrvorgebcD;  dt^ 
dritto  ähnliche  Bemerkungen  bei  gewissen  nicht  liucaren  Coefficienten. 
liii  l  Abschnitt  ^nd  die  Speciallösungon  DiticTeuLialquoticulcii  der 
Speciallösungeu  gegebener  Differeutialiusuiigcu.  U. 


Technik. 

Skizze  einer  Theorie  der  Elektromotoren  nnd  EiektromaschineiL 
Von  Job.  A.  L issner,  goprttfter  LehramtSGaodidat.  Wien  ISKIi 
Selbstverlag.  58  8. 

Diese  Skizze  soll  einer  vollständigeren  und  umfassenderen  Be- 
arbeitung der  Theorie  der  Elektromotoren  und  Elektromaßchinea 
vürauögi'ljL'ii ,  welche  aas  den  hier  angedeuteten  Principicn  die  sich 
ergebe  II  de  11  Sciilusse  ziehen  und  zeigen  wird,  ob  und  wieweit  die 
Resultate  der  Versuehe  mit  deiieu  der  Rechnung  übereinstimmen. 
Die  Rechnung  wird  für  den  F.ill  durchgeführt,  wo  die  Maschioe  in 
permanentem  gleichem  Gange  ist,  und  zwar  wird  die  vom  Strome  in 
der  Gesammtschliessung  erzeugte  nnd  die  zur  Erzeugung  des  Stromes 
aufgewandte  Arbeit  analytisch  dargestellt.  Ans  der  Formel  ergibt 
sich,  dass  erstere  kleiner  ist  als  letztere  nod  zwar  am  den  Betng. 
welch<T  durch  die  Verändemng  des  Potentials  der  Elemente  des 
zweiten  i'i-udu< -torteil es  aus  sich  selbst  infolge  der  Stencrongseinimffc 
reprftsentirt  wird,  nämlich  am  die  Arbeit  des  Stromes  in  der  LeiUiog 
und  um  die  in  der  Leitung  bemerkbare  Arbeit.  Es  wird  dann  weiter 
untersucht,  nach  welchen  Pnncipien  die  Constanten  dnrcb  Versocbe 
zn  bestimmen  sind.  fl. 


Zeitschrift  des  elektroteclinisrluMi  W  i^iues  m  Wien,  liedigirl 
Ton  Josef  Kar  eis,  k.  k  östorr.  1  elegraplion-OfticiaL  Erster  Jahr- 
gang 1883.   Wien  1883.   B.  Spies  u.  Co. 

Jedes  der  12  Hefte  des  Jahrgangs  enthält  zuerst  Yereinmeh- 
richten,  dann  Abhandlongen,  denen  in  einigen  Vorträge  vorfaergdben, 
dann  die  9  ersten  AosstoUnngszeitnog.  Die  Vorträge  und  AUmmI- 
Inngen  haben  grösstenteils  Voniehtangea  und  Maschinen ,  teils  Pro- 
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ject,  teils  local,  sowie  die  AnfertiLnmg  zum  Gegenstand.  Theoretisithc 
Vortrage  nnd  Aufsätze  sind:  Stefan:  i-irktrischü  Kraftübertragung; 
Dischiier:  Gegcusprechniethode ;  Wai  tcnhofeu;  Wirkungsgrad 
von  Motoren;  Hissink:  telcphonische  Uebcrtraguug  auf  grosse  Ent- 
femangen;  Dvorjik:  Unlialtbarkrit  t!»T  Theorie  der  Spit/.euwirkuug 
der  Flammen;  Granfeld:  Erdmagnetismus,  Erdstruinungen ;  Uci- 
nisch:  Beweis  des  Joule'schen  Gesetzes;  Jueptncr:  Eiuiiuss  des 
Magnetismus  aul  das  elektrolytiacho  Verhaitcn  der  Metalle;  Popper: 
physikalische  Grundlagen  der  clektriscbcn  Kraftübertragung;  Mach: 
Gmndbegriflfc  der  Elektrostatik.  Ueber  elektrotecbuischen  Unter- 
liekt  handelt  ein  Aofaati  Ton  C.  6.  &  H, 

Kalender  für  ElektruLecbniker.  Unter  Mitwirkung  der  Herren 
Dr.  W.  A.  Nippel  dt  und  Postrath  C.  Grawinkel  herausgegeben 
Ton  F.  Uppenborn,  Ingenieur,  Kodak Lüur  des  Ceutralblattes  für 
Elektrotechnik  Erster  Jahrgang  IÖÖ4.  Mit  173  .ibbiiduageu.  Mün- 
chen und  Leipzig  H.  uideuhourg. 

Der  Kalender  enthUt  saerst  rein  mathematiflcbe  Tabellen  nnd 
Fflfmoln,  dann  Formeln  nebst  Tabellen  fllr  Mechanik,  Akustik,  Optik, 
Wirmelehre,  Magnetismus  und  EIcktricitat  nnd  fOr  Maschinen,  dann 
Ar  Elektrotechnik,  dann  güsetzliche  Bestimmungen.  Dann  folgt  der 
Kalender  mit  Banm  für  Notizen,  zum  Scbluss  Anzeigen.  Die  Ro- 
dsetion fördert  zu  Mitteilungen  aus  eigener  Praxis  auf. 


Vermiäclite  Scliiiltcü. 

Nieuw  Archief  Yoor  Wisknnde.  Deel  X.  Amsterdam  1884. 
I.  F.  Sikken. 

Der  Inhalt  des  Bandos  ist  folgender. 

C.  L.  Landr^:  Der  mittelbare  Fehler  bei  Beobachtongcu*  zur 
Bestimmung  von  mehr  ahi  einer  Unbekannten.  —  Formeln  zur  Be- 
stimmnng  der  Verbindung  zwischen  der  Genauigkeit  der  Sterbüch- 

ae»utabellen  nnd  der  Zahlen  für  Lebensversicherung.  —  Ein  beson- 
derer Umstand  zu  beachten  bei  Zusanimcnstollung  gegebuuur  Zaiiiun 
iüt  Berechiiuug  der  btcTbeuäwabrscheiiiiiciikcil. 

L.  Janae  ßz:  Fortsetzung  der  Beantwortung  der  Preisfrage 
(s.  Utt.  B.  i76.  S.  46 ). 

P.  ü.  Schonte:  Ueber  eine  specieUe  Banmcurre  7.  Grades. 
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J.  De  Vries:  Ueber  liucare  partielle  Diffcroutialglcicsoogcn 
3.  Ordauug  mit  3  Variabel ii. 

A.  Benthem  Gz:  Die  Schneckenlinio,  Cochleoide. 

C.  Stoip;  Entwickelaug  von  FoDctioaeu  darch  teilweise  Inte- 
gration. 

J.  Gardinaal:  Einige  Eigenschafton  eines  speciellen  SjretesM 
von  Flttcbon  2.  Ordnung.  —  Einige  Eigcaschafton  von  Flidien 
2.  Grades,  die  4  gegebene  Linien  berühren. 

H.    Krantz:  Uebor  die  Bestimmang  der  Abwicl^elong  von  ebeoeo 
Curven. 

L.  Van  Zautcu  Jzu:   Aufgabe  ^uber  Hauptträgsaxcu  eines 
Vierecks). 

K.  L.  W.  A.  Grave laar:  Anwendung  der  Detenmnaateii  bri 
der  Motbodo  der  kleinsten  Quadrate. 

F.  W.  Fi  scher:  Ableitung  einer  Formel  zar  Construction  der 
Schatteniiuie  eines  Soimenzeigers. 

Eaptcya:  Einiges  Ober  Integration  rationaler  Functionea. 
—  Uebcr  einige  Sätze  ans  der  Determinatenlehre. 

F.  J.  van  den  Berg:  Ueber  die  nfthemngsweiso  Rectiticatioa 
des  Kreisbogens  (Fortsetzung).  —  Ueber  eine  unrichtige  Ansicht  in 
G.  Vcrdam's  Handbach  der  sph&riscben  Trigonometne.  —  Ueber 
eine  arithmetische  Aufgabe. 

Es  folgt  ein  nach  Gegeuständen  geordnetes  Begister  über  einigt 
mathematische  Zeitschriften.  H.  i 

Atti  della  R.  Accademia  dci  Lincei.  Anno  CCLXXX.  1882—4^  ' 
Serie  terza.  Xransnnti.  Volume  VIL  Boma  1882. 

MatbiiaaLische  Artikel  sind  folgende  im  7.  Bande  enthaltcD. 

C.  Henry:  Ueber  einige  noch  nicht  herausgegebene  Sitae  voo  j 
Format 

L.  Bianchi:  Ueber  eine  Classe  dreifach  orthogonaler  FlÄcheo* 
Systeme. 

G.  Govi:  Ueber  die  Einwirkung  der  Temperatur  auf  die  Schall-  . 
geschwindigkeit  in  der  Luft  und  Uber  den  Wert  dieser  Geaehwis-  ' 
digkeiten  nach  Versuchen  von  G.  L.  Biancoui,  gemacht  1740  io 
Bologna. 
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Jung:  Neue  Sätze  zur  Ergäuzung  der  GuldiD'scbeu  Regel  und 
eise  Eigenscbaft  der  Spinde  r  »  |8iii^. 

Brioschi:  Die  algebraischen  Relattonea  zwiscben  den  hyper* 
dliptiacfaea  Fanctionea  1.  Ordnung. 

Sp  ü  tt  iswoode:  lieber  die  Invarianten  and  Co  Varianten  einer 
durch  quAdratieche  SnbstitQtion  transfornirten  Function. 

Glan  er:  Verteilung  der  Masse  auf  der  Oberfläche  eines  EUip- 
soids,  derart  dass  man  im  Inneru  des  Körpers  eine  nach  Grösse  und 
Blehtnng  gegebene  cünsüiute  Wirkung  erhalt. 

Maiaano:  Einige  Sätae  über  binftre  Formen  beliebigen  Qradce 
und  deren  Anwendung  anf  Unterenchnng  der  mohrfachen  Wurzeln 
der  Oleichimg  6.  Grades. 

Bes9o:  Ucber  eine  hypergeometrische  Differentialgleichung. 

G.  Morera:  Ueber  das  Gleichgewicht  der  biegsamen  und  nicht 
defanbai:«!!  Fiftchen. 


Mathematiselie 

und  physikalische  Bibliographie. 

I. 


Gesehichte  der  AUthemiiük  aad  Fhjrsilu 

Fortschritte,  die,  d.  Physik  im  J.  1880.  Duzest  t.  d.  phjBiksl. 
Gcsellsch.  zo  Berlin.  36.  J.  2.  Ahth.,  enth.:  Optik,  WftmelttlB«^ 
ElectridtiUslehre.  Red.  v.  Keeseu.  Berlin,  6.  Beimer.  17  Mk. 

—  dasfl.  3.  Abth.,  euth.:  Physik  d.  Erde.  Bed.  t.  B.  Schwalbe. 
Ebd.  10  Mk. 

Jahrbach  ttb.  d.  Fortschritt»  d.  Mathematik,  hrsg.  (X  Ohrt- 
mann.   18.  Bd.  J.  1881.  2.  Hft  Berlin,  G.  Reimer.  5  Mk. 

Sartorins,  M.,  die  Entwickig.  d.  Astronomie  bei  den  Griechon 
bis  Anaxagoras  n.  Empedoklee,  in  bes.  Anachlass  an  Theophiast 

dargestellt  Breslan,  Koebner.   1  Mk.  20  Pf. 

Weissenborn,  H.,  die  irration.  Quadratwurzeln  bei  Arduine- 
des  u.  Heron.   Berlin,  Caivary  it  Co.   3  Mk.  60  Pf. 

Methode  nnd  Principien« 

Cohen,  H.,  das  Princip  der  Infinitesimal-Methoda  n.  seine 
Geschichte.  Berlin,  DOmmlv.  3  Mk.  60  Pfl 

Simony,  0.,  flb.  e.  Beihe  neuer  mathemat  ErfiahmngssJUse. 
IIL  (Schlnss.)  Wien,  Gerold's  S.  3  Mk. 

Lekrbleher»  ffammlnnffii  wnd  Tabellen« 

Bardey,  C,  methodisch  geordn.  Aufgabensammlg. ,  mehr  als 
8000  Aufgaben  enth.  über  alle  Tbeile  der  Klementar-Matbematik. 
11.  All.   Leipzig,  Teubner.    2  Mk.  70  Pf. 

Gauss,  F.  G.,  5 stell,  logarithm.  u.  trigonometr.  Tafeln.  Kleine 
Absg.  Hallo,  Strien.   1  Mk.  25  Pf. 

Heiler  mann,  U.,  Sammig.  geometr.  Anfgaben.  3.Afl.  Esseai 
Badeker.  80  Pf. 

Kley  er,  A. ,  vollst  gelöste  Aaf.-Sammlg.  a.  allen  Zweigen  der 
Rechenkunst  etc.  89—100.  Hft.  Stattgart,  Maier.  i  25  Pf. 
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Litterarischer  Bericht. 


Lehrbücher. 

Leitfaden  der  ebeucn  Geomc^trie  für  höhere  Lohranstalten.  Von 
Prof.  H.  Kö stier,  Oberlehrer  am  Domgymnasium  zu  Naamburg  a.  S. 
Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  HolzschuUten.  1.  Heft.  Kon- 
graenz.  Zweite,  teilweise  umgearbeitete  Auflage.  Halle  a.  S.  1683. 
Loaii  Nebert  64.  S. 

Voü  der  1.  Auflage  des  ,,Lc'itfadeus  für  den  Unterricht  in  der 
Geometrie  an  höheren  Lehranstalten",  dessen  Identität  mit  dem  gegeu- 
»ärtigen  Buche  wegen  abweichenden  Titels  fraglich  erscheint,  ist  im 
251.  litt.  Ber.  S.  29  nur  das  3.  Heft  besprochen,  jüdüufalls  also  der 
GojKristüud  ein  anderer.  Das  1.  Heft  hat  nun  dadurch  eine  besou- 
4rc'  Wichtigkeit,  dass  es  die  Grundlegung  der  gcoriietribchi-u  Begriffe 
bd  Aüfäncrern  onthiilt  Berücksichtigt  man,  dass  der  Verfasser  pich 
die  grösstmuglirhc  Kürze  auferlegt  hat,  so  musb  man  anerkennen, 
diss  diese  mit  ausserordentlicher  Präcisiou  utiJ  in  vollkommen  ge- 
nugeDdem  ümfanfro  ausgeführt  ist:  kein  Wort  das  don  Staudpunkt 
der  Arjfäuger  überschreitet  und  keins  das  auf  hOhcrcni  Standpunkte 
tm  Correctiou  oder  Ergiiuzuii^'  bedürfte,  kcLii  ümstaud  ausser  Acht 
gelassen,  der  zur  Bildung  richtiger  Vorstellungen  und  Begriffe  Er- 
klärung Dötig  macht  In  Aubetracbt  der  tadellosen  Genauigkeit  und 
Sorg£ilt,  die  im  allgemeinen  hier  waltet,  ist  es  an  seiner  Stelle  dessen 
erwähnen,  was  im  einzelnen  gefehlt  ist.  Der  1.  Grundsatz  S.  2, 
iNitebt  ans  3  S&tzeu ,  die  nicht  durch  „oder'S  sondern  durch  f,and^' 
anriiiiMlen  waren.  Der  Sata  39.  war  vor  38.  znr  stellen;  denn  er 

Anh.  L  MtMi.  «.  rhi«.  t.  Biite,  T«U  t  Halt  1.  * 
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erklärt  erst  die  Addition  der  Winkel.  Satz  38.  ist,  wie  er  hier  steht, 
eine  Tautologie;  dass  Summe  das  Ergebniss  der  Addition  ist.  «41 
doch  kein  Satz  über  Winkel  sein;  was  aber  nicht  hätte  fehlen  soiiea, 
war  die  geometrischi*  Darstellung  der  WinkohumniP.  Dass  der  Be- 
griff der  Richtung  ohne  besondere  Erklärung  aus  der  gemeinen  Vor- 
Stellung  entlehnt  wird,  ist  zulässig;  dass  seine  Exactstellung  dorch 
den  Winkel,  der  den  Unterschied  der  Kichtuiit'  mis?^t,  und  der  ^'^iitor- 
seits  durch  das  Gesetz  der  Addition  zu  einem  cxactf^i  Ri  ;'riff  wird, 
nicht  besonders  ausgesprochen  ist,  map  durch  die  Kürze  der  Ab- 
fassong  des  Leitfadens,  der  vieles  dem  mündlichen  Unterricht  über- 
lässt,  gerechtfertigt  sein.  Aaf  eins  nor  kommt  es  unter  allen  Um- 
ständen an:  dass  der  Gebranch  des  Begriffes  stets  exact  richtig  ist 
und  weder  zu  falschen  Vorstellungen  noch  zu  falschen  Consequenzen 
verleitet.  Hiergegen  fohlt  der  dem  Paraileleasatz  48.  beigefögte 
falsche  Beweis.  Dessen  Unrichtigkeit  würde,  wie  allbekannt,  sogiddi 
zutage  treten,  wenn  der  Begriff  der  Bichtaug  dcftnirt  wäre,  was  bei 
AilsgaBg  von  verschiedenen  Punkten  erst  auf  Grund  dos  Paralldeu* 
Satzes  mdglich  ist.  Der  Begriff  der  Richtung  ist  also  nur  zur  Ver* 
falUlung  eines  Betrugs  im  dunkeln  gelassen.  Die  Beiichtigaog  der 
Stelle  ist  leicht.  Wo  „Beweis''  steht,  ist  statt  dessen  zu  sagen:  Jkr 
Satz  behauptet,  dass  mit  einer  Geraden  von  einem  Punkte  aas  nvr 
eine  Gerade  in  gleicher  Richtung  geben  kann,  was  selbstverstlndlid 
und  keines  Beweises  ftbig  ist  Nach  Erkl&rung  3.  ist  daher  der 
Satz  ein  Grundsatz.  Obgleich  diese  Erklärung  nicht  haltbar  ist,  lo 
kann  es  genügen,  dass  nach  dieser  Correction  weder  intuitiv  nodi 
logisch  ein  Irrtum  herbeigefikbrt  wird.  Die  Anordnung  des  Leh^ 
Stoffes  lit:  Linie,  Winkti,  Dreieck,  Viereck,  Vieleck,  Kreis,  firsii 
und  PoljgOQ,  zwei  Kreise.  Jeder  Abschnitt  ist  mit  Uebungen  rddi* 
lieb  versehen.  Die  Zusätze  sind  von  den  zur  Theorie  notwsndigeB 
Sätzen  getrennt  Die  Beweise  sind  kurz  angedeutet,  am  8efalo«e 
ein  ausAhrUcher  Beweis  ate  Muster  aufgestellt  Die  2.  Auflage  uBfee^ 
scheidet  sieb  von  der  ersten  durch  Verbesserungen  im  einzelnen  asd 
erhebliche  Vermehrungen,  ausserdem  dadurch,  dass  die  Propideslä 
weggefallen  und  besonders  herausgegeben  ist  H. 

Lehrbach  der  Elementar-Geometrie.    Von  Dr.  E.  Glinzer, 

Lehrer  der  Allgcracineii  Gewerbeschule  und  der  Schule  für  Bauhtnii- 
werker  in  Hambarg.  Dritter  Theil:  Trigonometrie.  Mit  118  Figoreo 
und  vielen  Auigabun.  Hamburg  166'6.  F.  U.  Ncstler  u.  Melle.  143 S. 

Der  1  Teil,  Planimetrie^  und  der  2.  Teil,  Stereometrie,  sind  in 
258.  und  i-'GG.  litterarischen  Bericht  besprochen.  Der  Lehrgaug  in 
3.  Teil  ist  foigüQdor.  lo  der  Einleitung  wird  die  Bedeutung  und  Aaf* 
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^be  der  Trigonometrie,  iusbesondere  hinsichtlich  praktischer  Zwecke, 
dargelegt;  im  I.Buch  die  trigonometrischen  Functionen  spitzer  Winkel 
erklärt,  ihre  Relationen  und  die  Berechnung  einiger  Spcciahverte  ge- 
lehrt ond  für  Anwendung  von  Tafeln  ohne  Logarithmen,  deren  Ge- 
brauch hier  und  im  2.  Buch  vorausgesetzt  wird,  Beispiele  gegeben; 
im  2.  Bach  die  theon  tischen  Aufgaben  für  Jas  rechtwinklige  Drei- 
eck, das  Kechteck  und  Rhombus,  das  gleichschenklige  Dreieck  and 
regelmässige  Vieleck  gelOst  mit  Begleitang  numerischer  Aufgaben; 
im  3.  Buch  die  Ausdehnung  der  Functionen  auf  grössere  und  negative 
Winkel  gelehrt,  und  die  Logarithmen  der  Functionen  in  An  vcndung 
gebracht.  Das  4.  Buch  behandelt  die  Kclatioueu  und  Aufgaben  am 
beliebigen  Dreieck  mit  Anwendung  auf  Viereck  und  Vieleck-,  das 
ö,  Buch  die  goniometrischeu  Relationen;  das  6  Buch  ist  eine  Samm- 
iuog  technischer  Aufgaben ,  es  setzt  die  Kenutuiss  tecbuischer  Aus- 
dracksweise,  mithin  auch  die  der  betreffenden  Gegenstände  vonuiB. 
Dm  7.  und  8.  Buch  behandeln  das  rechtwinklige  und  das  beliebige 
spbirische  Drdeck.  Bas  Princip  der  Anordnung  ist  tou  selbst  deut- 
lich und  bedarf  keiner  MotiTimng.  Die  Bestimmung  des  Buchs  für 
Techniker  hat  der  theoretischen  VoUst&ndigkeit  keinen  Abbruch  ge- 
tan. IL 


Lehrbuch  der  Physik  nebst  Anleitung  zum  Experinicutiren.  Für 
Präparandeuanstaltcn ,  höhere  Knaben-  und  Mädchenschulen ,  sowie 
für  Stadtschulen  und  mehrklassigc  Volksschulen  bearbeitet  von  A.  P. 
LClaasscn,  Königlichem  Seminarlohrer  in  Bütow.  Mit  140  in 
dea  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Potsdam  1883.  Aug.  Stein- 
122  & 

Dw  Verfasser  legt  das  Hauptgewicht  beuu  physikalischen  Unter- 
richt auf  das  Experimentiren  und  macht  Fertigkeit  und  Gewandtheit 
darin  zur  ersten  I  urderuug  für  den  Lehrer.  Zweck  des  Expcrimen- 
ürens  ist  ihm  die  Anschanlichkeit,  die  Erläuterung  der  Naturerschei- 
nangen  und  die  Begrün  lung  der  Naturgesetze.  Er  befürwortet  die 
Einfachheit,  beschränkt  das  Experinientireii  nicht  auf  den  Gebranch 
von  Apparaten,  buaderu  gibt  auch  viele  Versuche  aus  freier  Ilaud 
an.  Jede  Andeutung  derart  würde  man  gern  als  einen  wertvollen 
Ii'  itrag  anerkennen,  wenn  nur  das  Bestreben  sichtlich  wäre  die  Ver- 
suche ausreichend  zur  Begruiuiung  tier  [lanz  elementaren  Lehren  zu 
machen,  die  hier  vorgetragen  werden.  Dieser  Gesichtspunkt  scheint 
piH?:  zu  fehlen:  die  Erscheinung  muss  darlun,  was  der  Lihrcr  hiü- 
ejiiifgen  will;  eine  Frage,  was  im  Gegeiifulle  erfolgen  müsste,  wird 
nie  gestellt.  Yj%  zeigt  sich  somit,  dass  eine  weit  notwendiger(>  Fähig- 
keit als  die  genannte,  ohne  welche  alles  Experimeiitiren  nutzlos  ist, 
U£ht  dämm,  weil  der  Verfasser  sie  für  selbstverständlich  hielt,  son- 
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dern  weil  sie  ihm  selbst  so  sehr  mangelt,  unter  den  Anfordeniiigen 
an  den  Lehrer  v(  rschwiegrn  worden  ist:  nämlich  die  Fähigkeit  rieh 
klar  nnd  bestimmt  nnszudrücken  und  die  Beziebnng  zwischen  Theorie 
üüd  Erscheinung  zu  beurteilen.   Ein  auffallendes  Beispiel  ist  die, 
ohne  Zweifel  einer  Pablication  des  Breslaoer  physikalischen  VereiBi, 
den  der  Verfasser  seltsamerweise  für  einen  wissenschaftlichen  ge- 
halten haben  mass,  während  er  nur  far  Umstnrz  der  wi<;?enscbafl- 
Heben  Grundlagen  agitirt  —  entlehnte  Aufstellung,  die  Schwerkraft 
sei  keine  Eigenschaft  des  Stoffes,  beiuho  nicht  auf  Annehme  dir 
Erde,  sei  vielmehr  „ein  Massendrnck  ans  der  Torney  ansgellM  vom 
Weltall.  Diese  Lehre,  welche  den  gesamten  Prindpien  der  Katar- 
Wissenschaft  widerstreitet,  indem  sie  Kräfte  statairt,  die  mebt  ihra 
Sitz  in  bestimmten  materiellen  Objecten  haben,  ist  keine  blosse  bei- 
läufige Notiz,  denn  sie  wird  dorch  angeblich  flberzengenden  Vemdi, 
den  gelttblten  Druck  eines  Steines  anf  die  Hand,  nntersttttzt,  und  es 
wird  ihr  insofern  wesentlich  Folge  gegeben,  als  ein  wichtiger  Tefl 
der  Theorie  der  Schwere,  die  Proportionalität  mit  der  Masse,  die 
Abhängigkeit  Ton  der  Entfernung,  die  Erklärung  der  Schwere  durch 
all^meine  kosmische  Attraction  n.  s.  w.  den  Schfllem  TorenthstteB 
bleibt,  während  der  ttbrige  Teil  in  gar  keiner  Terttändlichen  Gedsi- 
kenverbindung  damit  steht-,  denn  bald  soll  die  Schwere  Ursache  des 
Drucks,  bäld  nichts  weiter  als  der  Druck  seihet  oder  der  Druck  Ur- 
sache der  Schwere  sein.    Solange  ein  solcher  Beweis  mangfihrf^ 
Logik  sich  vorfindet,  möchte  es  flberflassig  sein  von  Terfehltem  Ast- 
druck,  der  sonst  torkommt,  zu  reden.  Die  meisten  Sätze  sind  leebt 
ezact  aoi^steUt,  gerade  in  Punkten  wo  es  häufig  nicht  geschiebt, 
anch  sind  die  Experimente  zur  Erläuterung  grossenteils  passend  ge- 
wählt ;  nur  lernt  mau  daraus  nicht  erkennen ,  was  jede  beobachtete 
Erscheinung  dartat,  und  was  sie  nicht  dartun  kann:  es  bleibt  stets 
der  Eindruck  eigenmächtiger  Deutung.    Die  beliandcitcu  Gegenstände 
sind  liür  Reihe  nach:  Mechanische  P>scheiuungen  fester,  tropftar 
flüssiger,  luftförmiger  Körper;  magnetische,  elektrische  Ersclicmiiü- 
gen,  Rcibungs-  und  Berühruiigselektricität;  Erscheinungen  des  Schalles, 
der  Wärme,  des  Lichtes,  Ausbreitung,  Zurttckwcriuug,  Brecbong, 
Farbenzerstreuong;  die  ueuesten  Erfindungen.  Vi 

Lehrbuch  der  Geometrie  mit  Uebungs- Aufgaben  fttr  hdhere  Lehr- 
anstalten. Von  Dr.  Th.  Spieker,  Professor  am  Realgymnasiom  m 
Potsdam.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Sech- 
zehnte, verbesserto  Auflage.  Potsdam  1884.  Aug.  Stein.  326  S. 

Die  6.,  a,  13,  14.  und  15.  Äuüagc  sind  im  217.,  222..  251  ,  265. 
und  268.  litt  Bericht  besprochen.  Die  wesenUichaten,  vei  beesenMieB 
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Aenderuügen  sind  in  der  vorigen  x\  uflage  ?ollzogeii.   Von  der  gegen- 
lirtigen  Autiage  erwähnt  das  Vorwort  ausser  einer  Anzahl  Ver- 
b(^sserungen  im  einzelnen,  dass  die  Qaadrator  und  Rectification  des 
Kreises  auf  die  Gronzmethodo  gestützt  sei.   Auf  die  hiermit  gegebene 
Anregung  hin  sei  darüber  bemerkt,  dass  der  koino  Schwierigkeit 
bietende  Nachweis  des  Grenzwerts  der    cingeschrit'hcnen  Polygon- 
iachc  bei  Verdoppelang  der  Seitenzahl  recht  ausfuhrlich  dargelegt 
ist,  währaud  ttber  den  höchst  subtilen  entsprechenden  Nachweis  für 
den  Umfang  sehr  kurz  hinweggegangen  wird.   Der  angebliche  ,3^- 
weis'*  deutet  im  Crninde  nur  einen,  in  der  Tat  sinnreichen  Weg  an, 
«ieb  dem  Ziele  so  weit  zo  o&hem,  um  überblicken  zu  können,  waa 
eigentlich  bewiesen  werden  müsate;  Dass  der  beständig  wachsende 
Umfang  einen  Grenzwert  haben  muss,  und  wanim:  nimlieh  weil  er 
kleiner  bleibt  als  der  constante  Kreis,  und  warum  dieses;  dass  auch 
dieser  Greniwert  nur  gleich  oder  kidner  sein  kann  als  der  Kreis, 
wird  nicht  ausgesprochen  and  würde  noch  manche  Erklftmng  er* 
fordern.  Dies  aber  der  Grenzwert  dnrch  eine  Linie  reprftsentirt  wird« 
die  im  letitem  Falle  innerhalb  des  Kreises  liegt,  wird  als  selbstver- 
stiodiich  Toransgesetst  nnd  es  ist  doch,  was  zo  beweisen  bldbt 
Ifodi  kürzer  wird  die  Annäherung  von  ansäen  abgefertigt,  ttberhanpt 
tlso  desto  weniger  ErkÜbrnng  gegeben,  je  mehr  sie  fon  der  Sache 
gafiudert  wird.  Wire  es  nicbt  instractiver,  vor  aller  Kreismessongi* 
theorie  dan  nnterscheidenden  Umstand  zn  erOrteni,  dass  die  Flldien 
all  Teile  von  dnaader  dargestellt  werden  kUnaen,  die  Linien  im  aU> 
gemeinen  nicht,  so  dass  die  Liage  einer  krammen  Linie  nnr  dadnreh 
bestimmbar  iat,  dass  ne  yon  der  Selineasnmme  nnendlich  wenig  dif- 

Repetitions-Compeudiura  über  alle  Zweige  der  B]lcmentar-Mathe- 
matik.  Für  Schüler  der  obersten  Klasse  der  Gymnasien  und  Real- 
gymnasien, sowie  für  Abiturienten,  Studirende  und  Lehrer  der  Mathe- 
inattk  bearbeitet  von  F.  T  Brockmann,  Oberlehrer  am  KgL 
QymnaainiB  in  Cleve.  Stuttgart  1884.  Ferdinand  £nke.  180  S. 

Das  iiepetitionscompondium  verfolgt,  verschiedca  von  dem  con- 
'inairlicb  methodischen  Fortachritt  eines  Lehrbuchs,  den  Zweck,  das 
(^esajntc  auf  den  Gymnasien  zu  erwerbende  Wissen  als  ein  Fertiges 
zoiammenzustellen.  Es  umfasst  in  5  Ca{)itclii  die  Algebra  und  Arith- 
metik (d.  i.  Gleii  hungen  und  Combinatorik),  die  Planimetrie,  ebene 
Trigonometrie,  Steroometrie  und  einigos  ans  der  mathematischen 
Physik,  in  der  Ordnung  dass  die  bcdcuteiiileren  Teile,  die  von  grösster 
■liWindnng,  vorausgehen,  diu  sporadischen  Zweige  nachfolgen.  Die 
.i::fango  werden  teil«  übergingen,  teils,  wie  in  der  Trigonometrie, 
dorch  Aniatelinitg  der  Formeln  erledigt  Der  Vortrag  tritt  stets  so- 
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gleich  mitten  in  die  Theorie  ein.  Nach  Massgabc  ihrer  Bedeutung 
für  die  Theorie  werden  alle  Lehrgegenstände,  Methoden  und  der  Er- 
örterung bedürfende  Punkte  recht  eingehend  vorn  Standpunkte  d« 
Lehrers  oder  reifen  Schülers  besprochen,  dabei  jedoeh  weniger  die 
Bekanntschaft  mit  herkömmlichen  Einführungen  als  vielmehr  dii^  froiV 
Geistesentwickelung  TOrausgesetzt.  Die  Darstelluugsweise  ist  einfach 
und  leichtverständlich.  Der  Stoff  ist  in  keine  umfassende,  erschöpfende 
Systematik  eiogepasst,  die  Bearbeitung  beruht  vielmehr  auf  Auswahl, 
die  gut  und  ausreichend  ? -hoint,  wiewol  wir  darin  den  Urteitea  der 
Leser  nicht  vorgreifen  dttrfen.  H. 

Elemente  der  reinen  Mechanik  als  Vorstudium  für  die  ana]}ti8chc 
und  angewandte  Mechanik  und  für  die  mathematische  Physiii  an  Uni- 
versitäten und  technischen  Hochschulen  sowie  zum  Selbstuntt^cht. 
Von  Dr.  Jos.  Finger,  Professor  au  der  k.  k.  technischen  Hoch- 
schule und  Düceut  au  der  k.  k.  Universität  zu  Wien.  l.  Lieferung. 
Wien  1884.   Alfred  Holder.   128  S. 

Das  Werk  soll  in  5  oder  6  Lieferungen  erscheinen.  Ei  ist 
charakteristisch  für  die  Bearbeitang^  dass  der  empirische  Urspfsng 
der  Begriifd,  um  welche  es  sich  in  den  Princlpien  der  Mechanik  has- 
deh;,  enthfillt  und  zur  Greltnng  gebracht  wird.  Die  Wichtigkeit  der 
Kenntniss  desselben  fOr  die  Logik  der  Forschung  und  der  Didsfctik 
ist  nicht  zu  bestreiten.  Dass  dieser  Ursprung  in  aUen  Punkten  richtig 
erfasst  und  ans  Licht  gestellt  ist,  und  dass  sich  darin  keine  blosse 
Wiedergabe  fremder  Ideen,  sondern  der  eigene  klare  Blick  des  Ver- 
fassers kund  gibt,  ist  anzuerkennen.  Damit  ist  freilich  der  folgende 
Satz  in  der  Vorrede,  der  im  Gegenteil  eine  irrige  Auffassung  ansdrSckt 
und  einen  Misgritl  in  der  Darstdiung  erwarten  läset,  nicht  wol  n 
vereinen.  ,,Der  auf  k^ne  Erfohrung  gestützte,  uodcfinirbare  ond 
gauz  und  gar  unfruchtbare  Begriff  der  absoluten  Rubc  und  Beweguug 
wurde  vom  Verfasser  gauz  fallen  gelassen,  und  es  wird  —  den  Tat- 
Sachen  entsprechend  —  eine  jede  Bewegung  stets  nur  als  eine  rela- 
tiv«; Bewegung  betrachtet."'  Obgleich  dii-seni  nicht  iniszuvfrstebendeu 
Grundsatz  in  dri  iiearbcitung  keine  Folge  gegeben  wird,  so  verdient 
er  doch  an  sich  eine  eingehende  Kritik.  Undefinirbur  ist  du-  ahso- 
luit  Kuhc  tiberhauj)t,  die  uhsolute  Beweguug  zunächst  rücksichtlich 
der  Zeit-  oder  (lesuhwindigkeitseinheit,  die  vdllig  willkürlich  bleibt. 
Von  dieser  Abhängigkeit  ist  offenbar  hier  nicht  die  Rede,  und  der 
willkürliche  Factor  in  Linien-  und  Zeitniass  ist  wegen  Homogeueiui 
aller  Gleichungen  in  Hezug  auf  dieselben  von  keinem  Einflu?«.  Hirr- 
von  abgesehen  i.st  dir-  absolute  Bewegung  undefinirbar  vom  rein  geo- 
inetrisdien ,  nur  teilweise  vom  dynamischen  Gesichtspnnkt  Die  cm- 
pirischon  Gesetze  bestimmen  die  ikwegung  bis  anf  ^  aude&airbare 
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Coutanten,  deren  6  die  anftnglicfae  Lage ,  8  die  anfängliche  Trane- 
Ittiofl  der  Kdrperwelt  ansdrfleken,  vollstftndig.    Hieraus  ergibt  Mdi 
zwar  eine  Relativität  der  Bewegung ,  nämlich  zum  Anfangszastaud : 
doch  pflegt  man  unter  relativer  Bewegung  nur  eine  Bewegung  des 
Teils  relativ  zum  Ganzen,  inu  aber  des  Gan/eu  rckitiv  in  eiucni  Au- 
faug  zu  verstehen,  und  ersteres  kann  auch  hirr  nur  gemeint  sein. 
Die  Bewegung  besLmiint  sich  also  cmpiribch  absolut  nicht  nur  unter 
Voraussetzung  einer  gegebeucn  Epoche,  sondern  auch  teilweise  unab- 
hängig davon  für  jt    n  Zeitpunkt,  nämlich  nach  Unterscheidung  von 
Translation  und  Rotation,  bezü^^lich  auf  letztere,  die  gar  keiner  WiU- 
kilr  unterliegt.   Es  würde  z.  B.  den  cclatantesten  Widerspruch  gegen 
die  Wirklichkeit  ergeben,  wollte  man  (<ine  als  ruhend  betrachtete 
Fundameutalaxe  durch  Sonnen-  und  Erdmittelpunkt  legen;  denn  die 
Erde  müsste  «lann  nach  der  Sonne  fallen.    Da  hiernach  die  absolute 
Bewegung  ihrem  Hauptteile  nach  massgebend  für  die  Theorie  ist,  so 
kann  man  sie  auch  nicht  schlechthin  ,, fallen  lassen'*;  damit  würde 
eine  wesentlicbe  Lücke  in  der  Theorie  verbunden  sein.    Für  jede 
conscqneutc  Tbeorie,  nicht  etwa  bloss  für  bequemen  Ausdruck,  ist  es 
notwendig,  von  der  tatsächlich  gegebenen  relativen  zur  absoluten  Be- 
wegung überzngelien,  nnd  um  deutlich  zu  sein,  diesen  Uebergang 
ausdrücklich  auszusprechen.    Dabei  ist  zu  bemerken,  dais  in  den 
Frietipien  der  Mechanik  kein  Anlass  vorkommt  das  vorausgesetzte 
rohende  Axensystem  zu  bestimmen;  die  Bestimmung;  bleibt  der  an- 
gewandten Mechanik  vorbehalten«  welche  erat  die  dasn  nötigen  Beo- 
baehtnogidata  dazu  bringt 

In  dem  citirten  Satze  der  Vorrede  ist  donmach  irrig,  dass  der 
Begriff  absoluter  Beweguug  „auf  keine  Erfahrung  gestutzt*',  and  dass 
er  ^nnfhichtbar^^  sei;  es  ist  aber  anch  ferner  ganz  unzutreffend,  dass 
der  Terfiuser  ihn  habe  „fallen  lassen'S  Im  Gegenteil  volhdeht  er 
schon  anf  2.  Seite  erklftrtennassen  den  Uebergang  von  der  relativen 
znr  absolnten  Bewegung  durch  die  Bestinunnng,  dass  das  Fundnental- 
Asensystem  beständig  dasselbe  bleiben,  nnd  nur  von  Ruhe  und  Be- 
wegung schlechthin  die  Rede  sein  soll,  wo  nicht  ansdrfieklich  eine 
BdaUvitit  zu  irgend  einer  Bewegung  angegeben  ist  Hiermit  wird 
fr  in  der  Tat  innerhalb  der  Grenzen  des  Buchs,  die  Ja  nur  die  reine 
Mechanik  enthalten,  also  die  Einfahrung  von  Datis  aus  der  Wirk* 
iichkeit  ansscfatiessen  soll,  der  Forderung  gerecht  Denn  die  Ruhe 
des  Fundamental-Axensystcms  ist  dadurch  implicite  zur  Voraussetzung 
gemacht.  Nun  soll  aber  das  Buch  Vorstudium  anch  für  die  ange- 
wsadte  Mechanik  sein,  nnd,  wenn  dies  nicht  anf  dem  Titel  stflnde, 
säbetveistftndlich  kann  man  von  der  reinen  Theorie  verlangen,  dass 
sie  sidi  ticbt  bei  Anwendung  auf  die  WirUfehkelt  falsch  erweist 
Ba  zeigt  sich  denn  doch  die  vom  Verfasser  getroffene  Auskunft ,  das 
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MotiY  der  Anordnnng,  die  Frage,  ob  dieselbe  notwendig  oder  will- 
karlich  sei,  mit  Stillschweigen  zn  ftbergehon,  darebaos  nosidfliiig. 
In  der  Tat  ist  die  Yoranssefening  absoluter  Rnhe  des  Fondsmentai- 
Axensystems  notwendig,  und  bei  Jeder  Anwendung  auf  die  Widi- 
lichkeit  moss  gefragt  werden,  ob  (üsselbe  wirklich  mht;  denn  da- 
durch ist  die  Gültigkeit  der  Resultate  reiner  Mechanik  bedingt,  wie 
z.  B.  der  Fall  des  Foncault'schen  Pendels  zeigt.  Spätere  Bemer- 
kungen scheinen  das  Yers&nnite  im  einzelnen  nachholen  su  seUes, 
doch  ersetzen  können  sie  es  nicht,  sie  sind  an  uniechter  Stelle  an- 
gebracht undeutlich  und  lassen  Begründung  Termissen. 

Die  vorliegende  Lieferung  erstreckt  8ich  auf  Statik  und  Dynamik 
eines  Punktes,  woraus  zu  ersehen,  dass  zum  obersten  Einteilungs- 
princip  die  Unterscheidung  des  Kraftobjectes,  Punkt  und  Körper  oder 
Punktsystem,  gewählt  ist,  während  die  nächste  Untereinteiluug  in  Statik 
uud  Dynamik  wie  sonst  bestehen  bleibt.  Der  Lehrgang  unterscheidet 
sich  nicht  wesentlich  von  dem  der  gewöhnlichen  analyüschcn  Mecha- 
nik; wie  dic-srr  schreitet  er  in  allgemeinster  Form  nnd  Aoiusiingi 
wiewol  mit  Bevorzugung  graphischer  Darstellung  fort  ~  man  mOsste 
es  denn  als  ein  synthetisches  Element  ansehen,  dass  die  Kräfte  in 
der  Ebene  den  Kräften  im  Räume  vorhergehen.  Hervortretend  ist 
dagegen  die  ungemeine  Ausführlichkeit  und  Grandlichkeit  der  JHi- 
Stellung  Ton  Gegenstftnden,  die  sich  nur  wenig  Ober  die  ersten  An- 
fänge erheben.  Was  man  sonst  kurz  zusammenzufassen  pflegt,  ist 
vielfiuh  zerlegt  und  ausgebreitet  Der  in  der  Dynamik  unentbehr- 
licho  Grundsatz,  dass  die  relative  Wirkung  Jeder  Kraft  unabhingig 
von  der  BewQgnng  des  Objects  ist,  ist  zum  Ausgangspunkt  der  Statik 
gemacht  und  wird  beständig  angewandt  Er  enthält  offenbar  das 
Parallelogramm  der  Kräfte  nnd  die  gesamte  Theorie  der  Zusanunea- 
Setzung  und  Zerlegung  der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte  m 
einen  Gedanken  zusammcngefasst ,  und  es  war  leicht  dieselbe  sofort 
im  ganzen  daraus  herzuleiten.  Obwol  auch  hier  die  Begründung  ganz 
darauf  beruht,  so  wird  doch  das  Ziel  erst  nach  vielen  Betracbtnagen 
erreicht  Einer  Rechtfertigung  bedarf  dies  Znwerkegehen  nicht:  es 
richtet  sich  nach  dem  besondem  BedOrfniss  der  Lernenden.  H. 


Sammlangen. 

Sammlung  von  arithmetischen  und  algebraischen  Fragen  nnd  Auf- 
gaben, verbunden  mit  einem  systc^matischen  Aufbau  der  Begriffe, 
Formeln  nnd  Lehrsätze  der  Arithmetik,  für  höhere  Schulen.  Von 
Dr.  Hermann  Schubert,  Oberlehrer  an  der  Gelehrlenschule  des 
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Joban  neu  ms  in  Hambarg.  Erstes  Heft:  Für  mittlere  Klassen.  Zweites 
Heft:  Fflr  obere  Klassen.   Potsdam  18S3.   Aag.  öteiu.   448  S. 

Diese  Aufgabeii&aniiiiluiig  zeichnet  sich  besoodors  durch  Vielsei- 
tigkeit aas.  Der  Umfang  der  OiKratiouen,  auf  deren  Einübung  sie 
eingerichtet  ist,  entspricht  den  gesct/lichen  Aufordoruiigen  der  Schul- 
exainina.  Doch  sind  ausser  den  0}>erutionen  noch  mancherlei  Gegen- 
stände m  den  Kreis  der  Uelnngeii  gezogen,  numejitlich  die  Algo- 
rithmen einschliesslich  aller  die  P'orm  der  Schreibung  und  geordneten 
Attfiführang  betretTendeu  liegein.  Auch  ist  die  auf  Arithmetik  be- 
zfigliche  alte  Geschichte  der  Griechen,  Römer  und  andrer  Völker  viel 
berücksichtigt.  Alle  nötigen  Erklaningou,  Sätze  nn<i  liepeln  sind 
derart  aufgtTahrt,  da?«  der  Gebrauch  eines  besonderen  Lehrbuchs 
bei  den  Lebungen  entbehrlich  wird.  Die  Auswahl  der  Beispiele,  die 
toils  in  Formel,  teils  iu  Worten  und  Einkleidung,  woraus  der  For- 
mf!ansatz  zu  linden  ist,  gegeben  sind,  ist  vortrcftiich  Sie  bean- 
spruchen im  ganzen  ziemlich  viel  Selbstdenken  der  J^chülor.  Die  7 
Abschnitte  sind:  Einführung  in  die  arithmetische  Sprache;  Operationen 
erster,  zweiter  Stufe,  Anwendungen  der  Gesetze  beider  (Gleichungen 
1.  Grades),  Quadratisches  (Gleichungen  2.  Grades),  die  3  Operationen 
3.  Stnfe,  Combinatorik,  Kettenbrüche,  diophantischo  Qleiciiungen  und 
einige  Gegenstände  höherer  Arithmetik  und  Algebra.  H. 


Rechenbuch  für  Gymnasien«  Bealgymnasicn »  Ober-Rcalschnlon, 
Bealichulen,  höhere  Bürgerschulen,  Seminare  etc.  Von  Christ 
Harma,  Professor  an  der  Realschule  iu  Oldenburg,  und  Dr.  Alb. 
KatliuB,  Oberlehrer  am  Königstädtischen  Gymnasium  in  Berlin. 
Zehnte  Auflage.  Oldenburg  1883.  Gerhard  Stalling.  S62  S. 

Die  :i  Auflage  ist  im  221  litt.  15ci-ieht  S.  35,  die  fUe  im  251. 
litt  B.  S.  36  besprochen.  Veränderungen  haben  nicht  stattgefunden, 
aar  in  der  8ten  betreffend  die  Orthographie.  H. 

* 

Physikalische  Aufgaben  für  die  Prima  höherer  Lehranstalten. 
Von  Dr.  Karl  Jansen,  Ordentlichem  Lehrer  am  Realgymnasium  zu 
Dasseldorl  Freibuzg  im  Breisgau  1883.  Herder.  150  S. 

Liese  Sammlung  von  558  Aufgaben  ist  zum  Gebrauche  der  Schüler 
bestimmt  und  schliesst  sich  dem  physikalischen  Unterricht  in  Prima 
an.  wie  er  etwa  dem  Lehrbuch  von  Münch  entsprirlit.  Lie  Aufgaben 
verlangen,  mit  einzelnen  Ausnahmen,  Ausnchuung  ans  Datis,  die, 
namentlich  in  der  Mechanik,  die  analytische  Ausdrueksfurm  (in  Coor- 
dinaten  u.  s.  w.j  anwenden.   Sie  setzen  die  idealisirte  Auffassung  aus 
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der  Wirklichkeit  ontnonimenor  Gegenstände  imd  Vorgänge,  mithin 
IsoHruDg  drr  Kraftwirkungcu  voraus,  d.  h.  mit  Ausschluss  aller  Cor- 
rectionen.  Der  erste  Teil  nmfasst  die  Mechanik,  in  grösster  Aus- 
dehnung die  der  starren  Korper.  doch  sind  Stoss,  Reibung,  Fluide 
und  Gasp  gleichfalls  berücksichtigt  Der  zweite  Teil  betrifft  die 
Akustik,  Ui»tik,  \Yärme,  Magnetismus  und  Eloklricität.  Dann  folgen 
die  Resultate  aUer  Aufgaben,  endlich  eine  Anzahl  piijsikaiiscber 
Tabellen.  H. 


Zor  Nachricht  für  Blatbematiker,  besonden  Freonde  meiner  Auf- 
gabensaromlaDg.  Von  E.  Bardoy.  Zeitscbr.  fiir  math.  n.  natorv. 
Unterricht,  Bd.  XV.  Heft  3.  8  S. 

Der  Artikel  ist  Entgegnang  anf  Sinram's  „Erwiderung  betreffend 
Bardey'B  Aufgabensammlnng^^  im  279.  litt  Beriebt  S.  28.  Sinram's 
Schrift  ist  bervorgcmfen  durch  die  darin  citirte  Aenssemng  Bardey's, 
in  welcher  letzterer  sich  den  Anschein  gibt,  als  wenn  ausser  3  ge* 
nannten  Aufgaben  keine  Entlehnung  aus  fremden  Sammlungen  statt- 
gefunden hatte,  womit  Sinram  indirect  der  Unwahrheit  bescholdigt 
war  und  begegnet  der  Beschuldigung  durch  Aulweisnng  einer  hin> 
reichenden  Anzahl  flbereinstimmender  Au^ben.  In  Bardey's  ge- 
wärtiger Schrift  wird  die  factische  Uebereinstimmung  bn  Mnem  der 
Ton  Sinram  angefahrten  Beispiele  bestritten,  ausserdem  unter  IV.  erst 
im  allgemeinen  die  Aehnlichkeit  bei  sehr  vielen,  dann  die  Aufiiahine 
von  6  bestimmten,  and  unter  III.  die  Aufiiahme  anderer,  nur  mit 
ZurUckfÜbrunK  der  Autorschaft  von  Heis  anf  H.  Hirsch ,  eiugcrftumt 
Hiermit  ist  die  Angelegenheit ,  soweit  sie  den  Artikel  im  Archiv  be- 
trilft,  erledigt.  Die  Frage,  ob  eine  neue  Verwendung  schon  früher 
publicirter  Auftraben  vtTwertlich  sei,  beschäftigt  uns  nicht,  und  würde 
überhaupt  kein  Iiiter'  S.si  haben,  wofern  der  \'rrf;is5iT  n;cht  sagt  oder 
andeutet,  dass  er  auf  Originalii^il  Anspruch  laaoht.  Auch  auf  son- 
stige Aimabeu  über  das  Verhältniss  zwischen  den  Sammlungen  von 
nird  y  Ull  i  Heis  und  Andern  gehen  wir  nicht  ein,  verweisen  dagefl^en 
auf  liie  Würdigung,  welche  der  Verfasser  in  der  ausführlicheren 
Brochttre  herausgeg.  von  den  Schuünspectoreii  J.  Klein  und  J.  Hoff- 
maiiii  unter  dem  Titel:  „Antwort  auf  die  Auslassungen  Dr.  Bardey's 
in  dem  2.  Hefte  der  Zeitschr.  für  math.  u.  naturw.  Unterricht  von 
J.  C.  V.  Hoffmann  1883  über  das  von  den  Unterzeichneten  heraus- 
gegebene Rechenbuch  für  Seminaristen  uud  Lehrer.  Düsseldorf 
löi^"  _  erfahren  hat.  Hoppe. 
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Tabellen. 

Xables  de  logaritbmcs  ä  six  d^cimales  constraites  sar  an  plan 
lOUTean  par  Adolphe  Bcuoist.  Docteur  en  droit,  Membre  de  la 
Sociäe  Math^matiqae  do  France.  Sechsstellige  Logarithmen-TafelQ. 
Nach  eiocm  ncnen  Piano  zusam rnengestellt  tob  Adolph  Benoist 
Paris.  Ch.  Dolagrave  (W.  Hinrichsen).  S91  S. 

Auf  die  neue  Anordnung  legt  der  Verfasser  als  eigne  Erfindung 
Gewicht  Die  Eutrees  sind  im  Hauptteil  dieselben  wie  bei  den  sie- 
benstelligen Tafeln  von  Bremiker-,  von  den  6  Stellen  der  Logarithmen 
sind  die  2  ersten  der  je  5ten  Zeile  vorgedruckt.  In  den  trigonome- 
trischen Tafeln  sind  die  Complemeiitarfunctionen  nicht  neben  einander 
gestellt,  sondern  die  Winkel  von  0  bis  90^  durchgeführt;  nur  die 
Loj-'aritbmen  der  Sinns  und  Tan{];enten  stehen  auf  den  2  zugleich 
sichtbaren  Seiten  neben  einander;  die  Sechstel  der  Minuten  gehen 
durch  eine  Zeile.  Neu  berechnet  und  hinzugefügt  ist  links  vom 
Entree  der  Diffcrenzentafeln  die  antilogarithnüschc  Differeuzcntafcl, 
d.  h.  die  Angabe  der  Differeazon  der  Zahlen  fQr  die  Siobciten  der 
Differenzen  der  Logarithmen.  Die  bei  Bremiker  unter  der  Zahlen« 
tafd  befindliche  Ergftuznngstafcl  für  kleine  Kreisbogen  ist  beibehalten. 

BL 


FOnfstelligc  logarithmische  und  trigonometrische  Tafeln  m^bst 
einer  grösseren  Anzahl  von  Hilfstafrln.  herausgeijcben  von  Dr.  Adolf 
Greve,  Oberlehrer  am  Karis-Gyiiiaasium  zu  Ik-raburg.  Bielefeld  und 
Leipzig  1884.    Velhagen  u.  Klasing.    171  S. 

Die  Tafel  ist  für  den  Gebranch  in  der  Schnle  and  im  gemeinen 
Leben  bestimmt.  Sie  zeichnet  sich  durch  sehr  dentlichen  Druck  bei 
missig  grossen  Ziffern  ans  und  unterscheidet  sich  durch  Angabo  der 
Secnnden-Diffierenzen  und  sehr  viele  Zugaben  teils  an  Formeln,  teils 
an  Udneron  Tafeln.  Unter  letztem  sind  zu  nennen  die  Tafeln  zur 
Berechnung  12stelliger  Logarithmen,  7  stelliger  Logarithmen  nnd  8- 
stelHger  Antilogarithmen,  die  Sstelligen  brigg*8chen  nnd  natürlichen 
Logarithmen  der  Primzahlen  •<  1000,  und  Violfache  dea  Modulns, 
eine  Factorentafel  bis  1000;  mehrere  zur  Ergänzung  und  Gebrauchs- 
erieicbtcmng  dienende  Tafeln  für  trigonometrische  Tafeln,  TstcUige 
trigonometrische  Zahlen  für  alle  Grade,  Quadrate  bis  1000,  Kuben 
bis  100,  4  5  ...  9to  Potenzen  bis  30,  Potenzen  Ton  2,  3,  f),  Qua- 
dratwurzeln bis  ICK),  Binominalcoef&cienten,  7  stell  ige  Prodncte,  phy- 
sikalische Tafeln,  die  Werte  vieler  Attsdrflcke  in  ar,  u.  a.  m. 

U. 


25  Litt$rarueher  Bericht  U, 

Fünfstellige  Logarithmen -Tafeln.  Von  Friedrich  Wilheln 
Rex.  Erstes  Heft.  Die  Logarithmen  der  Zahlen  und  der  gomuine- 
triscbcn  Formeln.   Zweites  Heft.   Die  Additions-  und  SubtractiooB« 

1 4-x 

logarithmen  der  Werthe  y^'x'  ^^P^^^^  Logarithmen,  natftrMe 

Zahlenwerthe  der  goniometrischen  Fnnctionen  und  Bogenlängen, 
Sehnen  and  Pfeühöhcn;  Potenzen-  und  Kreistafel;  (^uadrattAiel, 
KecipFökeutafel ;  Anhang.  Stereotyp-Druck.  Stuttgart  1884.  J.B. 
Metzler.   174  +  YUI  S. 

Das  höhere  Format  hat  der  ersten  Tafel  den  VorteQ  gebncbt, 
dass  Je  1000  Zahlen  anf  2  Nebenseiten  stehen.  Am  Schlnss  derselbes 
folgen  die  7  stelligen  Logithmen  der  ersten  1000  fanfziffirisen  ZaUes, 
dann  Werte  cinsciner  Irrationalen,  logn!  etc.,  bemonlliache  ZaUes- 
Die  trigonometrische  Tafel  geht  in  den  6  ersten  Graden  doreh  die 
Sechstel  Minnten,  mit  Beifügung  des  Entrees  in  Secanden,  dann  von 
vom  beginnend  dnreh  die  Minuten.  Ihr  folgt  eine  Tafel  znm  Uelier- 
gang  von  logtgx  auf  log  cos  x,  logsins.  Den  Inhalt  der  flbrigcn  Ta- 
feln gibt  der  Titel.  Ein  Anhang  enthält  physikalische  Tabellen. 

H. 


Vermischte  Schriften. 

Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Hit 
Leffler.  d. '  Stockholm  1884.   F.  n.  G.  BeQer.    Berlin,  Mayer  s. 
Müller.  Paris,  A.  Herman. 

Der  Inhalt  des  3.  Bandes^  ist  folgender. 

L.  Koeuigsbergor:  Ueber  die  einer  beliebigen  Düereatiil* 
gleichung  1.  Ordnung  angehörigen  selbständigen  Trsasces* 
denten. 

H.  Poincar^:  Abhandinng  ttber  die  Klein'schen Gruppen. 

M.  Krause:  Ueber  die  Transformation  der  elliptischen  Fano- 
tionen.  —  Ueber  die  Transformation  der  hypt  rclhptischen 
Functionen  1.  Ordnung.  —  Ueber  den  Multiplicator  der 
byperelliptischcu  Functionen  1.  Ordnung. 

L.  Lindeidf:  Eine  Frage  Uber  lebenslängliehe  Renten. 

i    Uj.  Meli  in:  Eine  YcrallgcmeinGruQg  der  Gleichung 


SUIS» 


Ueber  gewisse  durch  die  F  Function  ansdrttckbare  unend- 
liche Prodncte* 

C.  de  Sparre:  Ueber  die  Oleichnng 


£.Beltrami:  Ueber  die  elektromagnetischen  NiveauschlchteDir 

C.  Le  Paige:  Ueber  Flächen  3.  Ordnung. 

F.  Prym:  Ein  neuer  Beweis  für  die  Biemann'scbe  Thetaformel. 
Abl^tniitg  einer  allgemeinen  Thetaformel. 

A.  Krazer  und  F.  Prym:  Ueber  die  VeraUgemeincrang  der 
Riemann'schen  Thetaformel. 

A.  Steen:  Nota  ttber  gewisse  lineare  Differentialgleichangen. 

0.  H.  Halphen:  Ueber  die  Invarianten  der  linearen  Bifferen- 
flalgldctrangea  4.  Ordnung.  H. 

Bulletin  de  la  Society  Math^matique  de  France,  pubH6  par  Ics 
s«cr^taire8.  Tome  XI.  Anii^e  1802—63.  Paris  1883.  Au  si^gc  de 
la  sociale. 

Der  11.  Baad  enthlUt  folgende  Abhandinngen. 

£.  Lemoiuo:  Einige  Wahrscheinlichkeitsanfgaben  geometrisch 
gelost. 

E.  Picard:  Ueber  die  Rednction  der  Anzahl  der  Perioden  der 
Abel^schen  Integrale,  insbesondere  im  Fall  der  Gorven 
3.  Art. 

Fonret:  Ueber  eine  Eigentümlichkeit  in  Betreff  zweier  mate- 
rieller Systeme  ans  gleichvielen  Punkten  von  gleichen  Massen. 

Zelle r:  Doppeltes  Fundamental-Ealender-Problem. 

Perrin:  Ueber  den  Fall  der  Lösbarkeit  der  Gleichung  5.  Grades 
dvfoh  Wnnehiusdrtlcke.  ~  Note  über  dio  Beaidoa  der  In- 
nriaaten  nnd  GoTarianten  der  binfiren  Formen. 

Appell:  Ueber  gewisse  Reiheneutwickeluageu  von  Potenzen. 


k*  cn*jf 
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£.  Lncas:  Beweis  des  Satzes  von  Claofica  and  Staadt  über  dk 
Bernoolirschen  Zahlen. 

David:  U^r  2  neue  Reihcnausdrflcke  Ar  den  rin  und  cm 
eines  gegebenen  Bogeus. 

N.  YanScek;  Ueber  die  Ellipsen  beschrieben  durch  die  Puuku>, 
welche  UBTerftnderlich  an  ein  constantes  Segment  gcbondes 
sind. 

Poincarc:  üebor  uinen  Satz  aus  der  allgemeincD  Tliooric  der 
FuiftioTien.  —  lieber  die  Functionen  ö.  —  Ucber  die 
^zen  Fuuctionen. 

Bobek:  Bemerkung  aber  die  Strictionslinie  d^  einschaligm 
Hyperboloids. 

D'Ocagno:  Ueber  den  Krammungsmittelpankt  der  Verfolgongs* 
curvon. 

Güursat:  UebiT  die  Differentialgleichnngen  4.  Ordnung,  dereu 
lute^raic  ume  homogcüen  Glciciiuug  2.  Grades  crfülleo. 

Per  rot:  Ueber  das  Llofer-SysteiD. 

Lucicn  L6vy:  Ueber  die  abwickelbareu  Flächen,  welche  dnrfh 
Brrochnimg  eines  Büschels  von  parallel  auf  eine  gegebene 
Curvc  (alleudon  Lichtstrahlen  gebildet  werden.  R. 
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Litteramclier  Bericht. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

üeber  Beta-  und  Gammafonctioneii.  Von  Phil.  Dr.  J.  Anton 
Sehobloeh.  Halte  1884.  Louis  Nebert  4^  11  S. 

Der  Aufsatz  outbiilt  mannichfacho  Versuche  iu  der  Theorie  der 
Ealer*schen  Functionen  etwas  neues  zu  finden.  Die  letzte  Formel 
biweist,  dass  die  Austreuguugeu  nicht  ganz  ohne  Erfolg  waren.  Die 
Untersuchung  beginnt  mit  dem  ersten  Eulei  achen  iTitcgral,  das  (icwöhu- 
lichmit  B  bezeichnet  wird,  geht  aber  sehr  bald  unabänderlich  auf  den 
Fall  über,  wo  das  eine  der  2  Argumente  eine  ganze  Zahl  ist.  Hier  ist 
B  keine  Trauscendeute  mehr,  sondern  eine  rationale  Function  des  an- 
dern Arguments,  die  auch  in  Gl.  (5)  angegeben  ist.  l^ahcr  hat  auch 
Gl.  (7),  die  wol  auch  in  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  kein 
neaeB  Resultat  vorstellen  soll,  keine  directe  Beziehung  zu  jenen 
Transcendenten.  Sic  wird  augeblich  als  Quelle  neuer  Siitze  aufgestellt. 
Was  daraus  abgeleitet  wird,  ist  die  Gl.  (11),  mit  welcher  die  Be- 
U^htang  der  6  Überhaupt  schliesst.  Dieses  Endergebuiss  ist  nan 
eine  reine  Identität  von  Productou  linearer  Binome,  deren  Factoren 
itle  einzeln  auf  beiden  Seiten  der  Gleicbang  ttbereinstimmeu,  bedurfte 
also  nicht  der  Rechnung  oüt  bestimmten  Integralen.  Dieselbe  wird 
io  der  Form  (15)  mit  i'Fnnctioncu  gescbrieben,  was  eine  nnweseut^ 
liebe  Aendemng  der  Schreibart  ist.  Zu  diesem  Zwecke  woUto  d^ 
Vefftsser  an  bekannte  Beziehnngen  der  B  und  V  erinnern.  Dass  er 
aber  die  GL  (13)  nnd  (14),  deren  erstere  nicht  einmal  in  Anwendung 
kommt,  erst  herleitet,  tlberdies  mit  demselben  ungerechtfertigten 
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Udbergang  sur  Grenze,  den  Gauss  sich  erlaabt,  war  jedenfiüh  sek 
flborflflBsig  mid  inconseqneht,  da  er  die  eigentiicbe  BelationderB 
und  r  unmittelbar  ah  bekannt  aufteilt  Nacb  Ausdrack  der  B  i& 
r  erhftlt  er  die  GL  (20),  welche  nicbts  weiter  ist  als  die  Gansi^sdie 
Relation  der  P  nach  Division  zweier  Werte  beider  Seiten  der  Gki- 
chnng,  die  jedoch,  obwol  sie  altgemein  gilt,  hier  nur  Ar  ganze  ZaUen 
a  und  h  bewiesen  anftritt«  Bis  dahin  besteht  also  die  ganze  Ldstnng 
nur  in  ümschrdbung  sdbstverstftndlichcr  oder  bekaunter  Gleicbafigea. 
Solche  Umschreibungen  können  sehr  nQtzlich  sein,  wenn  sie  dem 
Zwecke  einer  Untersuchung  durch  veränderte  Auffassungsform  dienen 
Hier  ist  es  aber  umgekehrt:  ein  lUiigerer  Tiaiisformationswog  führt 
nur  zu  einer  Schreibweise,  deren  Amveudung  schwerlich  je  vürkoramt. 
Die  folgende  Untersiichuii'^  boginnt  mit  einer,  absichtlich  herbeige- 
zogenen, gänzlich  zwecklosen  Umschreibung,  mit  der  sie  übrigens 
gar  niclits  zu  tun  hat.   Der  Verfasser  ueuut  das  Integral 

welches  jedermann  für  eine  T  Function  mit  dem  Factor  -  ansehen 

n 

wird,  eine  „Vcrallgemein-ruHg  tlt-r  F  Function"  und  bezeichnet  sie 
als  Function  zweier  Variaholu,  trotzdem  er  dessen  Ausdruck  io  V 

bald  findet,  nnd  der  Factor  ^  in  allen  Formeln  sicbtlicb  ein  nnregel- 

n'lssiges  Klcnient  b-'dct.  Von  dieser  capriciösen  Schreibweise  abge- 
sehen isf  <i»T  Untersuchuugsgaug  derjenige,  welchem  die  Herleitnng 
der  Gausi  öchen  Relation  den  Weg  zeigt.  Es  wird  logiTf*)  durch 
ein  bestimmtes  Integral  dargest(dlt,  für  b  eine  arithmetische  lieihe 
substituirt,  und  die  Summation  vollzogen.  Nur  ist  bei  jener  das 
Intervall  1,  hier  beliebig.  Nach  Subtraction  zweier  Ausdrücke 
derselben  l-'ürm,  aber  beliebig:  \  crschiedener  rilieilcrzabl  gibt  sich 
leicht  ein  Fall  zu  erkennen,  in  welchem  das  Integral  in  eudlichtr 
Form  darstellbar  ist,  indem  derjenige  Teil  der  zu  integrirenden 
Function,  dessen  Nenner  2  binomische  Factoren  hat,  wegHillt.  Die 
Specialisirung  lässt  die  2  ganzen  Zahlen  />,  q  unbeschränkt  und  ro- 
ducirt  nur  die  2  Irrationalen  auf  oine.  Um  sichtbar  za  machen,  dass 
eine  solche  wilUcttriich  bleibt,  w(dlen  wir  im  Schlussergebniss  ftr  «,  | 
K  m  schreiben  dann  lautet  die  61.  (31): 

Hier  ist  zagleich  ein  Fehler  berichtigt,  der  sich  durch  eine  lletb^ 
Ton  Gleichnngen  hinzieht  nnd  dadurch  entstanden  ist ,  dass  die  Mal*  i 
tiplication  dner  Gleicbnng  bei  einem  Term  vergessen  worden  tit; 
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ilitt  des  Expouoaton         mtiss  stehea  p  gesamte  Ar- 

bdt  darf  man  wol  für  ein  Specimen  halten,  darch  welches  der  Ter- 
ftsaer  seine  Fertigkeit  in  der  Behandlung  bestimmter  Integrale  dar- 
ton  wollte.  In  diesem  Sinne  wird  freilich  das  Urteil  von  aller  darin 
enthaltenen  Mystification  wenig  berflhrt  H. 


Grapfaisch-mecbanische  Methode  zur  AnflOsnag  der  numerischen 
Gleichnngen.  Von  Dr.  C.  Reuschle,  Professor  an  der  tichnischen 
Uocbschnie  in  Stattgart  Stuttgart  1884.  J.  B.  Metaler.  64  8. 

Das  Priucip  in  noch  ziemlich  specicUer  Gestalt,  wie  es  joduch 
nach  Lrtahrung  des  Verfassers  für  den  Erfolg  die  günstigste  ist,  ist 
folgendes.  Durch  lineare  Substitution  kann  mau  im  voraus  einen 
Coi  ftioieuten  der  Gleichung  zu  ü,  zwei  andre  zu  I  macheu.  Sic  laute 
alsdann: 

dann  lAast  sie  sich  zerlegen  in 

Betrachtet  man  «,  y  als  Coordinaten,  so  geht  die  eratere  Gleichnog 
aas  der  der  Parabel 

durch  Verschiebung  in  der  x  und  y  Richtung  ohne  Dreliung  hervor. 
Zeichnet  mau  imn  auf  ein  in  Millinuterquadrate  geteiltes  Blatt  dio 
der  zweiten  Gleichuniir  entsprechende  Curve  und  auf  Pauspapier  die 
i^'arabL'lschar  y  —  nj-  uebst  Axen.  so  gehen  nach  gi-lujriger  Verschie- 
bung des  letzterem  auf  ersterem  t^'e  Abscissen  der  Schnitte  der  Pa- 
rabel a  mit  jener  Curve  sämtliche  reelle  Wurzeln  der  Gleichung, 
i^ie  besondere  Zeichuaug  der  Curve  für  jeden  neaen  Fall  wird  er- 
spart, wenn  n  ^  6  ist.  Bei  Gleichnngen  6.  Grades  hängt  sie  nur  ?on 

dnem  Parameter  d  ab;  diese  werden  daher  gelöst  durch  Verschie* 
bnng  einer  Parabelschar  auf  einer  einfach  unendlichen  Curvenschar, 
welche  ein  für  allemal  zn  zeichnen  ist  und  dann  für  alle  Fälle  aus- 
reicht. Bei  Gleichnngen  ö.  Grades  föUt  auch  d  wo.r.  und  es  ist  statt 
der  Curvenschar  nur  eine  Cnrre  zu  zeichnen.  Man  hat  dann  fiber- 
dies  die  Wahl,  ob  man  lieber  eine  Parabel  y  =  asf  eluer  Corven- 
schar  verschieben  will»  indem  man  bei  Bedaction  der  Gleichung  a^X 
nacht  und  den  Coeffidenten  von  stehen  lässt  Beide  Vorteile 
hat  nan  derVerftaser  ausser  Acht  gelassen,  es  ist  nicht  sn  verstehen 
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warum.  Er  redacirt  nämlich  anfangs  nur  einen  Olcicbnngscoefüci- 
enten  auf  1,  den  zweiten  erst  nachträglich  bei  der  Gleichung  6,  Gra- 
des, wo  es  als  uneiitbobriirhes  Auskunftsmittel  erscheint.  Zur  Aui- 
lösung  der  (ileicbung  o.  Grades,  sagt  er  ausdrücklich,  müsse  eine 
Parabelscbar  auf  einer  „Hyperbelschar"  verschoben  werden.  Bei  den 
Gleichungen  niederer  Grade  treten  weitere  Vereinfachungen  ein,  die 
leicht  7u  h  11  den  sind.  Die  praktischen  Fragen  sind  reichlich  er- 
wogen und  auseinandergesetzt,  viele  Figuren  dazu  in  den  Text  ein- 
gelegt. Ferner  winlen  vielerlei  Modificationen  des  Verfahrens  be- 
sprochen. Da  nun  für  die  gesamte  Anwendung  nur  eiui^^t  völlig 
individuelle  Figuren  erfordert  werden,  die  nur  in  der  AusdehnuDg 
und  Linieneinheit  variiren  können,  und  für  letztere  der  Verfasser  2 
Centimeter  als  die  günsti^^stf  Grösse  betrachtet,  so  ist  der  Gedanke 
an  die  Hand  gegeben,  wiewol  nicht  ausgesprochen,  die  erforderlichen 
Zeichnungen  gedruckt  herauszugeben,  wodurch  die  Anwendung  des 
Verfahrens  für  den  Einzelnen  bedeutend  erleichtert  und  seiner  Auf- 
nahme eine  weit  grössere  Verbreitung  verschafft  sein  würde.  In  eiMf 
Note  empfiehlt  der  Verfasser,  statt  des  Pauspapiers  Gelatine-Pspier 
zu  nehmea.  H. 


Theorie  des  appro.\imations  nunienques.  Notions  de  calcnl 
approxiraatif.  Par  Ch.  Galopin-Schaub,  Docteur  ^s  scirnces 
inath^matiques  (de  la  Facolt^  de  Paris).   Genive  ü.  Geoz^' 

Das  Buch  ist  zar  Belehnuig  von  Stadenten  bestimmt,  bei  denea 
der  Verfasser  die  Eeontniss  nnd  Beacbtmtg  der  Regeln  appnudaistifw 
Recbnimg  sehr  Termisst  hat  Es  macht  nicht  den  Ansprach  vott- 
ständiger  oder  wissenschaftlicher  sn  sein  als  seine  Torg&ngor,  beatnbt 
sich  aber  Idare  nnd  leicht  anwendbare  Regehi  in  logischer  Ordaisg 
zu  geben,  mit  denen  Beispiele  »ir  Untentutsung  verbunden  sind,  wo 
es  förderlich  sdiien.  Dies  sind  die  Oesiobtspunkte  lant  der  Vorrcds. 
In  der  Tat  kann  es  bei  einem  Gegenstände,  der  für  einoi  entwiiMteB 
Verstand  kaum  etwas  unbekanntes  enthalten  kann,  nur  die  Klaiteit 
des  Ausdrucks  sein,  was  man  an  der  Bearbeitung  sucht  In  ^HesBT 
Hinsicht  leistet  der  Vortrag  etwas  7u  viel  in  Verschweigung  alles  M« 
Verständnibs  notwendigen.  Ohne  glückliche  Conjectur  wird  man  nir- 
gends erraten,  wovon  der  Verfasser  spricht.  Um  welche  Aufgabe  e* 
sich  handelt,  ist  nirgends  gesagt.  Vielleicht  hat  der  Verfasser  Ge- 
wöhnung an  gewisse  familiäre  Redeweisen  bei  seinen  Lesern  voraus- 
gesetzt In  weiterem  iireise  mochte  jedenfalls  das  Buch  von  keiner 
Anwendung  sein.  H. 
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ObMmtions  relatiTes  i  «ne  note  pr^c^dente  de  M.  Menalvreft, 
coDcennnt  1a  wbnid  de  Lagmige.  Par  A.  Genocchi.  Gomptes 
Bendas. 

Das  Vorii^geiide  berichtigt  einen  Artikel  ia  den  Comptes  Rendas 
von  Menabrea,  worin  dieser  zu  beweisen  versacht,  dass  die  swei 
Kriterien  der  Convergent  der  Lagrange'schen  Reihe  fi&r  die  Anflösnog 
der  Gleichnng  9  =  u+/{xy^  an^eBtellt  Ton  Lagrange  und  von  Canchy, 
identisdi  seien.  Beide  stimmen  aar  liberein,  solange  die  Tenne  der 
Beibe  ftr  /(«)  positiv  sind,  ^nd  sie  es  nicht,  so  würde  man  zqt 
Anwendimg  der  Lagrange'schen  Formel  ihre  absolnten  Werte  nehmen 
aad  die  so  entstehende  Function  fttr  /(z)  snbstitniren  mflssen,  wäh- 
rend die  Canchy'sche  Formel  allgemein  gOt  Chid  hat  zuerst  gezeigt, 
dass  die  Formel  Ton  läfgnuigß  nicht  allgemein  ist  Femer  erklärt 
Genocchi  die  Behauptung  ffir  unrichtig,  dass  Lagrange  mit  seiner 
Conveigenzregel  die  notwendige  Bedingnag  habe  geben  wollen,  unter 
der  die  Reihe  die  kleinste  Wurzel  ansdrackt  Es  liegen  hier  zwei 
Sduüten  tou  Lagrange  vor:  in  der  ersten  von  1768  unterscheidet  er 
die  kleinste  Wurzel  nicht «  wftbrend  er  von  der  CouTergenz  handelt, 
in  der  zweiten  von  1798  sucht  er  die  Reihenentwidcelung  für  die 
kleinste  Wurzel  ohne  die  Frage  nach  der  CouTorgenz  zu  berühren. 
SehUesfUch  erklärt  Genocchi  den  von  Menabrea  gegebenen  Beweis, 
dass  die  Lagrange*sche  Reihe,  wenn  sie  convergirt,  die  kleinste  Wnrzel 
darstellt,  ^r  nnzoreichend,  doch  könne  man  ihn  ergänzen  mittelst 
eines  Theorems  von  Chid.  H. 

Intorno  alla  funzione  Fix)  c  alla  scrie  dcllo  Stirling  che  no 
esprimc  il  logaritmo  memoria  di  Aiigclo  Genocchi.  Napoli 
Tipogr.  (1.  R.  Acc.  d.  scieazo.   A^.  —  lö  S. 

Äncora  la  seric  dcllo  Stirling,  nota  del  Prof.  Angolo  Ge- 
nocchi.  Appeud.  a.  prec.  mom.   4^  —  6  S. 

Die  Schrift  hat  Arbeiten  w  älterer  Zeit  vom  Verfassor  und 
voa  «iaer  grdsaem  Awhl  Mtoren,  welche  die  approximativo  Bo- 
reehiiiiBg  voa  logAfe)  unterancht  haben,  Ealor,  Gudermann,  Binet, 
IiioimUe«  Schaar,  Poisson,  Abel,  Plana«  Gauss,  MasöheronI,  Bidone, 
Be  Gasparis,  Bonrgnet,  zum  Gegenstaad  und  gibt  ausfOhrliche  Her- 
Idtungen  und  Beweise,  welche  die  Besultate  derselben  in  neue  Vor- 
badnng  bringen.  H. 

UebcT  die  quadratischen  und  kabischen  Gleichungen  mit  beson- 
derer  Beräcksichtignag  des  irreducibeln  Falles  bei  den  letzteren.  Von 
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Trofcasor  C.  Hollwig,  Oberlehrer  am  Kcalg^ muasium  iu  Erfurt. 
Erfurt  1884.   Carl  Viiiaret   41  S. 

Das  buch  ist  so  bearbeitet,  dass  ein  massig  bufähigter  Schüler  der 
mittleren  Classen  ohne  weitere  Hülfe  die  Theorie  daraus  erlernen 
kann.   Die  VollstäudigkciL  dieser  Theorie  geht  aus  dem  hier  folgen- 
den Inhalt  hervor:  Entstehung  der  Gleichungen  2.  Grades,  Wurzeln 
derselben;  Rechnungsverfahren  bei  der  Auüobiiug  ^quadratischer  Glei- 
chungen; die  Arten  derselben,  imaginäre  und  complcxe  Wurzek 
(Discrnninante),  Determinatiou  der  Wurzeln;  Bestimmung  der  Wur- 
zeln durch  trigonometrische  Functionen;  Verwandlung  von  Ausdrücken 
quadratiscbor  Form  in  Producte  von  linearen  Fartorcn;  die  Wurzeln  der 
Gleichungen  3.  Grades,  im  besonderen  der  bin  im  sehen;  die  AutlOsung 
vollständiger  kubischer  Gleichungen;  Vereinfachung  der  Ausdrücke 
für  irrational  erseheinende  rationale,  sowie  für  complex  erschcineDde 
reelle  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung  (irrcducibler  Fallj;  lurecii- 
nung  der  irrationalen  Wurzeln  tilr  letztern;  andre  Methode  zur  Her- 
leitung der  Wurzelformen  einer  kubischen  Gleichung;  allgemeine 
Betrachtung  über  deren  Wurzeln ;  Auflösung  der  kubischen  Gleichon- 
gen  mit  Hülfe  trigonometrischer  Functionen.   Eigentümlich  in  der 
Behandlung  ist  zunächst  die  Vermeidung  der  Nenner.  Da  sie  auch 
beim  praktischen  Rechnen  von  Nutzen  sein  kann,  so  mag  sie  für 
gerechtfertigt  gelten.   Die  dadurch  veranlasste  Scheidung  von  Fällen 
ist  im  Grande  überflüssig,  der  erste  immer  ausreichend;  doch  kann 
man  die  übrigen  als  förderliche  Zugabe  ansehen.   Eine  Beschränkung 
der  mit  Bachstaben  bezeichneten  Gegebenen  auf  gauze  Zahlen  ist 
nicht  ausgesprochen,  obwol  sie  gewiss  im  Sinne  des  Verfassers  tog* 
Dagegen  ist  die  Beschrftnknng  des  Gebrauchs  der  Bachstsben  snf 
positive  Werte  stillschweigende  Yoranssetznng;  denn  y — e  wird  sls 
imaginär  betrachtet.  Dies  ist  entschieden  za  missbtlligen.  Wenn  der 
Schfller  bis  dahin  in  der  Gewohnheit  befangen  war,  den  Bachstaben 
als  Zeichen  far  eine  positive  Zahl  anzusehen,  so  setzt  jeden&Us  die 
Lehre  von  den  Gleichungen  den  änssersten  Termin  von  dieser  Ge- 
wohnheit, der  Quelle  unklarer  Begriffe  ftr  spatere  Zeit,  abznlassoi; 
denn  das  gesuchte  x  muss  doch  jeder  Art  Zahlen  bezeichnen  können. 
Günstig  für  das  Verständniss  ist  die  Breite  der  Entfaltung  des  Stoffes 
und  die  Vielseitigkeit  der  Betrachtung.  Unrichtig  ist  die  auf  erster 
Seite  stehende  Behauptung,  die  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichnng 
befriedige  „gleichzeitig^*  zwei  Uneare  Gleichungen.  H. 
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Geometrie. 

Die  Elemente  der  projectivischen  Geometrie.  Von  Dr.  Emil 
Weyr,  o.  ö.  Professor  an  der  k.  k.  Universität  in  Wien.  Erstes 
Heft.  Theorie  der  projectivischen  Grundgebilde  erster  Stufe  und  der 
qaudratisobeu  lüvolutioaeu.  Mit  58  Holzschnitten.  Wien  18ö3.  Wil- 
helm BraomOUcr.   231  S. 

Dm  Vorliegende  behandelt  nach  einer  orkiftrenden  Einleitong: 
die  Bcettmmnng  der  Elemente  der  Gmndgebilde  1.  Stnfe;  das  Doppel- 
verbaltniss;  vollstftndigo  Figuren;  die  Sätze  Ton  Carnot  nnd  Gera; 
die  perspectivische  Ranmansicht;  das  Reeiprocitatsgesets  nnd  die 
Elementenbestiinmnng  in  den  Grandgcbilden  höherer  Stufe;  perspec- 
tivische  Gebilde;  projecttvische  Gebilde;  ähnliche  nnd  congmente 
Gebilde;  conlocale  projectivisehe  Gebilde,  Doppelelemente;  den  Kreis; 
die  Inrolnttonen;  eine  allgemeinere  Auffassung  der  Projectivität;  die 
«^kliscbe  Projectivität;  harmonische  Mittelpunkte  einesTripels;  Beeh- 
mingsoperationen  mit  Teilverbältoisscn.  Die  folgenden  Hefte  sollen 
die  Lehre  von  den  Corven  und  Flächen  2.  Grades  und  die  Ton  den 
Raumcurven  3.  Grades,  das  htztero  einen  Litterataransweis ,  soweit 
er  bei  der  elementaren  Natur  des  behaiidoltcn  Stoffes  als  notwendig 
erf^cheincTi  sollte,  enthalten.  Das  Ganze  ist  zunächst  dazu  bestimmt, 
als  Lcitüdeii  für  die  Vorlesungen  des  Verfassers  üher  neuere  Geo- 
metrie an  der  Wiener  Universität  zu  dienen.  Es  ist  indes  mit  einer 
so  roustorhaft«'ii  Klarheit  und  Leichtfasslichkeit  abgcfasst,  dass  es 
zam  Gebranch  als  Leitfaden  in  weiterem  Kreise  und  zum  Selbstuntor- 
richt  empfohleu  werden  kann.  H. 

Apolarität  und  rationale  Curveu.  Eine  systematische  Vorunter- 
lochuug  zu  einer  allgemeinen  Theorie  der  lineanni  Räume.  Von  Dr. 
W.  Franz  Meyer,  Privatdocent  an  der  Üniversität  Tübingen.  TU- 
biogen  lbö3.  Franz  Fues.  406  S. 

Das  Werk  ist  eine  Fortbildung  der  Apolaritätstheorie  von  Theo- 
dor Reye.  Den  Gegenstand  kann  man  ebensowol  als  Ansdehnnng 
einor  gewiaeen  Seite  der  Geometrie  auf  beliebig  viele  Dimensionen 
ine  als  algebraische  Theorie  mit  Unterstützung  und  Leitung  durch 
geometrische  Begriffe  auffassen.  Ein  Unterschied  wird  dadurch  so 
wenig  herbeigeftthrt,  dass  vielmehr  beide  Betrachtungsweisen  für  ein- 
ander nnentbehrlich  scheinen  und  erst  vereinigt  die  Gesichtspunkte 
and  die  Abgrenzung  der  gesamten  Tlioorie  ergeben.  Auf  das  Wesen 
der  Theorie  können  \Yir  hier  nicht  wol  eingehen,  weil  zu  viele  Ein- 
ftüirungen  erklärt  werdea  niüssteu.  Die  Abfassung  des  Buchs  selbst, 
anf  das  wir  nur  Tcrwcisen  können,  ist  nicht  leicht  Torständlich:  es 
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setzt  nicht  bloss  allgemeine  KeDntiiisse,  sondern  anch  die  Bekanntschaft 
mit  Reye*s  Geometrie  voraus,  gibt  demnach  Ober  viele  Pnnkte  keine 
unmittelbare  Erklärung,  wenn  gleich  die  Angaben  im  ganzen  znreicheod 
sind,  um  den  Sinn  ziemlich  mQhevolI  heransznfinden.  Die  Ahsdnitto 

sind:  Die  rationalen  Curven.  Die  RoyeVhe  Apolaritftt  nnd  die Notn* 
curviri,  und  zwar:  die  Normcurvon  (speciell  der  Ebene  nad  desBan- 

mes);  die  binäre  biquadratische  Form  /  und  ihre  Apolaritätsveihilt' 
nisse  aul  den  Normcnrven  2.,  3.  nnd  4.  Ordnung;  die  bin&ro  Foni 
6.  Grades  /  und  die  biqiKi  lr-itisihe  Involution  und  ihre  Apolaritlls- 
verhalüiisse  auf  den  Nonucurven  2.,  3.  uü»!  4.  Uiaiiuiig-,  die  biqna- 
dratisebe  Involution  auf  der  kubischen  Raumcurve  (2.  Teil).  Verall- 
gemcineruugen.  Als  NOi  gauger  in  der  Bearbeitunu  werden  nach  Royc 
genannt:  H.  H.  Sylvester,  Sniitb,  Goidau,  iirili ,  Sturm.  Em.  Weyr, 
G.  Veronesc  nnd  Stqdianos,  und  zwar  sind  die  Arbeiten  von  Brill 
und  Stepbauoä  lu  der  Zwischenzeit  erschienen.  H. 

C.  n.  Kumnioll.  Alii^nment  cnrves  on  any  surface,  with  special 
applicatiou  to  thc  elUpsoid.  Uuiletiu  of  thc  Philosophical  Society  of 
Washington  VI.  123—132. 

Das  Motiv  der  Untersuchung  geht  zwar  aiif^  der  Landesvermessung 
hervor,  doch  sind  die  behandeltei.  Fragen  rein  analytisch  geometrische. 
Die  Auf{,'abe  ist  anf;»n'_flich  sehr  uobcstimmt  autgestellt,  die  spätere 
Bestimmung  im  einzelnen  bornht  auf  blosser  Auswahl.    Dem  Wort- 
laut nach  Süll  auf  einer  krummen  Fläche  eine  Heihe  von  Punktin 
angegeben  werden,  in  denen  die  Normalen  gegebeu  sind.  Letzteres  tritt 
nicht  zu;  es  ist  wol  nur  gemeint,  dass  Uberhaupt  eine  gewisse  Lot- 
richtung vorausgesetzt  werde,  die  Jedoch  aberall  mit  der  FlAchcn- 
normale  identiticirt  wird.   Dagegen  ist  nicht  ausgesprochen,  was  doch 
factisch  das  Gemeinsame  ist,  dass  die  Punktreihe  für  die  Vermessung 
dio  Stelle  der  geraden  Linie  vertreten  soll.   Es  werden  nun  3  Fälle 
nntcrschieden :  je  nachdem  man  von  einem  Punkte  in  beliebiger  Rieh* 
tung  fortschreitet,  oder  einen  zweiten  Punkt  znm  Ziele  nimmt,  oder 
endlich  vor  nnd  znrück  visirt.  Hieraus  sollen  angeblich  eiuo  gewisse 
Anzahl  von  Curven  hervorgehen.  OffioDhar  kann  jede  analytisch  be- 
stimmte Cnrve  fflr  den  einen  Fall  anch  fOr  den  andern  dienen.  Fftr 
den  ersten  wird  allein  der  Kormalscbnitt  anfgestellt,  der  fOr  dos 
zweiton  nnr  nicht  umkehrbar  sein  wardc.  Beim  zweiten  Falle  wiid 
ausser  der  Kfirzesten  und  Loxodromo  diejenige  Gurve  genannt,  Iftogs 
welcher  die  Kormalen  dnrch  die  Sehne  zwischen  den  zwei  Endpunkten 
geben.  Hiervon  wird  Anwendung  auf  dio  Fläche  2.  Grades  gemacht, 
wo  dio  von  den  genannten  Normalen  erzeugte  Fläche  ein  Hyperboloid 
ist,  dann  insbesondere  auf  das  Ellipsoid.  H. 
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C.  H.  Kumme  11.  Tho  thcory  of  errors  practically  testcd  by 
UiiSet-shootio£.   Boll,  of  tbo  Phil.  Soc  of  Washiagton  VI.  148. 

Nach  dieser  Theorie  bilden  die  Deviationen  der  Schüsse  von 
gleicher  Wahrscheinlichkeit  nach  allen  Richtongen  um  den  Zielpunkt 
Eilipsea,  dcrou  Axen  horizontal  und  vertical  durch  den  Zielpunkt 
gehen.  Diese  Ellipsen  wenlen  hior  durch  Substitution  neuer  Coor- 
dinaten  auf  Kreise  rcducirt.  Ferner  wird  die  Wahrscheinlichkeit  des 
Treffens  einer  solchen  Ellipse  boroehnot.  Nach  Reproduction  dessen, 
was  Hörschel  hierin  in  Ausführung  gebracht,  wird  weiter  untersucht 
die  Ellipse,  bei  welcher  ..das  Trelfen  und  Nichttreften  gleiche  Wahr- 
scheinlichkeit hat'%  die  Ellipse  von  grosstcr  Wahrscheinlichkeit,  und 
manche  andere  Fragen.  B. 


Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  nach  elementarer  Me- 
thode für  höhere  Schulen.  Von  W.  Fuhrmann,  Oberlehrer  am 
Realgymnasium  auf  der  Burg  in  Königsberg  i.  Pr.  Mit  27  Figuren 
im  Text  und  2  Tafciii.    Beriiu  1B84.    Winckeiraaiiu  u.  Söhue.   141  b. 

Gegenflber  xahlreichoti  Lehrbfldicrn  der  speciellen  Coordinaten« 
lehfe,  die  sich  den  Titel  ,,Analytische  Geometrie"  ohneErklftrung 
des  Worts  Inns  fUscblich  beilegen,  verdient  es  bemerkt  2«  werden, 

das  gegenwärtige  Ober  den  begriflflicben  Unterscbied  zwischen 
i!rn(hetisoher  nnd  analytischer  Methode  eine  Anfttollnng  macht,  die 
«Ol  nen  sdn  möchte,  jedenfalls  aber  nicht  recht  flberiegt  ist  Nach 
den  Anfangsworten  ist  sie  synthetisch  oder  analytisch,  Je  nachdem  die 
Onndgebilde,  relativ  m  welchen  alle  Bestimmungen  gemacht  werden, 
yur  betrachteten  Figur  gehören  oder  davon  unabhängig  j^ind.  Dem- 
gcmäss  müsste  sie  in  die  synthetische  übergehen,  sobald  inuu  z.  B. 
flie  Axen  des  untersuchten  Kege)s>  huitts  zu  Coordiuateuaxen  nähme. 
L'  tzterrs  ist  hier  mit  Heginn  der  Kegelschnittslehre  vom  V.  Cap.  (das 
Vni.  Cap.  ausgenommen)  geschehen,  mithin  ist  der  Hauptteil  des 
Baches  nach  eigenem  HegrifT  des  Verfassers  synthetisch.  Dasselbe 
L'rteil  ergibt  sich  nach  ursy>rünglichem  und  allein  richtigem  Begriff 
in  P»ezng  auf  das  Ganze,  >Ycnn  mau  nur  die  Anordnung  der  Teile 
befrachtet.  Sic  sind:  llegrifll"  des  Coordinatensystrms  uTui  (K  r  Punkt; 
die  gerade  Linie;  Einführung  eiucr  abgekürzten  iie/eichnung  nebst 
einigen  Anwendungen;  der  Kreis;  die  Parabel;  die  Ellipse;  die  Hy- 
perbel; die  allgemeine  Gleichung  des  2.  Grades;  Ei-'*  isl haften  der 
Kegelschnitte  von  allgemeinem  Charakter;  Eigcnschaltcn  derselben, 
<lie  sich  besonders  auf  die  Krümmungsradien  und  die  Combiuation 
von  Kegelschnitten  beziehen.  Anhang:  Hulfssätze  von  den  Dctermi- 
n^ten.  Das  Ganze  stellt  sich  also  als  eine  ebene  Coordinatcnlehre 
mit  der  nun  Zielpunkt  genommenen  Anwendung  auf  die  Kegelschnitts- 
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lehre  in  beetAndig  synthetisolieni  Fortsehritt  Tom  SSn&ehen  nr 
grOBseren  Mannigfoltigkeit  dar.  Der  Titel  Ist  demnach  entichiedeo 
anzutreffend.  Betrachtet  man  die  Coordinatealehre  als  den  eigest- 
liehen  Gegenstand  des  Buchs,  so  ist  die  Behandlung  darchaus  iich- 
gemäss.  Dass  das  rechtwinklige  System  an  Grunde  gelegt,  und  tob 
demselben  ohne  besonderen  Zweck  nicht  abgegangen  wird,  ist  4ii 
'Cinxig  vemfinlUge  Zuwiakgehen  und  bedurfte  keiner  BechtfertigBis, 
jede  ursprangtiche  Verallgemeinerung  beruht  auf  Illusion.  Ebenso  iit 
dem  ganz  beizustimmen,  dass  von  den  Determinanten  bei  jeder  Ge- 
legenheit Gebranch  gemacht  wird.  Das  einzig  missliche  bei  der  gegn- 
wArtigen  Bearbeitung  ist,  dass  die  Darstellung  die  Grenzen  nie  te^ 
schreitet,  wo  die  Figur  nötig  ist,  so  dass  der  Blick  stets  an  dm 
zufüge  Specialitfiteu  gefesselt  bleibt,  und  eine  Einsicht  in  diefi^ 
dentoug  der  Coordinaten  nie  gewonnen  werden  kann.  Dieser  Hangd  ■ 
ist  jedoch  mit  der  unnatürlichen  Anordnung  nnabftnderiieh  rerknOpft,  ^ 
der  gcmftss  eine  Theorie,  die  als  Organ  für  ein  unbegrenztes  Gebiet  i 
den  Anfang  eines  Cursus  bilden  i^ollto,  ans  Endo  des  Scbulconos 
gelegt  wird,  und  kauu  dem  einzchiun  UucLe  nicht  zur  Last  fallen. 

E 

Sammlung  von  Beispielen  in  besonderen  Zahlen  zur  analytisdien 
Geometrie  der  Kegelschnitte.  Zusammengestellt  Ton  Fr.  Tamchyss. 
Professor  am  Staatsgymnasium  in  Saas.  Hit  zwei  Holzschnittes. 
Prag  1884.   A.  Storch  Sohn.  76  S. 

Der  Verfasser  hält  für  den  Schulunterricht  Zahleubeispiole  nament- 
lich für  erforderlich:  zur  Discnssiou  der  allgemeinen  Gleichung  2.  | 
Grades  zwischen  zwei  Variabeln,  zum  Tangentenproblem  der  Kegel- 
sihnitte,  zu  dem  durch  sie  Torgestellten  geometrischen  Orte  eines  | 
Punktes  und  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  durch  5  Punkte. 
Die  gegenwärtige,  sehr  reichbaltigo  Sammlung  erstreckt  sich  indes 
nicht  nur  auf  zahlreiche  Aufgaben  über  die  Kcgelscbuitte,  sondern 
auch  auf  die  Eiemcntaraufgaben  der  analytischen  Geometrie.  Die 
Beispiele  sind  womöglich  so  ausgesucht,  dass  sich  die  Becbunog  is 
rationalen  Zahlen  bewegt  Die  allgemeine  Formel  ist  stets  totsb* 
gestellt  H. 

Analytische  Geometrie  des  Raumes.   I.  Thoil.    Die  allgemeine 
Theorie  der  Flächen  und  Curven;  die  Eigenschaften  der  Flächen 
zweiten  Grades.   II.  Xheil.  Disquisitiones  generales  circa  superficies  ^ 
curvas  von  G.  F.  Gauss,  ins  Deutsche  übertragen  mit  Anwenduugen  • 
und  Zns&tzen.   Die  Fresnerschc  WellünflAche.   Von  Dr.  Otto  Buk-  ! 
len,  Rektor  der  k.  Realanst^t  in  Reutlingen.  Mit  in  den  Text  ge- 
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druckten  Holzschnitten  und  4  lithographirteu  Tafeln.  Zweite  Auflage. 
Stattgart  im.  Albert  Koch.  336  S. 

Anstatt  auf  dem  von  Gauss  gewonnenen  Standpunkte  weiter  zu 
arbeiten,  bat  der  Verfasser  es  vorgezogen  auf  den  Staudi)unkt  von 
Monge  znrflckzukobren.  Als  Zweck  ist  angegeben,  die  geometrische 
Bedeutung  der  analytischen  Grossen  mehr  im  Bewussttein  zu  behalten. 
Ob  dies  dadurch  erreicht  wird,  darf  man  wol  bezweifeln.  Nachteile 
erkennt  der  Verfasser  an,  doch  schwerlich  in  dem  Masse,  als  sio 
wirklich  stattfinden.  Die  Symmotrlo  dt  s  Kaumes  ist  von  Anfang  an 
bei  Seite  geworfen-,  mit  ihr  füllt  die  Urbersicht  nnd  Orientirung  weg  •, 
die  Formeln  worden  coniplicirt;  m  ihrer  Auffassung  nnd  zur  Ver- 
folgung ihrer  Herleitung  braucht  man  die  dreifache  Muhe;  die  Re- 
sultate sind  an  bestimmte  Lage  der  Coordinatcnaxen  gebunden,  von 
der  man  ohne  umständliche  Hecbnung  nicht  abgehen  kann-,  von  einer 
Rasirung  der  Principien  auf  bestimmte  hinreichende,  die  Fläche 
charaktcrisirendc  Elemente  ist  keine  Spur,  ebensowenig  von  einem 
Plan  das  gesamte  bekannte  Gebiet  zu  erschöpfen  und  durch  Ordnung 
zu  behemcheii ;  jede  besondere  Uotersachnng  beginnt  mit  besonderen 
Einfuhrungen.  Die  Carvcutheorio  steht  nur  auf  dem  Titel,  im  Bache 
kommt  sie  nicht  vor.  Ea  ist  sehr  zu  beklagen,  dass  die  viel  zu  wenig 
bekannte  analytische  Geometrie  des  Raumes  in  einer  so  äusserst  un- 
vort<^iI haften  Form  dargeboten  wird.  Eioen  besonderen  Teil  des  I. 
Teils  bildet  die  Lehre  von  den  Flftclien  2.  Grades:  die  dariu  enthal* 
teoen  Untersachtuigen  haben  viel  Anregendes.  H. 

Darstellende  und  i)rojcctive  Geometrie  nach  dem  ge;,n'!iwartigen 
Stande  dieser  Wissenschaft  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürf- 
nisse höherer  Lohranstaltoii  und  das  Selbststudium.  Von  Dr.  Gustav 
Ad.  V.  Pescbka,  k.  k.  Regierungsrath,  ordontl.  öfTontl.  llochschul- 
Professor,  Mitglied  der  k.  k.  Staatsprüfangs-Comraissiou  und  der  k.  k 
wiBsenschaftlichcn  Realschul-Prüfnngs-Commission  an  der  k.  k.  tech- 
nischen Hochschule  in  Brünn  etc.  Zweiter  Band.  Mit  einem  Atlas 
von  II  Tafeln.  Wien  1884.  Carl  Gerold's  Sohn.  576  S. 

Atlas  zur  darstellenden  und  projectivcn  Geometrie.  Von  Dr. 
Gustav  Ad.  V.  Pescbka.  Zweiter  Band,  Wien  1884.  Carl 
Gerold's  Sohn. 

Der  erste  I>aud  isi  im  27ö.  litt.  Bericht  S.  27.  besprochen.  Der 
zweite  Band  t  rithült  die  Theorie  der  Curven  und  Flachen.  Die  Ab- 
schnitt»; slild  folgende:  Cnrvenlehre,  und  zwar  l  uiulamentaleigenschal- 
tin  algebraischer  Curven,  allgemeine  Eigenschaften  ebener  algebraischer 
Corven,  Theorie  der  Polaren  algebraischer  Gurren,  der  Correspoudenz- 
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Satz,  Aiiweuduug  desselben  und  der  Polareotbeorio  anf  die  Unter- 
suchung der  Eigenschaften  algebraischer  Curvcn,  EigeDscbatten  der 
liaumcurven  nnd  ihrer  Projectioneo.  Allgemeine  Theorie  «for  krum- 
men Flächon  und  Flächensysteme,  und  zwar  allpemeine  Eigciisi haften 
algebraii:cher  Flächen,  lineare  Flächensysteme  1.  Stvjfe  (Flächeubuscheli 
und  Uereo  Eiizenschaften,  lineare  Flächensysteme  2.  Stufe  (Fliicheo- 
bündel  und  FUi  luiinetzc),  lineare  Flächnisysicnu'  3.  Stufe,  Satze 
ttber  die  gemeinschaftlichen  Curveu  zweier  und  über  die  gemeinschaft- 
lichen Punkte  droier  Flächen,  projectivische  Erzeugung  algebraischer 
Flächen,  Anwendung  der  Puiareutheorie  auf  die  Eutwickeluug  pro- 
jectivischer  Eigenschaften  algebraischer  Flächen  und  ihrer  Systeme, 
projectivische  lineare  Flächensysteme  fiter  Stufe  und  symmetrische 
Fläcbüucomplcxe ,  Eigenschaften  der  Hessiana  and  Steineriana  oder 
der  conjngirten  Kernflächen  einer  Fundameotalfläche  /iter  Ordnoigi 
BestioimiiQg  der  Charaktere  nnd  Singularitäten  einiger  Flächen,  welche 
sich  ans  gegebenen  algebraischen  Flächen  ableiten  laaaen.  Theorie 
der  Flächen  2.  Grades,  und  zwar  Definitionen  und  Fundameotal- 
cigenschaftcn.  Constraetive  Theorie  der  Kegel-  und  Cylinderfläcbci 
im  allgemeinen,  Kegel-  und  Cylinderflächen  2.  Grad^«  developpable 
Flachen,  welche  2  gegebenen  Conren  nnd  Flächen  nmechriebea  sipid, 
doTdoppahle  FIfldien,  welche  2  Cnnren  2,  Gradea  umschrieben  >üii 

E 


Lehrbnch  der  darstellenden  Geometrie.  Yen  Br.  Walfried 
Marx,  Professor  an  der  k.  technischen  Hochscfanle  in  tfOneheB. 
Erster  Abschnitt.  Die  Methode  der  rechtwinkligen  Prq(ekftiotteB  and 
ihre  Anwendnng  inr  grapluflohon  Bestimmung  von  PinkteUf  teadsa, 
Ebenen  und  der  Yon  ihnen  begrenslen  KOrper,  sowie  aar  LOning  foa 
Aufsähen  äber  die  gegmmtige  Lage  dieser  Olgekte.  Dritte,  um- 
gearhdtete  und  durch  Beifügung  yon  Aufgaben  vermehrte  Aufiige 
des  I.  Bandes  von  F.  A.  Klingenfeld's  Lehrbnch  der  darsteUeadea 
Geometrie.  Mit  11  Utiiographirten  TatUn.  Hamberg  1086.  FMr. 
Km.  311  S. 

Die  1.  Auflage  ist  1851  erschienen,  die  zweite  (1871)  unterschied 
sich  nur  wenig  von  ihr.  üeber  der  Vorher^ng  zur  dritten  starb 
Klingenfeld  1880.    Bei  Bearbeitung  der  gegenwärtigen  beabsiebttgtc 

Marx,  die  Bereicherungen,  welche  die  darstellende  Geometrie  ia  dsa 
letzten  Deccnnitu  erlabruu,  in  Aufnahme  zu  bringen,  hielt  es  jedoch 
nicht  für  augemessen ,  jene  durch  blosse  ZusLitze  und  Aenderungen 
im  einzelnen  zu  btTücköichtigen,  sondern  einti  durchgehende  Eroeoe* 
rung  für  erforderlich.  Die  ersten  zwei  Capitel  (Zweck  und  Methoden 
der  darstellenden  Geometrie,  die  recbtwinUig.e  Projectiop  iu  einer 


Digiii^uu  by  Ljt-jv.Kii^ 


Litttmekm-  Btridu  JIL 


40 


Tafel)  sind  ganz  neu.  Die  Grenzen  des  Lehrstoffs  des  1.  Bandes 
sind  aus  dem  Titel  bereits  <  rsichtlicb.  Die  4  folgenden  Capitel  be- 
handelo:  die  graphische  Bestimmang  von  Punkten,  Geraden  und 
Ebenen  durch  ihre  Risse  in  2  Tafeln  und  Kutscheidung  ihrer  gegen- 
^itigen  Lage;  die  Wahl  neuer  Tafeln  nnd  deren  Anwendung  zur 
Usang  von  Aufgaben,  in  denen  Entfernungen  und  Winkel  gesucht 
oder  gegeben  sind,  geometrische  Oerter  im  Räume ;  das  Drei-  und  das 
Vielkant-,  die Darstellang  der  von  ebenen  Flächen  begrenzten  Kdrper, 
die  Bestimmung  ihrer  Risse  aas  gegebenen  Stficken  and  ihrer  Durch- 
sdmitle  mit  Geraden,  Ebenen  nnd  nater  sich.  H. 


Mathematische 
und  physikali;sche  Bibliographie. 


GescMolite  der  Mathematik  und  Physik* 

BernouUi,  Daniel,  u.  Leonhard  Eulcr,  die  Basler  Ma- 
thematiker. Hundert  Jahre  nach  ihrem  Tode  gefeiert  v.  der  Natur- 
fürscli'  inieii  Gesellschaft.    Basel,  Georg.    1  Mk.  i o  Pf. 

iJühring,  E..  u.  ü.  Dühring,  neue  GrandmitteJ  u.  Erfindan- 
gon  zur  Aualysis,  Algebra,  FunctiousrechaaDg  o.  zugühurigen  Geo* 
mctrie  etc.    Leipzig,  Fues.    12  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Astronomie.  Kr.      1883.   Köln,  Majer. 

2  Mk. 

—  die,  der  Mcteurologie.    Nr.  9.    1863.    Ebd.    1  Mk.  20  Pf. 

—  die,  der  Physik.    Nr  7     1K82— 1883.    Elui     2  Mk 
Fortschritte,  die,  der  Physik  im.  J.  1878.     Dargestellt  v.  der 

pbysikai.  Gesellschaft  za  Berlin.  34.  J.  Ked.  v.  Neesen.  2.  Abth., 
eiith  :  Optik,  Wärmelehre,  Elektricitfttslehre.  Berlin,  G.Reimer, 
n  Mk. 

Heller,  A. ,  Geschichte  der  Physik  v.  Aristotclos  bis  auf  tltr 
neueste  Zeit.  2.  Bd.  Von  Descartes  bis  auf  Roh.  Mayer.  Stuttgart 
Enke.   18  Mk. 

Hoppe,  £.«  Geschichte  d.  £lektrizit&t  Leipzig,  Barth.  13 Mk. 
50  Pf. 

Lop 8 ins,  R,  die  Längenmasse  der  Alten.  Berlin,  Besser. 

3  Mk. 

Rosenberger,  F.,  die  Geschichte  der  Physik  in  GrundzOgen. 
3.  ThI.  Geschichte  d.  Physik  in  d.  neueren  Zeit.  Brannschw«g, 
Vieweg     S.  8  Mk. 

MelMe  niA  Frlneli^en. 

Rethwisch,  der  Irrth um  der  Sdiwerkrafthypothese.  Kritik 
tt.  Roformthesen.  2.  Afl.  Freibnrg,  Kiepert  ^  v.  B.  2  Mk. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Alfred  Girard,  invention  nouvelle  cn  Tatgcbre.  iicimpression 
fix  Dr.  D.  BiereiiB  de  Haan.  L.  L.  D.  Loidou  1884. 

Oer  ToHständige  Titel  dieses  Bachs ,  welches  bereits  selten  ^;e- 
wordeo  ist,  und  einer  neuen  Ausgabe  für  wert  gehalten  wird,  lautet: 
LiTention  nonveUe  en  Talgebrc,  par  Albert  Girard  matematicien.  Tant 
pour  la  Solution  des  eqaations,  quo  pour  reconnoistre  le  nombre  des 
solntioiB  qa'ollcs  regoivent,  avoc  pluaicurs  choses  qui  sont  nccessaires 
i  la  perfection  de  costo  divinc  science.  A  Anisterdani.  (  liez  Guil- 
lannie  Janssen  Blamu  M.  D  C  XXIX.  Wie  sclion  der  Titel  ver- 
schiedene Gegenstände  nennt,  so  lassen  sich  aneh  in  der  Schrift  3 
Teile  erkennen.  Der  Verfasser  sagt  davon  in  der  Dedication  :  Diese  3 
Schriften,  deren  erste  nur  eine  kurze  Einführung  in  die  Arithmetik  ist, 
vvaLrend  die  beiden  andern  einige  Neuheiten  in  iler  Algebra  und  Geo- 
metrie, unbekannt  nicht  nur  den  Heutigen,  sondern  auch  den  Alten,  ent- 
hilten  — .  In  der  Tiit  ist  der  erste  Teil  betitelt:  „Coniplenient  Mathc- 
matiqve*'  nnd  handelt  von  einigen  Tartien  der  Arithmetik.  Der  2.  Teil, 
ohneSpoeialtitei,  handelt  von  den  Wurzeln,  von  der  Ausziehungder  Wur- 
zeln aus  vielgliedrigeu  Ausdrtlcken ,  der  algebraischen  Cousti'uetion 
einiger  Aufgaben,  von  geordneten  Gleichungen,  von  einigen  Sätzen, 
namentlich  dann  von  dem  bekannten  Girard'ächen  Satze,  von  den 
hintergestellten  Grössen  in  der  Algebra  Der  3.  Teil  hat  den  Titel :  ,,De 
la  mesare  de  la  sui»erficG  des  üiangles  et  polygones  spliencquos, 
Louvellement  invcntee"  und  ist  voll  von  interessanten  Beobachtungen, 
Zuletzt  handelt  er  von  der  Messung  der  körperlichen  Winkel  zwischen 
ebenen  Seitenflächen.  Beim  Neudruck  ist  dafür  gesorgt,  dass  Seiten 
nod  Zeilen  dem  Original  gleich  sind}  die  Figuren  sind  Facsimiles. 

H. 


Ank.  4.  Xath.  «.  Fkj».  %  Mli«*  M  t  Halt  IV. 
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Simon  Stevin,  „vaiulc  spiegoling  der  singkoust"  et  „vande 
molens",  deux  traites  iuedits  KeimpressioD  par  Dr.  D.  Bierens 
de  Haan,  L.  L.  D.  Amsterdam  1884. 

Ans  einem  Gemiflch  von  Bnicbstflcken,  welche  sich  in  einer  Hanit- 
flchriftenflunmlnng  der  Akademie  der  Wissenschaften  von  Amsterdin 
▼orfiinden,  hat  der  Heransgeher  8  Abbandinngen,  wiewol  mit  manehen 
LftckeUf  zusammengestellt  nud  hier  pnblicirt  Die  erste,  nnter  dem 
Titel:  „Deerde  Deel  der  Gemengde  Stoffen  vande  8piegeling  der 
Singkonst.  Beschreven  door  Simon  Stevin  ^  ^  enthalt  KotenlehiSi 
Ctosangsregcln ,  musikalische  Akustik  in  Hanptstflcke  und  Sfttie  nit 
Eridamogeu  geordnet,  {edoch  mit  Beqffechuug  von  mancheriei  Ein- 
zelheiten nntermischt  Der  zweite  hat  den  Titel:  ^Bpoagh  der 
Singkonst**  Yon  beiden  ist  die  Autbenticität  zweifellos.  I^Etneben 
aber  findet  sich  ein  Werk:  ,,Spiegcliug  der  Siugkonst  met  Anbang*\ 
Es  werden  die  Gründe  dargelegt,  warum  es  demselben  Verfasser  zu- 
geschrieben werden  muss.  Was  das  Verhitltniss  beider  liearbeiLungen 
betrifft,  so  vermutet  der  Herausgebor,  dass  letztere  die  ältere  sei. 
Die  K  tzti  Abhandlimg  ii,t  betitelL;  „Stevin  vande  Moleus.  Reriviceert 
doorden  Professor  Golius.  1634."  Sie  enthält  die  Berccbauug  der 
verschieden  construirteu  MUhicu.  H. 


Benedictns  de  Spinoza,  „Stelkonstigo  reeckenmg  van  den 
regenboog^^  and  „Reeckening  yan  kanssen",  two  nearly  unknowo 
treatiscs.  Bcimpression  by  Dr.  Bierens  de  Haan.  Leiden  1884 
90+8  S. 

Das  V(>rli(  f:(  Ilde  ißt  eine  Festschrift  zum  300Jftbriß;(  u  Jululivum 
der  Universität  IMmburg.  Die  2  Schriften  verscbiedcDen  Inlulis 
algebraische  Berechnung  des  Regcnbog<Mis  und  Wahrscheiniichkeits- 
recbnung  sind  vereinigt,  weil  sie  sich  vereinigt  vorfanden.  Der  Ver- 
fasser der  zweiten  ist  zweifelhaft ,  doch  wird  sie  aus  angeführten 
Gründen  dem  Spinoza  zugeschrieben.  Ersterc  setzt  das  Gesetz  der 
Reflexion  und  Brechung  als  bekannt  voraus  und  betrachtet  den 
Kegeutropfeu  als  Kugei ;  letztere  cuthält  5  Fragen  über  das  Verhält- 
niss  der  ungleichen  Chancen  mehrerer  Spieler  bei  gegeben  ot»  Bedin- 
gungen ,  nebst  Antworten.  Dio  ansgefabrte  Bcchnuug  folgt  dann  für 
die  2  ersten  Fragen.  H. 


Histoire  de  l'Acad^mie  imperiale  et  royale  des  scionces  et  belies 
lettros  de  Bmxctles,  par  l«^d.  Mail ly,  Membr«»  de  rAcad^mie  royale 
de  Belgique.  Bruxelles  1883.   F.  Uayoz.   720 -{-426  S. 
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Das  Werk  erscheint  in  2  Bäiidon,  als  Auszug  aus  dcu  Mühl  de 
l'Ac  ru>.  de  Belg.  t.  XXXIV.  und  XXXV\  Ks  beginnt  mit  eiuer 
Einleitung,  welche  die  Umstände  darlogt,  die  znr  Stiftung  der  Soci^t^ 
litUraire  in  den  österreichischen  Niederlandcu  führten.  Das  1.  Buch, 
zagleich  der  1.  Band,  handelt  von  der  Geschichte  dieser  Gesellschaft, 
vor  und  nach  ihrer  Erhebung  zur  Akademie;  das  2te  von  den  in 
den  Sitzungen  gciescneu  oder  vorgelegten  Abhandlungen;  das  3te 
?oii  den  Preisaufgaben.  Zum  Schluss  folgt  ein  dii  tioimairo  l  ioL'ra- 
phique  über  dio  Namen,  Titel,  Stellung  und  Wirk>,ariikca,  den  Ge- 
borts-  und  Todestag,  Ort  der  Geburt  und  ik-,  iodis  der  Gründer, 
Mitglieder  und  Laureaten  der  Gescdlschatt ,  überdies  uUer  Personen, 
deren  Spur  in  ihren  Annalen  aufbewahrt  ist,  die  unbekannten  Zoit- 
Dod  Ortsbestiinmniigen  zur  Krgaii''.niig  loor  gelassen.  Der  Act  der 
Errichtung  der  Suciete  litlei'airc  fuhrt  /.unick  auf  den  12.  Januar 
1769,  die  letzte  Sitzung  der  Akademie  fand  statt  den  12.  Mai  17i)4. 
Der  Verfasser  hatte  demnach  ein  Vierteljahrhuudert  ins  Licht  zu 
setzen,  dessen  Geschichte  sehr  weuig  bekannt,  nur  von  Zeitgenossen 
erzählt  ist.  Er  hat  dazu  Documentc  fast  sämtlich  aus  erster  Hand, 
eotÜehoB  aus  den  Archiven  dor  Akademie  und  des  Staats  bonatzt. 
£r  spricht  sich  dahin  ans,  dass  die  Arbeiten  der  Akademiker  von 
ihren  Collegen  keineswegs  mit  gegenseitigem  Lobe  beurteilt  sind,  und 
sigt  dann  weiter:  „die  Preisaufgaben,  von  Anfang  an  als  ein  mäch> 
tiges  Mittel  des  Wetteifers  betrachtet,  zeigen  zugleich  den  Geist, 
weicher  über  den  Arbeiten  der  Gesellschaft  herrschte,  und  die  in- 
teUedBelle  Bewegung,  woüUr  ihr  daa  Land  noch  den  Dank  schuldet. 
Vean  ea  wahr  iat,  wie  man  behauptet  {angaftihrt  ist  Ad.  Quetelet). 
diis  während  det  lets^ten  Teils  des  18.  Jahrhunderts  die  Geschichte 
der  Wiasensehaften  in  Belgien  so  zu  sagen  ganz  in  der  Geschichte 
der  Arbeiten  der  alten  Akademie  von  Brüssel  liegt^  so  wird  man  mir 
verleihen  lang  gewesen  zu  sein:  ich  wollte  mit  deren  vagen  Daretel- 
luDgen  und  obeHUehliehen  Begriffen,  die  nichts  lehren,  ein  Ende 
Dachen  und  den  Menschen  und  Sachen  die  Stelle  geben ,  auf  die  sie 
ein  Beeht  habea.*^  Was  die  Form  der  Abfassung  betrifft,  Ifisst  die 
Schrift,  obwol  in  zusammenhaugender  Erzfthlung,  gr(testenteils  die 
Boenmente  reden.  H. 

Oeachicbte  der  Physik  von  Aristoteles  bis  auf  die  neueste  Zeit 
Von  August  Heller,  Professor  in  Budapest.  Zwei  Bände.  II 
Band :  Von  Descartes  bis  Bobert  Mayer.  Stuttgart  ISSi.  Ferdinand 
Enke.  7öS  S. 

Der  1.  Band  ist  im  273.  litt  Ber.  S.  1.  besprochen.  Die  Auf- 
gabe ,  die  der  Verfasser  mit  dem  2.  Bande  zu  lösen  unternimmt,  ist 
eine  wesentlich  verschiedene.  So  gering  der  btoli  im  vorausgehenden 
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Z«tn»m  war,  wo  tbemftltigeitd  gms  ist  er  Iner.  SoDte  &te  Dir- 
stellang  auf  dea  Umiaiig  des  Baches  besehrftakt  sein,  so  war  iasienls 
Kurze  notwendig.  Was  den  Plan  der  Bearbeitung  betrifft,  so  e^ 
scheint  die  Biographie  der  Physiker  als  oberste  Leitiug;  nur  in  As- 
schiass  an  diese  wird  die  Litterat&r  aoijBeBteilt,  bloss  ziiin  Teil  nit 
Angabe  der  Leistung  der  Scbriften.  Am  wenigsten  bedacht  ift  die 
Entwickelang  der  Wissenschaftszweige  und  ihrer  Probleme;  die  ein- 
zelnen Entdeckungen  und  Erfindungen  finden  sich  zerstreut  io  den 
Biographien.  Im  Contrast  mit  der  sonstii^fu  Kürze  führt  die  Bio- 
graphie von  Guericke  weit  in  die  Kncgsbegcbenheiten  hiüem,  die 
hier  gar  nicht  hingehören .  doeh  kommen  ähulichc  Abschweife  nicht 
weiter  vor.  Im  ganzen  vermisst  man  die  Scheidung  des  Wichtigen 
und  Unbedeutenden,  wie  sie  aus  einer  klaren  Auffassung  der  Ziele 
der  Forschung  liervorgchcji  viurde.  So  viel  aber  aueli  der  Arbeit  au 
Vollendung  fehlt,  so  ist  ihr  doch  ein  Wert  zuzuerkennen,  nicht  »»owol 
als  Stoffsammlung  für  neue  Bearbeitung  —  dazu  würden  Monogra- 
phien tüuiHi  her  sein  —  sondern  als  Versuch  einer  universellcu  Be- 
arbeitung, der  vielleicht  noch  lange  iils  Aushülfe  dienen  muss,  wo 
oin  Handbuch  der  Geschichte  der  Physik  für  Unterrichtszwecke  Be- 
dürfuiis  ist.  ü. 

Johannes  Kepler  *s  Leben  und  Entdeckungen.  Von  F.  Fischer 

Abhandlung  zu  dem  i'rugraiiiui  der  Realschule  II.  Ord.  2a  Lcipz'j 
für  dii.s  Schuljahr  I8öa-1B84.   Leipzig  1884.    4".    3ö  S. 

Kepler's  Lebonsgescbichte,  seine  Scliieicsate  ond  Tätigkeit  nebst 
der  Herausgabe  seiner  Schriften  erzfthlen  die  4  ersten  Abscbnitte  in 
folgender  Begrenznng:  Ton  der  Gebart  bis  sur  Uebersiedelnng  nach 
Prag,  dann  das  Loben  in  Prag,  dann  in  Linz,  dann  die  leisten  Lebens- 
jahre. Die  Angaben  sind  reichlich  und  werden  ohne  Umschweife  in 
einfacher  Weise  so  vorgetragen,  dass  Kepler*8  Ansichten  nnd  Denk- 
weise darans  deutlich  erhellen.  Die  folgenden  6  Abschnitte  geben 
nfthor  auf  seine  Arbeiten  ein.  Sie  sind  Überschrieben :  Wflrdigong 
Eepler's  (d.  i.  die,  welche  seine  astronomischen  Leistungen  fiuden), 
die  Stereometrie  der  Fässer,  die  r^pilären  Polygone  und  Polyeder, 
die  Logarithmen,  Kepler's  optische  Untersuchungen,  die  Gesetze  der 
Planetenbeweguug.  Der  letate  erklärt  es,  wie  Kepler  aaecessiTe  mr 
Annahme  elliptischer  Bahnen  tibergieng,  die  er  anluigs  nur  der  Rech- 
nung wegen  den  empirisch  gefandeuea  Oralen  snbstitairte.  QocUea 
sind  nirgends  angeführt  H. 

William  Farr.  Eine  biographische  Skisse  tob  Frans  Car 
Lukas  in  Wien.  IS  8. 
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Dem  Andenken  dos  Geoanaten  widmet  der  Verfasser  diesen  Ar- 
tikel (Raudsdiau  d.  Verh.  XXXIII.  1883.  p.  401.)  wegen  seiner 
zahlreichen  Schriften  im  modicinisch  statistischen  Fache.  Er  ist  ge- 
reu  1807  in  Kcnley^  gestorben  den  19.  April  1883.  Von  seinen 
Schriften  werden  angeführt:  2  Artikel  in  den  Schriften  der  Royal 
Society  üf  London  und  18  im  Journal  of  Statistical  Society  of  Lon- 
don. Noch  mehr  wird  aber  offenbar  die  Aufmerksamkeit  anf  ihu 
gelenkt  durch  seine  Tätigkeit  in  den  statistischen  Congressen,  welche 
zeigt,  in  wie  hohem  Ansehen  er  in  seinfm  Fache  stand.  Von  1836 
ao  war  er  Mitglied  der  Statist.  See.  Er  vertrat  die  englischu  Re- 
gierung im  ♦TSten  statistischen  Congress  in  Brüssel ,  dann  wieder  in 
Paris,  dann  in  \Vi('n,  ward  in  die  Conunission  zur  Aufstellung  eines 
citiheitiicbeu  Münz-,  Mass-  and  Gewichtssystems  gewählt  and  war  bei 
verschiedenen  Veranstaltungen  Berichterstatter.  Seine  Statistik  bezog 
sieb  anfangs  auf  England,  dehnte  sich  aber  später  anf  die  earop&i- 
teben  HaapUtaaten  ans.  H. 

Ret  geboorte-jaar  van  WiUebrordus  Snellius.  Door 
P.  ¥an  Geor.  Overgedrakt  uit  het  AJbum  der  ^atuor.  4  S. 

NoCice  nir  la  Tie  et  les  travaox  de  Wlllebrord  Snellins. 

Par  P.  van  Geer.  £xtrait  des  Archives  Neerlandaises,  t.  XVIII 
16  S. 

Erstero  Schrift  hat  Bezug  aof  den  frühem  Artikel  derselben 
Zeitschrift  ,,WUlehrordas  Snellias''  (8.  280.  litt.  Ber.  S.  38)  nnd  ont« 
hili  die  reicUichon  Ergebnisse  fernerer  Nachforschungen  des  Yer- 
fMsen,  welche  denen  Angaben  berichtigen  nnd  vermehren.  Nach 
flber^Bümmenden  Angaben  in  Siegenbeek:  Geschiedenis  der  Leidsche 
hoogeschool;  ?an  Kempen:  Geschiedenis  der  Letteren  on  Weten- 
fcbappea  in  de  Nederlanden;  yander  Aa:  Biographisch  woordenboek 
der  Nederlanden;  Poggendorff:  Biogr.  Wdrterb.;  Montnchi:  Hist.  des 
Math,  war  die  Geburt  in  das  Jahr  1591  gelegt  Weit  ausführlichere 
Berichte  fahren  indes,  obwol  die  directe  Aussage  flberall  fehlt,  auf 
das  Geburtsjahr  lb81,  in  welchem  er  bereits  im  Einwohnerregister 
von  Leiden  anfeefährt  ist.  Er  war  der  ftlteste  der  3  Söhne  Wille- 
broid,  Jakob  nnd  Einrieb  Ton  Rudolf  Sn.  und  seiner  Frau  Hachteld 
ComeliBdry  nnd  Jacob  Ist,  wie  feststeht,  1582  geboren.  1600  las  er 
idion  mit  seinem  Vater  an  dar  UniverBit&t  Letxterer  wohnte  an* 
fangs  am  Kirchhof,  wo  er  viele  ^deuten  als  Kostgänger  bei  sich 
hatte,  kaufte  aber  später  ein  eigenes  Haus,  welches  Willebrord  nach 
seinem  Tode  inne  hatt^.  Willebrord  heiratete  den  1.  Aug.  1608 
Mariü  de  Lauj^hc  Tochter  des  liur^'emeistt  von  Schoonhoveu,  und 
hatte  3  Kinder,  liudoif  (Mudiciuer),  Jauueilc  und  Lorenz  (Jurist),  die 
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keine  Bertthnithcit  erlangt  haben.  Er  starb  den  30.  Oct.  1626,  seine 
Frau  den  11.  Nov.  1627.  Alles,  was  in  dieser  and  der  frflhen 
Scbrift  als  Entdeckung  aufgezeichnet  ist,  hat  nnn  der  Verfasser  in 
den  Arcb.  N^erl.  zu  einer  voHsUBdigen  Lebeusgesciiiciito  yerarbeitet 

E 


Bullctino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  sdenze  matematiche  e 
fisiche.  Pnbblicato  daB.  Boncompagni.  Tomo XVI.  Bom  1883. 
Tipografia  delie  sciense  matematiche  e  fisiche. 

Der  Inhalt  ist  folgender.  A.  Favaro:  Einige  angednickto 
Schriften  von  Galileo  QalUei  ans  deu  Manuscripten  der  Bibliotca 
Nazionale  von  Florenz  aasgezogen  ond  iUnstrirt  Leben  des  Leon 
Battista  Alberti  di  Girolamo  Maaciai  in  Florens,  heransgegeben  ?oii 
G.  C.  Sausoni  1882.  —  Nicolaus  CnppnrnicttB  von  Leopold  Proim 
Erster  Band:  Das  Leben.  1  nnd  i>.  Teil.  Berlin  1882.  Weidmann. 
»  lieber  einen  Vortrag  Aber  die  Magnetnadel  von  P.  D.  Benedetto 
Castelll  —  Ungedrucker  Vortrag  über  die  Magnetnadel  von  P.  D. 
Benedetto  Castelll,  pablicirt  nach  dem  Codex  der  Nationalbibliothek 
von  Florenz,  Sezione  Palatina:  „Die  Schiller  ?on  Galileo^.  Bind  L 
Castelli  Benedetto,  Notizen  nnd  Bchriften.  lattmigewliiehlUdie 
Stadien  aber  Enklid  ?on  J.  L.  Heiberg.  Leipzig  1882.  RG.TenbMr. 

A.  Gonocehi:  Bmchstaclc  eines  Briefes  an  D.B.  Bonoompigu 
(über  Pepin*8  Herleitnng  eines  Satzes  von  Format). 

S.  Realis:  Ueber  eine  unbestimmte  Gleichung. 

A.  Sparagna:  Brief  von  C.  G.  Ganss  an  Heinrich  WUheln 
Matthias  Olbers.  Ucbersetzong  ins  Italienische.  (Der  dentscfae  Teit 
folgt). 

Ch.  Henry:  Ueber  das  Leben  und  die  mathematischen  Schriften 
von  Jean  Antoinc  Nicolas  Caritat,  Marquis  de  Condoroet  Es  folgt 
das  Verzeichniss  seiner  Arbeiten^  ein  Bericht  ftb^  die  nngcdrocktes 
nnd  unter  diesen  vollständig  herausgegeben :  Des  möthodes  d'approii- 
mation  ponr  les  equations  differentielles  lorsqu'on  connalt  nno  pre- 
mi^re  valeur  approch6e.  —  Probleme  der  praktischen  Geometrie  vos 
Mydorge  nnd  Lösungen,  zum  erstenmal  pubücirt 

D.  Bierens  de  Haan;  Historisch  wissenschaftliche  niederl&D' 
dische  Bibliographie. 

F.  Jacobi:  Ueber  das  Problem  „le  noevd  de  cravate**  «sd 
einige  Werke  von  Urbane  d'Aviso  Romano. 
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M.  Steinschneider;  Studien  Über  Zarkali.  2.  Artikel.  — 
KrgänzuQg  zu  der  Notiz  (XIV.  721.)  über  ein  angedrucktes  astrono- 
misches Werk  von  Jba  Haitbam. 

L.  Rodet:  Losungen  Probleme  von  Mydoige  entnommen 
ans  orientalischen  Werken. 

G.  U  ziel  Ii:  UaterBachaugen  über  Paolo  dal  Pozzo  ToacaneUi. 

A.  Stiatesl:  lieber  dns  Leben  nnd  die  Arbeiten  von  Sebastiano 
PnrgottL 

B.  Boncompagni:  Uebcr  2  in  der  Zeitachrift  „Oiom.  degU 
emditi  e  cnrioai*'  geatellte  Aufgaben. 

Publicaüouä Verzeichnisse  im  2.  4.  ü.      10.  12.  lieft. 


Erd-  und  Himmelskunde. 

Lebrbnch  der  Geophysik  nnd  physikalischen  Geographie.  Von 
Dr.  Sie  gm  nnd  Gftnther,  Professor  am  Gymnasium  zu  Anabach. 
Zwei  Binde.  I  Band.  Mit  77  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen. 
Stattgnrt  1684.  Ferdinand  Enke.  416  S. 

Das  Interesse  an  allen  Fragen  Uber  die  Natur  der  Weltkörper 
hat  sich  wol  zu  allen  Zeiten  weit  Uber  die  Gelehrtenkreiae  hinaus 
erstreckt,  tritt  aber  in  neuester  Zeit  besonders  lebhaft  hervor.  Wer 
bisher  im  einzelnen  über  solche  Fragen  nachgedacht  oder  von  frem- 
den Ansichten  Kenntniss  genommen  hat,  wird  bei  Dorchlesung  dea 
vorHegenden  Buchs  staunen,  bis  zu  welcher  GrOsse  einerseits  die 
Menge  dieser  grösstenteils  ungelösten  Fragen,  andrerseits  die  Menge 
der  Lösvngsversnche  und  Meinungen,  mithin  auch  die  betreffende 
LHteratvr  angewachsen  ist  Dies  gesamte  Material  flbersichtlich  zn- 
lammeagestellt  zu  haben  ist  unstreitig  eine  höchst  dankenswerte 
Leistung.  Auch  wird  der  Erfolg  des  Unternehmens  durch  die  be- 
kannte Begabung  des  Verfassers  in  populärer  Darstellung  sehr  unter- 
stfttzt.  Doch  hat  das  Buch  nichts  gemein  mit  den  Schriften  derer, 
welche  um  der  Popularität  willen  den  Beiz  des  Wunderbaren  vor 
der  Belehrung  bevorzugen.  Die  Tendenz  ist  vielmehr  durchweg  eino 
wissenschaftliche.  Daher  sind  auch  die  zahlreichen  Kosmophantasien 
der  Neuscit  Isat  unberttcksichtigt  geblieben:  die  dahin  gehörige  Er- 
Uärung  der  Schwerkraft,  die  der  Verfasser  freilich  viel  zu  günstig 
beurteilt,' wird  nur  kurs  erwftbnt  Trotz  einiger  Aehnlichkelt  dieser 
iftckschritdichen  Bestrebungen  mit  den  Erklärungsversuchen  der  Alten 
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faiDBichtlich  ihrer  Aufstellungen  sind  doch  letztere  alt  AnAage  eines 
stabilen  Entwickeloogsgaugcs  ganz  verscbioden  xi  bearteüeo.  £i  ist 
entschieden  wesentiieh  fftr  die  Aufgabe  des  Bncba«  daas  es  allen  Kaeb* 
richten  Aber  dieselben,  die  zn  nns  gelangt  sind,  mit  gleicher  Anf- 
merksanikcit  nachgeht  Gin  Zweifel  kann  ebor  darttber  erhoben 
werden ,  ob  die  auf  höheren  Rechnungen  bembenden  Leistungen  der 
Neuzeit  zweckentsprechend  bebandelt  sind.  Eine  gentigende  I3a* 
fiilirung  in  deren  VcrstÄndniss  wird  und  darf  man  nicht  von  dem 
Uüclid  erwarten.  Der  Verfasser  hat  versucht  den  Lesern,  welche  die 
Origiuahverke  nicht  studiren,  wicwol  nicht  ohne  Anwendung  tob 
Rechnunfr.  <lie  Doctrinen  zum  Teil  zugänglich  /u  machen.  Mag  jeder 
selbst  aussagen,  ob  er  dadurch  belehrt  worden  ist.  Die  hehaadclten 
Gegenstände  sind  in  folgender  Weise  geordnet:  Die  kosmische  Stel- 
lung der  Erde,  und  zwar  die  Kant-Laplace'sche  Hypothese,  die  phy- 
sische Constitution  der  Körper  des  Sonnensystems,  die  der  Erde 
alinlichcn  Planeten  und  der  Mond;  allgemeine  mathematische  und 
pLysikaiische  Verhaltnisse  des  Krdkörpers  und  z^ar  die  Erde  als 
Kugel  und  RotationsspljaroiU,  die  Attractionsphanomene  ond  deren 
Anwendung  zur  Bestimmung  der  Grestalt  und  Dichte  der  Erde,  das 
Geoid,  die  Bewegung  der  Erde  im  Räume,  die  Graphik  im  Dienste 
der  physischen  Erdkunde;  Geophysik  im  engern  Sinne,  dynamische 
Geologie,  und  /.war  die  Wärmevcrliältnisse  des  Krdinnern,  der  inaere 
Zustand  der  Erde,  dnj  vulcanisehen  Erscheinungen,  Erdbeben  Auf 
jeden  Abschnitt  folgt  das  Litteraturverzeichniss  mit  Verweisaug  aaf 
die  Stollen,  wo  Erwiibnung  des  Einzelnen  gescbeben  ist  H. 

Die  matbematiscbe  Geograpbie  in  Verbindnng  mit  der  Land- 
karten-Projektion. Fttr  Schalen  und  znm  Selbstanterriclit  bearbeitet 
von  Gastav  Wonz.  Hit  187  in  den  Text  eingedrackten  Figuren. 
Möncbon  nnd  Leipzig  1883.  R.  Oldenboni^.  297  S. 

Der  Verfasser  hat  es  für  gut  betundf  n  in  das  Lohrbuch  der 
Hi  lf  liematischou  Geographie  aligemeine  Mathematik  in  beträchtlichem 
l  iiiiange  aufzunehmen.  Diese  Auskunft  würde  man  als  natürliche 
leicht  anerkennen ,  wenn  es  sich  z.  B.  dariini  handelte ,  zur  Vermei- 
dung von  Unterbreehungen  die  in  Auwendung  kommeucU^u  Sätze  vor- 
her in  Erinnerung  zu  bringen.  Anders  aber  lautet  die  Motivirung. 
Der  Verfasser  schlicsst  deu  Gedanken  geradezu  aus,  dass  die  Schüler 
der  mathematischen  Geographie  von  Mathematik  dio  geringste  Kennt- 
niss  bereits  besitzen,  nnd  befürwortet  nnr  tlberbanpt  gegen  die  (seiner 
Aussage  nach)  verbreitete  Sehen  vor  der  Mathematik  die  selbstver- 
ständliche Sache,  dass  man  ibnen  diese  sicherste  Stütze  zuteil  werden 
lasse,  üii  rnach  muss  es  also  wirklich  Schulpläne  ohne  Mathematik, 
nnd  docb  mit  mathematiacber  Geographie  geben!  In  derBwbeiUng 
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des  allgcnuMn  inatlicmatischcn  Lohrstoffs  ist  ein  loitondtT  (Jodankc 
schwer  zu  crkeuueu.    Zu  i)i  riKTkoti  ist  eine  eigcntuiiilich  lainiliure, 
flicht  soiuicrlich  präcise,  oft  bildlicue  Sprache.    Wiihreud  aber  einer- 
seits der  Vortra ganz  bokaiititer  Sätze  aus  den  Anfangsgründen  deu 
Standpunkt  selir  nietlnt?  y.n  stelliMi  sclioint,  ist  docli  andrerseits  durch 
Auswahl,  Auorduuug,  i^rklflrun«;  und  Herleituug  so  wenig  für  Eitt- 
führuug  in  ein  loidliches  VcrstÄndniss  geschehen,  dass  man  jene  Boi- 
gabp  eher  für  blosse  Repetitioii  halten  möchte.    Am  wenit»ston  aus- 
reichend aber  ist  sie  zur  Vorbildung  für  das  VerstÄndniss  der  darauf 
folgenden  mathematischen  Geographie  in  gegenwartiger  Abfassung, 
welche  gleich  anfangs  ziemlicii  coinplicirte  Rauinvorstollungon  in  An- 
spruch nimmt.   Es  wäre  gewiss  möglich  gewesen,  diese  Partion  ein* 
üacher  and  dem  AnfElnger  zur^änglichcr  zu  gestalten.  •  In  gegenwärtiger 
Bearbeitung  kann  das  Buch  nicht  als  Master  der  Darstellung  gelten. 
Die  Abschnitte  des  üauptteils  sind:  Mathematische  Geographie,  nnd 
2*ar  Gestalt  und  OrOise  der  Erde;  Kngelbilder,  und  zwar  die  per* 
spectiven  Projectionen,  Polar«  nnd  Aeqnatorial«,  Meridian-,  Uorizon- 
talpfxüection,  die  nicht  perspeetiTischea  Projectionen;  Zonenbilder; 
TsRiuidnlder;  dann  astronomisch-mathematische  Geographie,  nnd 
zw  die  Erde  Im  Weltraum,  der  Mond,  Ebbe  und  Flut,  das  Pia* 
seteosyatem,  die  Sonne  nnd  das  Sonnensystem,  Kometen  nnd  Asteroiden, 
Zodlakallicht,  Arten  der  Sterne,  das  Weltall  Dann  folgen  24  Tabellen 
ood  3  Nachtiige.  H. 

Nene  exacte  Methode  fttr  die  Bahnbestimmang  der  Planeten  nnd 
Kometen  nebst  einer  neuen  Störnngstheorie.  Von  M.  Vodns^k, 
Ptofessor  am  k.  k.  Gymnasium  in  Laibach.  Laibach  1883.  Jg.  v.  Klein- 
mayr  n.  Fed.  Bamberg.  162  8. 

Die  Schrift  ist  keine  blosse  Mitteilung  dessen,  was  die  Erfindung 
d«8  Verfassers  an  der  Metbode  gebessert  hat,  sondern  ein  Vortrag 
der  gesamten  Lehre  der  Bahnbestimmung  von  Anfiang  an,  indem  der 
1.  Abschnitt  die  geometrischen  Beziehongen,  namentlich  zwischen 
gsoeentrischen  und  heliocentrischen  Coordinaten,  der  zweite  die  Dy* 
samik  der  Planetenbeweguug  behandelt  Gerade  über  die  Punkte 
der  Neuheit  spricht  das  Buch  nichts  ans.  In  der  Vorrede  legt  der 
Vsiihsser  den  Fortschritt  gegen  die  bisherigen  Methoden  darin,  dass 
nicsht  allein  dio  AnflOsang  der  sogenannten  Fundamentalgleichungen, 
sondern  auch  die  Bestimmung  der  darin  vorkommenden  Dreieck- 
verhältnisse sowol  bei  riaiifitcn  als  auch  bei  Konieli-n  oine  sehr  ein- 
fache und  elegante  Gestalt  an^'cnoninicn  liabe.  Das  würJc  f-ivh  im 
H.Abschnitt,  liabnbostimniung  aus  .3  Beobachtungen,  auszuweisen 
luhuu.    Hier  werden  zuerst  dio  Yerhültuisse  der  Dreiecke  zwischen 
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Sonne  und  3  Oertern  des  Planeten  dargestellt,  dann  unter  Annahme 
einer  Bewegung  im  Kreise,  bzliw.  in  der  Parabel  für  Kometen,  die 
angenäherten  Werte  von  Unbt  kannton  durch  Probiren  enmiielt,  dann 
die  Coorviinaten  in  die  taylor'sche  Reihe  entwickelt  und  die  Coeffi- 
cicnten  durcii  die  Beweg uugsgleichungcn  besturtmt.  Wenn  man  qbü 
einräumt,  (iass  die  hier  gegebenen  Relationen  und  dadurch  gewoQoe- 
nen  Controleu  einfacher  sind  als  die  gewöhnlichen,  so  ist  doch  die 
fernere  Behauptung  des  Verfassers  in  iler  Vorrede  nicht  wo!  zu  Ter- 
stehen,  er  hätte  eine  Controle  geschaffen,  deren  Schärfe  die  Beob- 
achtungen oft  kaum  vertragen  würden;  dafür  fielen  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate,  Variation  der  Constaut-  u  u.  s.  w.  als  überflüssige 
Surrogate  fjan?  wo'j.  denn  es  wäre  einleuchtend,  dass  eine  aus  wenigen 
guten  Beüb;iclitung(  II  vermittelet  einer  richtigen  Mctliode  durchge- 
führte Bnhnhestimmung  mehr  leisten  niuspte,  als  alle  andern  secan- 
dären  Ilüifsmittel  zusammengenommen,  wenn  ihnen  die  ricbtii^e  Basis 
fehlte.  Nun  ist  aber  nirgends  gesagt,  was  die  für  überflüssig  er- 
klärte Ausgleichungsrechnung  ersetzen  soll.  Dio  aufgostelitcn  Coo- 
trolen  zeigen  nur  an,  dass  mehr  oder  weniger  fehlerhafte  Elemente 
überhaupt  vorhanden  sind.  Von  deren  Ermittelung  spricht  das  Bach 
gar  nicht;  ja  es  werden  nicht  einmal  die  Fehler  der  Hypothesen, 
nämlich  der  Isolirung  des  Planeten  und  der  Kreisbewegung,  ood  die 
Bcobachtungsfchler  begrilflich  untcrschiedeu.  Hierdurch  wird  es  er- 
klärlich, dass  die  Mondbahn  auf  5,  die  Störnugirechnong  auf  21  Settea 
behandelt  werden  konnte.  Dio  Bahnbestimmang  ans  4  Beobacbtnngon 
ist  nur  racksicbUich  der  Kometen  nntersncbt  nnd  im  4  Abidisitt 
binzagefflgt  worden.  H. 


Die  Fixsterne.    Von  Dr.  C.  F.  W.  Peters,  Professor  an  d«r 
Universität  zu  Kiel.    Mit  9  Figuren  iu  liolzsLicb.  Leipzig 
G.  FreyUg.   Prag:  F.  Tempsky.    163  S. 

Die  Sonne  und  die  Planeten.  Populftr-wiaaenschaftlich  dargeeteilt 

von  E.  Becker,  Dr.  phil.  und  1.  Observator  an  der  Sternwarte  n 

Berlin.  Mit  68  Abbildungen.  Leipzig  1889.  G.  Freytag.  Png: 
F.  Tempsky.  296  S. 

Die  Kometen  und  Meteore.  In  allgemein  fas?>l icher  Form  dar- 
gestellt von  Prof.  Dr.  W.  Valeniiner.  Vorstand  der  grussherzog- 
lichen Steruwartc  in  Karlsruhe.  Mit  C^'2  in  den  Text  gedruckten 
Abbildungen.  Leipzig  lä^.  G.  Frey  tag.  Prag:  F.  Tempsky. 
210  S. 

Diese  3  Scbriften  bilden  bxbw.  den  16.,  10.  nnd  27.  Band  dir 
„Dentflcben  UniTerBal*Bib]totfiek  fftr  Gebildete'',  von  welcher  der 
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12.  Band,  enthaltend  die  Lohre  von  der  Wärnic,  im  278.  littcrarischcn 
Bericht  besprochen  worden  ist.  Die  darin  gegebene  allgnm  nu'  Cha- 
rakteristik der  Bphandlmifisweise  pÜt  aiirh  von  dem  Vorliegenden,  80 
das8  nur  die  besondern  (jregeust^udo  näher  anzogeben  aind. 

Dm  erste  Bach  bebandelt  nach  einaoder:  die  ioaaeren  Encbei* 
rangen  der  Fixsterne,  ibre  Entfernungen,  ihre  Eigenbewegnngen,  die 
Doppelstme,  verinderUcben  Sterne,  Stembaafen  and  Nebelflecke, 
die  pbysiscbe  Besebaffenbcit  der  Fixsterne. 

Das  zweite:  die  scheinbaren  Bewegungen  df^r  Sonne  und  der  Pla- 
neten, die  Weltsysteme  der  Alten,  die  KopperuikanUche  Lehre,  die 
Keplerschen  Gesetze,  die  allgemeiue  Attraction,  die  Entfernung  der 
Erde  von  der  Sonne,  das  Sonnen-  nnd  Planetensystem,  die  Sonne, 
die  einzelnen  Planeten  nebst  ihren  Trabanten,  mit  Beigabe  einer  Ta- 
belle der  Elemente  der  grossen  and  kleinen  Planeten. 

Das  dritte:  die  Natur  der  Bahnen  der  Kometen,  viele  einzelne 
Küini  toQ,  die  Nator  der  Steruschnoppen,  Berichte  Aber  Beubachtongeu 
üersclben.  H. 


Die  Zanahme  der  Wfinne  mit  der  Tiefe  ist  eine  Wirkung  der 
Schwerkraft  Von  Gottbold  Landen  berger.  Stattgart  1883. 
l  0.  Cotta.  28  a 

Der  Sats,  welcher  als  Titel  der  Schrift  vorangestellt  wird,  ist 
BOT  einer  der  G^eastände,  von  denen  sie  handelt,  doch  darf  man 
«d  daraus  schliessen,  dass  der  Verfasser  anf  ihn  hauptsächlich  Wert 
legt  Gerade  dieser  Satz  aber  ist  nicht  neu,  sondern  bereits  1860  in 
PeggendoriTs  Annalen,  Bd.  CX.  p.  598  hergeleitet,  nnd  die  Zunahme 
snter  2  verschiedenen  extremen  Hypothesen,  zwischen  denen  das 
setaelle  Verhalten  liegen  mass,  berechnet  worden.  Nicht  erst  bei  der 
Krfinlg'sGben  Hypothese  Uber  die  Constltation  der  Gase,  auf  welche 
sieb  das  Gegenwärtige  statst,  sondern  anter  der  blossen  Voraassetsang, 
daas  die  Wärme  in  der  lebendigen  Kraft  ?on  Körperatomen  besteht, 
irt  erriehtiich,  dass  ein  bewegtes  Atom,  sofern  nar  seiae  Hohe  würt, 
■ach  unten  za  eiae  grössere  lebeadige  Kraft,  mithia  aach  Wärme, 
ndtbriagt  aad  an  ein  andres  Atom  flbertragen  kann  als  nach  oben 
za,  dass  daher  in  Bezug  auf  Wänneleitung  Gleichgewicht  der  Tempe- 
ratur stattfindet,  wo  dieselbe  nach  aatea  zaaimmt  Dies  ist  der  ia 
Bede  stehende  Satz.  Er  schliesst  nicht  aus,  einerseits  dass  durch 
Strahlaag  im  Innern  beständige  Ausgleichung  der  Temperaturdiffe- 
reaz,  durch  Strahlung  nach  aussen  beständige  Abkflhiung  der  Erde 
stattfindet,  androseits  dass  die  Temperatnrdifferonz,  soweit  sie  aber- 
idtflssig  Toriiaadeii  ist,  mit  Abkflhiung  durch  Leitung  verbanden  aaf- 
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tritt.  Nach  Begründung  jenes  Satzes  untersucht  die  Schrift  noch  eine 
Reihe  weiterer  Fragen.  Die  Geschwindigkeit  der  Luftmolecttlc  fiodd 
8tß  m=  970  Meter,  die  Höhe  der  Atmosphäre  »  48000  Meter,  die 
Gcschwiiuliglieit  verschiedener  Gate  bei  gleicher  Teinperater  loll  «ch 
wie  die  Quadratwurzeln  aas  dem  specitischen  Gewicht  verhalteii. 
Ferner  entwickelt  der  Verfasser  seine  Ansicht  Aber  die  Tempcrator 
der  Atmosphäre  nu  ihrer  Grenze,  nach  ihr  besteh!  die  oberste  Schicht 
aus  Watecrstoff,  Weil  die  Berge  anf  ihre  Basis  stärker  drftcken  alt 
die  Luft  von  gleicher  Höhe,  soll  die  Temperatordifferenz  in  ihnen 
grösser,  mithin  ihre  Gipfel  kälter  aU  die  omgebendo  Iioit  sein,  wo- 
durch sich  die  Nebelbildung  erklärt  Grändo  findet  di'r  Verfiuser  ' 
fflr  alle  seine  Anfotelluugen,  vermöge  deren  Originalität  haben  letstsm 
etwas  anregendes.  H. 


Wie  erklären  sich  Erdmagnetismus  und  Erdbeben?  Eine  uklar- 
wissenschaftliche  Studie  von  Hermann  Qringmuth.  Dresdea 
1883.  £.  Pierson.  15  S. 

Der  Verfasser  nimmt  an,  dass  die  Erde  von  gewisser  Tiefe  sa 
im  liquiden,  von  grösserer  Tiefe  an  im  gasförmigen  Zustande  sei,  die 
innere  Kugel  aus  Gas  der  schwersten  Stoffe  bestehe.    Zwischen  der 
Gaskugel  und  der  festen  Hofalkngel  soll  nun  elektrische  Spannoait 
stattfinden.  Dass  die  liquide  Zwischenschicht  isoKrend  wirkt,  vi  , 
nicht  ausgesprochen ,  scheint  aber  hiemach  Voranssetsung  za  seia. 
Ueher  die  Erzeugung  des  Erdmagnetismus  spricht  nur  der  kons 
Satz:  ,,Aas  den  Acnssemngon  der  durch  die  Axenretation  des  Gas* 
contrnms  hervorgenifenen  elektrischen  Tätigkeit  nod  Umlaufes  der 
elektrisirteu  iunorirdischen  flüssigen  Masse  erkläre  ich  die  Krscbei-  ; 
nungeu  des  Krdinaguetibiiius.''    Das  Weitere  bezieht  sich  nur  auf  Un- 
regelmässigkeiten   IliiTinit  liat  der  Verfasser  einen   neuen  Motor 
hingestellt;  die  Krkiunirig  mag  sich  daraus  der  Leser,  wenn  es  ihm  | 
gelingt,  sell)st  bilden.    D'w  magnetischen  Pole  sollen  durch  die  abso-  | 
lutt^  Rotation  der  Krde  im  ganzen  bedingt  sein.    Daun  wurden  sie 
offenbar  unabhängig  von  der  Entstehung  des  Magnetismus  zu  dem- 
selben hinzukommen.    Von  sulclieu  Fehlern  des  Ausdrucks  (viio  sciiuu 
oben  „Rütatiun  des  Ccutrums'')  wollen  wir  gern  absehen,  da  die  Dar- 
stellung sachlich  soviel  \eriiussi'n  iasst.    Nälier  geht  die  Srbrift  anf 
Erklärung  der  Krdbebeu  ein.    Sie  entstehen  durch  Entladungen  Ucr  | 
genannten  elektrischen  Spannung ;   doch  können  manche  auch  andre  ' 
Ursachen  haben.    Auf  Verschiedenheit  der  Ursachen  deutet  der  Um- 
stand, dass  öfters  Erdbeben  in  der  Nähe  von  Yulcanen  atattgefanden 
hahen,  die  dabei  ruhig  blieben.  £s  werden  viele  FftUe  angefahrt,  wo 
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Erdbeben  mit  elektrischen  Erscheinangen  vorbuuden  auftraten.  Der 
Nachtrag,  betreflFend  die  Sonnenflecken,  steht  in  keiner  ersichtlichen 


Aftronomiflcher  Kalender  f&r  1884.  Nacli  dem  Muster  des 
Ktrl  Ton  Li ttrow 'sehen  Kalenders  herausgegeben  von  der  k.  k. 
Sternwarte.  Kene  Folge.  Dritter  Jahrgaug.  Wien  1884.  Carl  Ge- 
rold's  Sohn. 

Die  beiden  ersten  Jahrgänge  sind  im  271.  und  276.  litt.  Bericht, 
b/hw.  S.  33  und  45  besprochen.  Die  gegenwärtigen  Beilagen  ent^ 
halten:  die  grossen  Kometen  der  Jahre  1843,  1880  und  1882;  neue 
Planeten  nnd  Kometen;  Uebcrsicht  des  Planetensystems;  alphabeti- 
sches Vcrzeichuias  der  Asteroiden;  Verzeichniss  der  Asteroiden  nach 
!or  Zeit  ihrer  Entdeckung;  Babnelemente  der  grossen  Planeten,  der 
8tteUiteD,  der  Asteroiden*,  GebAhrenscala.  H. 

Mpt<?orologische  Zcit^scbrift,  herausgegcbeu  von  der  Deutschen 
M>  ti  nrologischcn  Gesellschaft,  rcdigirt  von  Dr.  W.  Koppen,  Ham- 
borg, beewarte.  Erster  JjLhrgaag  18^.  Berlin,  A.  Asher  u.  Co. 

Von  dieser  nenen  Zeitschrift  erscheint  monatlich  ein  Heft,  ent- 
kiltend  Abhaa^ngen,  Corrcspondenzen  und  Notizen,  Vereinsuach* 
rkbten  nnd  Bibliographie.  Bas  1.  Heft  gibt  einige  Nachrichten  Qber 
die  GrQndung  der  Deutschen  Meteorologischen  Gesellsdiaft,  weiche 
am  17.  NoYomber  1883  nach  Vorgang  und  Vorbild  der  Oesterreichi- 
«hen  Gesellschaft  für  Meteorologie  auf  Anregung  dos  Dircctors  der 
Seewarto,  Geh.  Adrair.-Rats  Prof.  Dr.  Neumayer  stattgefunden  hat, 
neben  ihr  besteht,  und  im  Anfang  dieses  Jahres  bereits  296  Mit- 
glieder zählte,  lieber  die  Statuten  und  die  Orduuug  der  Vereins- 
tätigkeit  linden  sich  dann  keine  Mitteilungen.  Zweigvereine  haben 
Aich  nach  einander  gebildet  in  Magdeburg,  Berliu,  München  und 
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Methode  nnd  PrinelyieB. 
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60  Pf. 
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Tcnbner.   4  Mk. 
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Der  Winkelspiegel. 

Genaaeres  über  Lage  und  Anmhl  der  Bilder  einoB  in 
seine  Oeffaimg  eiogefuhrteu  (jegcustaudcs. 


Von 

L.  Mack. 

pUl  «Im»  Vigv.) 


Bezüglich  der  Erscheinangen  am  Winkelspiegel  wird  als  Fun- 
«iamentalaafgabe  aaszusprecbcn  sein  die  folgende. 

Gegeben  lel  die  OefihuDg  des  WinkelspiegeU  in  beliebig  be- 
üiiunter  GrOsse,  nnd  ebenso  beliebig  bestimmt  die  Lage  eines  in 
jeee  eiagefQbrten  lenchtenden  Punktes.  Für  die  sieb  ergebenden 
BUder  desselben,  welche  in  swei  cbarakteristisch  verschiedene  Reiben 
nrftUen,  soll  ermittelt  werden:  1)  die  Lage  jedes  einzelnen  mit  ge- 
lelzBiissiger  Bestimmtheit «  2}  je  die  Anzahl  der  in  einer  Reihe  be- 
findlichen, 3)  die  Anzahl  aller  zusammen,  4)  die  eigentfimlichen 
Terbaitttisse  ihrer  gsgenscitigen  Lagc^  jo  die  entsprechende  Angabe 
nsthmatisch  fmrmnlirt  in  der  Art,  dass  ihre  Abbätigigkeit  von  den 
gemachten  Toranss^znngen  völlig  klar  liege. 

Wie  diese  Fnadamentalanligabo  auch  nur  mit  Bezug  auf  Nr.  3) 
streug  gelöst  wird,  so  zeigt  sich,  dass  in  eiuer  Monge  von  Fallen, 
bsi  bestimmt  gegebener  Oeffnungsgrösse,  die  Gesammtzabl  der  Bilder 
efaies  die  beiden  £inzel8|»iegel  bestrablenden  Panktes  bald  grösser, 
tiald  kleiner  wird,  jcnachdem  dieser  Punkt  seine  Stellnng  zwischen 
beiden  verindort  Hieraus  li^gt,  dass  für  einen  ausgedehnten 
Gegenstand,  der  in  dieOeffnung  eingeffthrt  ist,  einige  der  an  er- 

Artb.  d.  Xatb.  u.  i'hjri».   2.  Koike,  Teil  1.  1 
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wartenden  Erst  hoinungen  dnrchaos  nicht  so  einfach  sicti  gestalten, 
als  man  f^cwolinlich  sich  vorstellen  möchte;  es  orciht  sich  also  lii»^ 
Forderung,  dass  aacb  über  diese  Irlrscbeloungen  geaügemie  Aafkl&rttog 
gegeben  werde. 

Siebt  Bua  nun  auf  du  in  mueni  Lebrbllcheni  GeboteDe,  ao  «U 
Niemand  behaapten  wollen,  dass  es  anch  nar  den  Fordenmgen  der 
Fundaroeutalanfgabe  (zn  scbwcigcn  Ton  den  weiter  anzaknQpfcDdei) 
gonQge.  Vielmehr  wird  man  zugeben  mttssen,  dass  jene  sowol  in 
Betreff  der  Genauigkeit  als  der  Vollständigkeit  gar  Manches  20 
wünschen  übri^  lassen,  wie  denn  selbst  Yon  eigentlichen  und  starkoD 
IrrtüiFit  rii  oder  Ver&tösseo  auf  diesem  Gebiete  Verschiedeoes  zu  h^'- 
richten  wäre. 

Sucht  mau  nach  Originalarbeiten  über  den  fraglicben  Gegenstand, 
80  findet  sieb  eine  solche  ?on  Bertin  in  den  annalcs  de  chimic  et  de 
physique,  Serie  III,  tome  29,  page  257  ...  262;  Paris  1850.  -  Der 
Verfasser  berührt  zunächst  die  Notwendigkeit  des  Aufirftonens  mit 
landläufigen  falschen  Angaben,  will  übrigens  wesentlich  nur  auf  die 
Frage  nach  der  Gesaramtzahl  der  Bilder  eines  einzelnen 
Liehtpnnktea  sich  einlassen.  Dass  diese  immer  eine  begrenxte 
sei,  will  er  mit  wenigen  Worten  klar  machen.  Er  hebt  anch  ganz 
richtig  den  Umstand  hervor,  an  welchen  sn  diesem  Behof  anzaknüpfen 
ist;  indes  einen  wirklichen  Beweis  gibt  er  keineswegs.  —  Bdni& 
der  Erreichnng  seines  Hanptswecks  nnterscheidet  er  zwei  Hanptftlle, 
Jeden  mit  zwei  UnterfiUlen.  Hiernach  betrachtet  er  vier  besondere 
Figuren,  und  das  von  ihnen  Abzulesende  sofort  in  allgemeine  Angtben 
umzusetzen,  und  zuletzt  einen  Goneralsatz  Uber  die  Gesammtheit  der 
Bilder  auszusprechen.  Dieser  ist  zwar  streng  richtig,  aber  akkt 
übersichtlich;  und  sein  zweiter  Teil  ist  nicht  bestimmt  genug  und 
nicht  in  solcher  Weise  gcfasst,  dass  sofort  ffkr  Jede  gegebene  Oef- 
nnngsgrösse  und  jede  gegebene  Lage  des  etngefllbrteu  Lichtpunkts  die 
Zahl  der  sich  ergebenden  Bilder  unzweideutig  zu  gewinnen  wire. 

Aus  neuester  Zeit  ist  in  Poggendorff*s  Annalcn,  Band  VH,  Stack  2, 
pag.  103  . . .  eine  russisch  geschriebene  Arbeit  angezeigt:  M.  Pawloff, 
Untersuchung  der  Frage  über  die  Bilder  in  zwei  zu  einander  ge- 
neigten ebenen  Spiegeln.  Der  Berichterstatter  sagt  kurz:  .,indeDi  der 
Verlasser  zuerst  nachweist,  dass  die  Anzahl  der  Bilder  immer  eine 
begrenzte  ist,  zeigt  er  weiter,  wie  für  jede  Lage  der  Spiegel  und  fÄr 
Jede  Lage  des  leuchtenden  Punkts  diese  Zahl  zu  bestimmen  ist** 

Dass  bei  Pawloff  wie  bei  Bertiu  so  und  so  viele  Forderungen 
der  Fnndanientalaufgabe  unerfüllt  geblieben  seien,  ist  aus  den  ge- 
machten Mitteilungen  zur  Genüge  zu  ersehen;  ich  möchte  aber  das 
besonders  hervorheben,  dass  weder  bei  Bertin,  noch  bei  Pawloff 
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(Dich  der  Poggend.  Angabc)  irgend  Erhebliches  Ober  die  Eigentüm- 
lichkeiteD  der  gegenseitigen  Lage  der  Bilder  zu  finden  sei.  Gerade 
aber  diese  fiigentflniliebkeiteii,  namentlich  bei  doqjenigt  n  zwei  Bildern 
bervortrelMid,  welche  als  letzte,  jedes  von  einem  der  Einzelspiegel 
laKefeit  werden,  sind  im  bAcbstcu  Grade  tlberrascbend.  Schon  ihre 
Emntünng  nnd  Herrorhelrang  dürfte  fOi  die  Berechtigang  der  hier  so 
fer&ffentlichenden  Arbeil  sprechen,  wenn  man  anch  besllglich  der  arith* 
neüschen  FVage  mit  dem  Richtigen,  was  schon  Bertin  gegeben  hat, 
rieh  beruhigen  wollte,  üebrigens  ist  gegenwärtige  Arbeit  in  dem 
Suine  gemeint,  dass  sowol  die  oben  ausgesprochene  Fnndamental- 
Mifgabe  ToUsfeindig  geldst,  als  auch  der  weiteren  an  sie  geknflpften 
Ferdenrog  gentigt  werde. 

Bei  der  hier  durchgeführten  Art  der  Untersuchung  und  Darstel- 
loDg  wird  der  aufmerksame  Leser  nach  gezeichneten  Figuren  so  wenig 
Verlangen  tragen,  dass  er  selbst  diejenige  überflOssig  finden  könnte, 
welche  zur  Veranschaulicboug  gewisser  Defiuitiouen  nnd  Bezeichnungen 
beigelegt  ist;  welche  übrigens  immerbin  dicucn  mag,  um  bei  den  ver- 
schiedensten Gestaltnngen  oder  Eiuteilnngen  des  Operationsfeldes  die 
OrieDtining  in  diesem  an  erleichtern. 


§  1. 

Winkelspiegel  heisst eine Znsammenstellnng  sweier  nndnrch- 
^tigen  Planspiegel,  in  der  Art  angeordnet,  dass  die  allein  spie- 
geladen  Vorderflichen  derselben  zwischen  sich  einen  hohlen  Flftchen- 
liakel  « 190^  haben. 

Dieser  Plftchenwinkel  und  seine  Scbeitelkante  UV  werden  be- 
liehongsweise  als  Oeff  nnng  nnd  Aze  des  Winkelspiegels  bezeichnet 

Die  allein  spiegelnden  VorderüAchcn  sind  zu  denken  als  zwei 
tas  UV  entspringende  Ebenen^tu  kt  .  die  sich  beliebig  weit  er- 
strecken: UVA  den  ersten  Planspiegel  abgebend,  UVB  den 
zweiten. 

Za  den  Ebeaenstflcken  UVA^  UVB  sind  ihre  aber  UV  hinauf- 
gehenden Erweitemngen  ÜV%  üVfb  einsnflUiren,  jede  derselben 
nSm  geometrisch  gedacht 

Bei  jeder  der  Vollebenen  AWSßi,  DUV^  heisst  vordere 
Seite  diejenige,  an  weldier  die  zngohArige  Halbebene  ihre  spiegelnde 
Krall  entwickelt 
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f  2. 

Soleru  hinter  einem  der  EiQzelspief2:eI  ein  Bild  erscheint,  her- 
vorgerofen  durch  einen  Ton  ihm  befindlicbf  ii  Gegenstand,  möge  sol- 
ches kons  ein  diesem  Spieg«!  zugehüriges  Bild  genauat 
werden« 

Wenn  nun  ein  lenchtender  Pankt  P  frei  innerhalb  der  Oeffbong 
dei  Winkelspiegcls  flieh  befindet,  so  sind  zanädist  die  zwei  Bilder 
in's  Auge  zn  fassen,  deren  jedes  dnrch  einen  der  Spiegel  fQr  sieb, 
ohne  Mitwirkung  des  andern,  entsteht.  Diese  zwei  niemals  fehleodeo 
sind  notwendig  von  einander  getiennt.  Jrdvs  liegt  symmetrisch  m 
der  Ebene  desjenigen  Spiegels,  dein  es  /.u^ehüiL  Üiebu  zwei  Bilder 
heisseu  die  Bilder  erster  Ordnung. 

Jedes  von  ihnen,  wenn  es  vor  dem  Spiegel  liegt,  dem 
CS  iiicbt  zu  gell  ort,  verhält  sich  diesem  gegenüber  wie  ein  leoch- 
tender  Gegcnstaud,  von  welchem  gedachter  Spiegel  ein  neues  (hioter 
ihm  liegendes)  Bild  liefert  —  ein  Bild  zweiter  Ordnung. 

Von  jedem  der  beiden  Bilder  zweiter  Ordnung  wird  derjcaige 
Spiegtl,  dem  es  nicht  zugehört,  möglicher  Weise  (wenn  es  eben  vor 
ihm  liegt)  ein  neues  Bild  geben  —  ein  Bild  dritter  Ordnungi 
u.  8.  w. 

Um  jedes  dieser  Bilder  sowol  besflglich  seiner  Zugehörigkeit  n 
einem  bestimmten  der  awei  Einzelspiegel,  als  nach  seiner  OrdnsBg 
kenntlich  zn  machen,  gebraachen  wir  die  Beseichnang  P«'  iBr  das  is 
dem  ersten  Spiegel  gehörige  Bild  mter  Ordnung,  -dagegen  Fm^  Ar 
sein  znm  zweiten  gehöriges  derselben  Ordnung/  Demgemiss  werdmi 
die  zum  ersten  Spiegel  gehörigen  Bilder  des  Punkts  P  hier  der  Beihe 
nadi  benannt  werden  P^',  l\\  P^'  die  zum  zweiten  gehörigen 
der  Beihe  nach  iV,  / /»"  . .  • 

Da  inim<^  das  von  einem  Gegenstand  erhaltene  Spiegelbild  sym- 
metrisch mit  Jenem  liegt  bezüglich  der  Ebene  des  zugehörigen  Spie- 
gels, so  ist  hieraus  zunftehst  folgendes  allgemeia  Bekannte  zu  est« 
nehmen. 

Alle  dnrch  das  Zusammenwirken  beider  Eiuzelspiegel  sieb  er- 
gebenden Bilder  des  Punktes  P  befinden  sich  in  derjenigen  Ebeae, 
welche  durch  P  normal  zu  der  Axe  UV  zu  führen  ist,  die  einen 
Durchschnittspnnkt  O  mit  Jener  gibt  Anch  haben  alle  solche  Bilder 
denselben  Abstand  von  O  wie  P  selbst;  sie  liegen  mit  P  auf  der 
Peripherie  eines  um  0  als  Blittelpunkt  zu  beschreibenden  Kreises. 
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Mit  dieaam  Ortakreise  der  Bilder  von  P  hat  jedes  der  aus  Axe 
{TK  entspringenden  Ebenenstttcke  ÜVÄ^  UVUy  VVB^  ITKQ  seinen 
bestimmten  Dnrchsdinittspiuikt;  diese  Punkte  selbst  soOen  der  Reihe 
flieh  mit  ^  tt,  ^,  besdehnet  adn,  ond  bei  Jedem  der  Paare 
ft),  (ir,  8)  ist  sa  beachten,  dass  es  swei  Gegenpankte  des  Kreises 
entfaftlt  (Siehe  Figur.) 

Alf  dem  swischen  beiden  SpiegeltAchen  selbst  begriflianeii  Bogen- 
slflek  APB  heben  wir  ausser  P  noeh  hervor  den  Ualbimngspnakt  M 
desNlben;  so  auch  den  Pnskt  Pq»  welcher  sn  P  symmetrisch  mit 
Besag  anf  die  Gerade  OM  liegt.   Zn  diesen  Punkten  erscheinen  be* 

ziehongsweiso      SR,       als  ihre  Gegonpnnkte  aaf  dem  BogenstOck 
welches  zwischen  deu  zwei  Ebenenstücktu  C/FVl,  r/l'^^^  be- 
griffen ist.    Hierbei  die  Moglicbkeit  vorbehalten,  dass  F  und  1\  in 
M  zusammenfallen,  und  dcmgemäss 

Es  liegt  nahe  auch  die  Badiea  einzuführen,  die  aus  O  nach  den 
erwihnten  Peripheriepnnkten  gehen.  Von  diesen  rind  uns  zunftchst 
(M,  OB  ans  dem  Grunde  besonders  wichtig,  weil  sie  die  Sporen  der 
zwei  Einielspiegel  in  der  Ebene  der  Bilder  des  Punktes  P  sind, 
«ihrend  zni^eich  der  (hoUe)  Wuikel  AOB  die  Grösse  2«e  der  Oeff- 
Bung  des  Wiakelspiegels  darstellt 

Für  jedes  der  Bilder  des  Pnnktes  P  ist  seine  Lage  vollständig 
bestimmt,  einesteils  durch  die  Länge  des  von  O  nach  solchem  Bilde 
gebenden  Fahrstrahles,  welche  Länge  gleich  O/' selbst  ist,  —  andern- 
teils  durch  die  Grösse  des  Winkels,  um  welchen  gedachter  Fahrstrahl 
ven  der  Spar  (O^  oder  OB)  des  bezOgUchen  Spiegels,  auf  der  Rttck- 
Mite  des  letsteren,  abweicht 

Jeder  derartige  Winkel  soll  hier  durch  eine  absolute  Zahl  dar- 
gestellt werden ,  welche  auf  den  Grad  als  Feinheit  sich  bezieht.  — 
Ist  nun  ein  Winkel  AOJ\'  ^  t^i^  ^gegeben,  so  heisst  dies,  dass  num 
ins  der  Lage  OA  in  die  Lage  OPe  konune  durch  eine  Drehung  um 

in  der  Richtung  tlber  C/^  nach  OVl;  dagegen  eine  Auu^abe  Wkl. 
BOPg"  ^  (o  besagt,  dass  man  ans  der  Lage  OB  in  die  Lage  OP^* 
komme  durch  eine  Drohung  um      in  der  Richtung  über  nach 

Anmerkung.  Vorstehender  §  hält  streng  fest  die  ganz  be- 
itimmte  Voraussetzung,  dass  der  Punkt  P  frei  innerhalb  der  Oeff- 
nnüg  des  Winkelspiegels  liege,  d.  h.  in  keiner  der  zwei  spiegelnden 
FlAchen  (/KA,  UVB  selbst  sich  befinde.  —  £s  mag  gut  sein  sich 
kbr  zn  machen,  wie  ganz  anders  gegenüber  von  solchem  Punkt  P 
die  Verhältnisse  für  einen  andern  leuchtenden  Punkt  sind,  wenn 
dieser  in  der  Fläche  eines  der  zwei  Einzelspiegel  selbst  —  immerhin 
leitwirts  von  der  Aze  UV  —  gegeben  ist 
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Angonommcü,  der  Fankt  A  des  ersten  Einzelspiegois  sei  eis 
leacbtender. 

Sofern  non  A  vor  dem  zweiten  Sjiiegei  liegt,  so  eutstebt  gewiss 
Linter  diesem  ein  Bild  ^1,",  von  A  in  derselben  Weise  abstammead 
wie        ^'0^       und  von  ^j"  sind  weitere  Bilder  A^\  A^'\  A^'  ... 
in  derselben  Weise  herzuleiten  wie  von        hergeleitet  werden  Pi, 
...  jedes  folgende  aus  dem  n&cbst  Torhetgebendea. 

Dass  das  Licht  des  Punktes  A  von  dem  erstfia  Spiegel  selbst, 
dem  er  angehören  soll,  auch  reüectirt  werde,  wird  man  nicht  sagea 
wollen,  man  wird  also  von  einem  Bilde  A^'  nicht  zn  sprechen  haben. 
Jedenfalls  aber  mttsste  dieses  mit  Ä  selbst  identisch  gesetzt  werdeo, 
und  Ton  wAren  durchaus  keine  weiteren  Bilder  des  Punktes  A 
henrolelteii,  als  die  vorhin  angeführten  Ay**^  Ag\  A^^  A^  ... 


§  3. 

,.L'ni  nun  Genaueres  über  Lage  und  Anzahl  sämmtlicher  zu  P 
„sich  ergebenden  Bilder  entwickeln  zu  können,  stellen  wir  zun&cbst 
„folgende  Betrachtung  an". 

Sei  irgend  ein  zum  ersten  Spiegel  gehöriges  Bild  Pm  gedacht, 
zu  welchem  der  zweite  noch  das  Bild  Pm^\"  gebe.  Der  Fahrstrabl 
()Pm\  hinter  dem  ersten  Spiegel  liegend,  weiche  von  dessen  Spur- 
linie OA  um  einen  Winkel  »i-  ab.  Indes  mnss  O/m',  damit  das  Bild 
/■»Ii"  entstehen  könne,  vor  dem  zweiten  Spiegel  liegen,  von  der 
Spur  OB  desselben  abweichend  um  den  Betrag  BOA-\- AOIW  d.h. 
um  2o;-f-  '1'  Dieselbe  Abweichung  von  OB^  aber  hinter  dem  zweiten 
Sjut'gel,  niuss  der  Fahrstrahl  OPm^i"  haben,  d.  b.  es  muss  Winkel 
BOPm-^i"  °»  2a4~V^  sein.  —  So  hndet  sich  der  also  lautende 

Hauptsatz. 

„Wenn  das  zu  dem  einen  Einzelspiegel  gehörige  BUd  mterOrd- 
„nnng  des  Punktes  P  seinen  Fabntrahl  hinter  die  Spnr  gedaehtoi 
^Spiegels  znrflckweicfaen  lisst  uro  einen  Winkel  ^,  ao  mnsi  das  etia 
„entstehende,  zu  dem  andern  Spiegel  gehörige  Bild  (m-fl)ter  Oid- 
„nnng  seinen  Fahrstrabl  hinter  dessen  Spnr  znrflckweioben  Itssea 
„um  2«+^;  biebei  unter  2«  die  Oefflinngsgrösse  des  Winkelspiegsb 
„gedacht'^ 

Sei  nun  die  Abweiehung  des  Fahi  Strahls  OP  von  der  Spur 
OA  nächst  gegen  OB  hin,  und  9>s  die  Abweichung  desselben  Fahr- 
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Strahls  von  OB  gegen  OA  hin,  so  ist  offenbar  zanftchet  ftlr  iUo  zwei 
BUder  anzugeben 

Winkel  ÄOP^  =  <pj,   Bor;'  ^  (jp,. 

An  dieee  zwei  ein&ehaten  Angaben  sind»  mit  Anwendnng  des 
vorigen  Haaptsatzei,  sofort  zu  knüpfen  die  zwei  Reiben  von  Angaben 

L 

Winkel  AOF^' » 
■ 

AOF^^i  ^  2(^—2)  2«  -f  94 
ilOi^'     —  (2in — 1)  2a 

« 

n. 

Winkel  B()i\"^(p^ 

BOI^fn^i'  r  {2w— 2)2«+qp, 
BOFta»"    =  (2fii  — l)2a+9, 

* 
■ 

fid  jeder  der  Torstehenden  Bethen  ist  zn  sehen,  dass  tie  ver- 
nflge  ihres  arithmetisch-geometrischen  Bildnngsgesetzes  bis  ins  Un- 
eodliche  fortzaftthrcn  ist;  und  in  diesem  Fortgaug  werden  die  immer 
wachsenden  Winkel  AOP'  BOP"  über  jede  zu  gebende  Grösse  hin- 
ausgeführt. 

Hiedoreh  ist  mit  Bezog  anf  Jeden  der  zwei  Einzelspiegel  die 
hage  angezeigt,  ob  die  Anzahl  der  ibm  zngebOrigen  Bilder  von  P 
(wie  es  Ja  scheinen  mdcbte)  dne  nneodlicb  grosse  sein  werde  oder 
Bifibt 

„Angesichts  voriger  Frage  sind  sofort  folgende  BescbrAnknngcn 
nsa  betonen,  weldie  die  Lagen  der  Bilder  des  Ponktes  P  sich 
tiMgeben**. 

1)  Jedes  der  znm  ersten  Spiegel  gehörigen  Bilder  P\  da  es  nnr 
hinter  diesem  Spiegel  sein  kann,  ist  angewiesen  anf  den  Halbkreis- 
bsgen  AW^  dessen  Qrenzpnnkte  A^  91  sind. 
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Ebenso  jedes  der  Bilder  P"  ist  aBgewieaen  auf  den  Bogeji  BW^ 
dcBsen  Greiizpnnkto  sind. 

2)  Im  Grenzpuukl  ^  des  liogciis  ^i'^^l  kauu  uiemals  ein  Bild 
r'  sich  betiudeu. 

Denn  znnftchst  ist  klar,  dass  Pi  nicht  in  11  sein  könne.  — 
Sollte  aber  ein  Bild  Pn  (mit  «  >  1)  an  Stande  kommen,  so  mMe 
es  hervorgernfen  sein  dnrch  ein  Büd  Pn-i*.  Bio  Pnnkte  Pm\  Pm-i" 
mflssten  zn  der  Ebene  des  ersten  Spiegels,  in  welcher  Pm  mit  f 
vereinigt  sein  sollte,  symmetrisch  liegen«,  es  mllsste  also  iVa"  eben- 
falls in  ^  sein.  Aber  in  der  Lage  91  befindlich  kann  ein  leuchten- 
der Punkt  Pn~i'  keine  reflexionsfUiven  Strahlen  an  die  8|degshide 
Fläche  ÜVA  gelangen  lassen.  Also  ein  Bild  Pn  an  der  Stelle  1  iit 
unmöglich. 

Ebenso  zeigt  sich  die  Unmöglichkeit  eines  Bildes  P"  an  dflr 
Stelle  ^. 

3)  Aach  im  Grenzpunkt  A  des  H&Ibkreisbogens  Ä^A  kann  kein 

Bild  r'  erscheiuen. 

Denn  znnftchst  flbersengt  man  sich,  das«  in  seis 

kOnne.  —  SoUte  aber  ein  Bfld  P/  (mit  i»  >  1)  in  ^  sn  SUnde 
kommen,  so  würde  dies  die  Existenz  eines  Bildes  Pm^i"  Torsas- 
setzen,  welches  den  zwei  sich  widersprech^den  Pordemngen  ge- 
nügen mttsste:  einesteils  hinter  der  Ebene  des  zweiten  Spiegels  is 
liegen,  andernteils  mit  A  znsammenznfiülen. 

Ebenso  zeigt  sich  die  Unmöglichkeit  eines  Bildes  P"  an  der 
SteUe  B. 

4)  Sieht  man  auf  das  Bogenstück  welches  den  zwei  Halb- 
kreisen Ä^fl,  BM  gemeinschaftlich  ist,  so  zeigt  jeder  zwischea 
ii  nnd  IS  liegende  Pnnkt  desselben  die  Eigenschaift,  frei  sovoU 
hinter  der  einen  als  hinter  der  andern  der  zwei  Spiegelebenen  n 
liegen,  80  dass  kein  Licht  von  ihm  an  die  eine  oder  die  andere  der 
zwei  spiegelnden  Flächen  UV"A^  UVB  gelangen  könne,  üienacb  ist 
zu  sagen: 

Wenn  ein  zum  ersten  oder  zweiten  Spiegel  gehöriges  Bild  dei 
Punktes  P  irgendwo  auf  dem  Bogen  ttSRl)  zwischen  seinen  End- 
punkten  sich  befindet,  so  gibt  es  kein  Bild  höherer  Ordnung,  weldes 
als  ein  von  dem  erstgedachten  Bilde  abgeleitetes  zn  finden  wftre. 

'))  W;is  iiisbesuiuiero  die  Grenzpunkte  ©  des  Rögens  ^iOT 
iHtriilt.  -i)  i^t  leiolit  zu  sehen:  es  mag  zwar  in  ©  ein  zum  ersten 
bpicgcl  gehöriges  Bild  Pn  entstehen,  aber  von  diesem  ans,  mit  ^ 
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io  der  Ebene  des  zweiten  Spiegels,  und  seltwftrts  von  der  Abteilung 
UVB  liegt,  kann  kein  Bild  iWfi"  sich  ergeben.  Desgleicben  mag 
immerhin  an  der  Stelle  V  dn  zum  zweiten  Spiegel  gehöriges  Bild 
Fm"  steh  befinden,  aber  es  ist  kein  Pm+i  von  ihm  herzuleiten. 

Jedes  Bild  oder  P'\  von  welchem  kein  Bild  höherer  Ord- 
nung abzuleiten  ist^  heisst  nach  Berlin  ein  improdnctives;  jedes 
andere  mag  ein  prodnctives  heisson. 

Aus  vorstehvQÜcii  bcsoiidcreu  Augaben  ergibt  sich  nuu  die  um- 
fassende: 

I)  ,,Jede8  Bild  P'  liegt  auf  dem  Halbkrcisbogeu  -i^iiVl  frei 
.^wischen  sciiiou  Grenzpunkteu  vi,  Ä;  und  zwar  jedes  productivc 
.^zwischen  A  und      jedes  improductivc  vou  ^  bis  vor  Vl*^ 

nJedes  Bild  liegt  auf  dem  Halbkreiahogen  frei  zwischen 
nwmen  Grenzpunkten  Q;  und  zwar  jedes  prodnctive  zwischen 
n  B  und  8,  jedes  improdnctive  von  9  bis  vor 

Siebt  mau  jetzt  auf  den  Flächenwiukel  zwischeu  dou  Ebenen- 
itttcken  UVfüf  I/KIB,  so  ist  auch  zu  sagen: 

II)  ,,"Ein  Rild  oder  P"  des  Punktes  7'  ist  immer  dann  und 
„üur  dann  iuiproductiv,  wenn  es  entweder  frei  zwischen  den  Kbeueu- 
,^tacken  UV%  UV)&,  oder  in  einem  von  diesen  sich  befindet"'. 

Der  hiemit  scharf  bestimmte  Ort  der  improductiveu  Bilder  heisso 
der  1 0  d  t  e  Kaum. 

Durch  die  Angaben  I)  und  II)  ist  man  znnAchst  auf  die  Mög- 
lichkeit solcher  Lagen  von  P  hingewiesen »  hei  welchen  eine  he- 
grenzte  2ahl  ftr  die  zu  dem  einen  Spi^l  gehörigen  Bilder  sich  er- 
gibt, nnd  ebenso  eine  begrenzte  fttr  die  zu  dem  andern  gehörigen. 

Wo  nun  (lii's.3  Müglichkoit  verwirklicht  ist,  mag  ja  das  letzte 
Bild  von  F.  >velches  durch  letzte  Keflexiou  an  einem  der  Einzrl- 
spiegel  als  ihm  zugehöriges  sich  ergibt,  kurz  als  das  za  diesem 
Riegel  gehörige  Greuzbild  von  P  bezeichnet  werden. 


15. 

^Terbinden  wir  jetzt  die  Lehren  der  §§  3.  und  4.,  so  gelingt  es 
nvotistlndige  Klarheit  Uber  die  am  Schluss  des  f  3.  aufgeworfene 
*,Flrage  zu  geben ,  ob  nflmlich  far  die  Bilder  i*'  und  P*'  immer  je 
„eine  begrenzte  Anzahl  sich  ergebe  oder  nicht". 
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Wir  wollen  m  dem  Behaf  vorerst  an  die  BOder  P*  nns  halten, 
ond  wir  wollen  l&r  den  (ersten)  Spiegel,  za  welchem  sie  gebAra, 
sogleich  die  nihere  Bestimmang  treffen,  er  solle  der  dem  Pnnkt  P 

etwa  n&here  sein;  womit  ^  «  statoirt  ist.  ^  Sofort  sind  folgend« 
Bemerkungen  zn  machen, 

Ist  X  irgend  eine  ganze  Zahl,  welche  den  nach  §  3.  L  eDtwickclt 
zu  deukeuden  Wert  des  Winkels  AOPx  <^\&d  macht,  so  ist  jeder 
der  Punkte  P^'  ...  Pz  ein  Bild  von  P\  und  diese  Bilder  li^ 
der  Reibe  nach  anf  dem  Bogen  A^ik  zwischen  A  nnd 

Ist  ■£  sogar  die  grüsslc  ganze  Zahl,  welche  ^Uii  Wert  .4O/x'<i80 
macht,  so  ist  notwendig  AOPx\i  entweder  =  18()  oder  ISI 
Alsdann  gilt  von  den  Punkten  P/  ...  Pj,'  noch  dasselbe  wie  vorhin, 
es  ist  aber  sogleich  das  Weitere  hervorzoheben  was  folgt 

INe  Angabe  AOPx^i  —  180«  wenn  sie  zntrifft,  Torweist  den  Poikt 
Pm^i'  an  die  Stelle  wo  nach  §  4.  I)  niemals  ein  Bild  P*  mM' 
neu  kann. 

Die  Angabe  ylOPcfi'>»180,  wenn  sie  zutrifft,  nnd  wenn  zoglncfc 
AOPx^i'^^^d^  sich  zeigt,  verweist  den  Punkt  Pm^\*  auf  eine  swilcbBS 
9(  und  A  liegende  Stelle  des  Halbkreisbogens  ^BA,  d.  h.  an  eiie 
Stelle  vor  dem  ersten  Spiegel,  wo  ebenfalls  kein  Bild  P'  endeises 
kann. 

Um  also  sicher  zu  sein ,  dass  die  Zahl  der  Hilder  P'  eine  be- 
grenzte sei,  genügt  es  offenbar ,  die  tolgeude  Behauptung  streug 
beweisen. 

^  Wenn  x  die  giOssta  natOrliehe  Zahl  ist,  welche  den  Wnkel 
AOPJ<Z  180  macht,  nnd  wenn  von  den  zwei  hiemit  allein  vertrlg* 
liehen  Angaben  A0Pm\\'^190  nnd  AOPz^\>  180,  die  letstecem- 
trifft,  so  moss  damit  zugleich  bestehen  die  Angabe  AOPm^i 

Diess  lässt  sich  in  der  Tat  beweisen ;  man  hat  aber  zn  dem  Be- 
hufe  getrennt  zn  behandeln  die  zwei  Falle:  »  ungerade  aud  »  geiade. 

Erster  Fall:  x  ungerade. 

Da  dio  zwei  Angaben  bestehen  sollen 

a)   AOPz'  <  180,      b)    AOPx\\  >  180, 
und  da  nach  §  3.  die  Entwickluuguu  stattfinden 

a')    AOPz  =  («— l)2a-i-g)i,      h*)AOPM^i  =  x.^a-ffi 
so  haben  wir  hier 

a")   («— i)2a+v,<180    nnd     b")  ».2«+%>lÖ0. 
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¥ui  X  »  1  (weil  ja  immer  2«t  <<  180  und  tp^  <<  2a}  bat  mau 
>   Oboe  Weitens 

^  ^  «.2a  +  9,<360 

iioPr+i'<3eo. 

Ist  rielmetir  die  angende  Zahl  «     1,  ao  dienl  ODS  die  ans  a") 
iieniileiteiide 

z.a«  — «p,<180, 
weiche  durch  Yerdopplaog  beider  Seiten  ttbergeht  in 

Da  jetst  m  mindestens  =  3  sein  soll,  so  ist  hier  (x  .  2«  —  3<f sicher 
,   poütir/Qüd  da  a!^)  uazvvcifelbaft 

«.2ci+^<860 

^  80  iit  wieder 

AOPu^i'  <  360. 
Zweiter  Fall:  «  gerade. 
Da  SU  den  zwei  Angaben 

a)    A  01\'  <  180,      b)   A  OPt^  1  >  180 
jetrt  die  Entwickelongea  gebdren 

a)    ^OP,'— («— l)2«  +  qp„        b')    ^0P,+i'  =  a!.2o-f  9„ 
10  haben  wir  hier 

a")   (2~l)2a-l-9i<18Ü      und      b")  2.2a+9|>180. 

Die  a")  ist  sofort  uberzuluiirua  in 

«.2a— ^  <180, 

wonadi  auch 

a*)   («.2o4-(3P,)  +  («.2a— 39>i)  <  360. 

Da  nun  Äc  nnodettens  ä  3  lein  soll,  und  da  <pi  ^  «  rabstitnirt 

ist,  so  hat  man  hier  («.2a — 39i)  sicher  positiv,  und  die  a*^)  gibt 
aazwetfelhaft 

».2a  +  vi<360 

d.  h.  eben 

AOP^i'  <  360. 

Nadidem  hiemit  die  BehanptoDg    fdr  alle  Ffllle,  wo     ^  a, 

streng  bewiesen  ist,  bat  man  ihr  gemäss  und  kraft  des  Näcbstvorher- 
gebenden  vorerst  den  Satz: 


I 


12  Mitck:  Dtr  WinkütpUgtL 

0)  Wenn  der  Puukt  P  gegen  die  zwei  £inzel8piegel  so  li^t,  I 

dass  «p,  ^  ff,  so  ist  dio  Zahl  der  Bilder  P'  eine  begrenzte     and  ' 

zwar  ist  t  die  grössto  natürliche  Zahl,  welche  die  nach  §  3.  xn  de&keDde 
£ntwickelung  des  Winkelwertes  ^0/>s'<  180  macht 

Ist  iiuu  P»  im  Sinne  dieses  Satzes  das  letzte  der  Bilder  P\  so 
sind  für  den  Winkel  AOPg  (der  immer  <1 180)  als  drei  möglicbf 
Fälle  zu  heaciileu 

.  < 

j10/>.'  —  — 180— S«. 
> 

I 

Für  jeden  dieser  drei  1  niie  ist  jcui  zu  zeigen,  dass  auch  m 
Grenzbild  P"  sich  einstelle. 

1)  Ist  Winkel  ^0P«'<  180— 2«,  liegt  also  das  Grembad  ?«' 
frei  anflserhalb  des  todten  Baumes,  so  ist  nach  §  4.  gemiat  ein  BlU 
Ps^iT  aas  ihm  hennleiten;  aber  ein  Bild  Pm^2  Ist  so  gewiss  a.- 
möglich,  als  ein  Bild  Pg^\'  nicht  vorhanden  ist 

Und  biebei  bat  man  nach  §  3. 

WW.  BOP,+  i' -iiO/*,'+2a,  d.h.  <180. 

2)  Ist  Winkel  ylO/V=  180— 2a,  liegt  also  das  Oronzbild  P 
in       so  ist  (nach  §  4.)  zwar  kein  Pm^i*  herzuleiten  ans  F«',  vo( 
aber  ein  Bild  Pg"  aus  P^-i^  nnd  man  erh&it  biebei 

Wkl.  BOP^'=  AOP3,'^2a,   d.  h.   <  180. 

3)  Ist  Winkel  AOPt'>  180^-20,  so  sei  die  —  positive  —  M- 
ferens  IBO—^IOP'  bezeichnet  mit  ^. 

Da  nun  t;emäS8  der  gemachten  Annahme  frei  innerhalb  des 
todten  Raumes  liegt,  so  ist  nach  §  4.  eiu  Hild  /z-m'  unmöglich- 
Gewiss  aber  ist  die  Existenz  des  Px-\  \  von  welchem  Px  abstammt, 
und  fraglich  ist  nur,  ob  auch  noch  Paukt  /V  ein  Bild  sei.  Di«^ 
Entscheidung  dieser  Frage  h&ngt  davon  ab,  ob  «  gerade  lei  od<r 
vngerade. 

Ist  m  gerade,  so  bestehen  nach  $3.  Ar  die  Punkte  P«,  P%  die 
Angaben 

Wkl.  Ä  OP/       — 1)  2tt+<pt 

BOP^:=^  (»— l)2ft 

Diese  lassen  (wegen  ^,  ^ erkennen,  dass  BOPm  ^  AOT%. 

somit  <^  IbiJi  nnd  man  sieht,  dass  P»  so  gut  wie  P^  eiu  Bild  von 
P  seL 
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Iit  aber  x  angerade,  so  hat  man  vielmehr  die  Angaben 
Wkl.  AOPm*  -  (»—1)2«+^ 

lonit 

äOP."  =  AOPn'  +  f»i-  9v 

> 

Jenachdem  nun  tp^  —      (immer  <C  2a)  sich  -=    zeigt,  wird  der 

< 

Winkel  BOPtT  (immer  <  860)  sich  »  180  finden.   ITnd  bierans  Ist 

< 

bei  nnaerer  ADrialimr  der  ungeradeii  x  iu  aller  Strenge  zn  scblleeten, 
dtis  zn  Grenzbild  Pz  auch  als  richtiges  Grenzbild  entweder  Ps^i'' 
oder  P^'  hinter  dem  streiten  l^iegel  sich  eigebe. 

Zu  jeder  der  eben  erörterten  Aniiahiiieu  1),  2),  3),  welche  die 
aliein  möglichen  sind,  zeigt  sich  offeubar  eine  bestimmte  natürliche 
Zahl  y  als  Urduuugszabi  eines  Grenzbildes 

Diese  Zahl  entweder  ^  x-f-1,  oder  =  oder  x  — 1  sich 
findend,  ist  auch  gewiss  die  grösstc  natürliche  Zahl,  wekhe  den 
üach  §  3.  eJüwii  kclt  zu  denkenden  Wiukelwert  BOP^"  <<  18<J  macht. 
Denn  wenn  auch  noch  BOPy\\" <C  \^  sein  könnte,  so  könnte  ja 
Py'  nicht  das  Grenzbild  sein,  als  welches  es  doch  erwiesen  wurde. 

Jelst  die  Ergebnisse  vontehender  Untersncliang  zuaanunenfusend 
eritenot  man  fftr  jede  frei  innerhalb  des  Winkelüpiegels  angenom- 

iMoe  Lege  des  P  (^j         die  Oiltiglceit  der  Sfttze: 

> 

I)  ..Sowohl  für  die  Bilder  P'  eigibt  eich  immer  eine  begrenzte 
,Anzahl  ale  fftr  die  Bilder  P**  eine  begrenzte  Anzahl  v;  immer 
..nämlich  «  ala  die  grOnte  aatarliche  Zahl,  welche  den  nach  §  3.  ent- 
^wickelt  sn  denkenden  Winkelwert  itOPs'<ClB0  macht,  «  nnd  v 
„ab  die  grösete  natarliche,  welche  dasselbe  mit  Bezng  auf  BOP^** 
„leistef'. 

II)  „Die  Ordnungszahlen  u  und  v  der  Grenzbilder  /'«',  P"  sind 
,4miiier  entweder  einander  gleich  oder  nor  am  Eins  ▼erichteden.*^ 

Was  übrigens  die  Gleichheit  Ton  u  und  r  betrifft,  so  ist  sclion 
aus  Obigem  und  späterhin  noch  genauer  zu  sehen,  dass  sie  nicht 
Mos 8  in  den  Fällen  mit  g?,  gp^  eintreten  wird,  in  welchen  sie 
fieihcii  (.wegen  vorhandener  Symmetrieverhältuisse)  als  selbstverstüud- 
»ich  sich  darbietet 


14  iinth:  Ihr  WhiktUpitgtL 

AnmerkuBg  1.  Sofern  in  obiger  Untersachoog  bei  TOikeoiMB- 
dem  P»-r  die  Zahl  x  gleich  Eins  wflrde,  wir«  natOrlicb  iirter  Pi" 
der  leuchtende  Pnnkt  P  aelbet  sn  denken« 


Anmerkong  2.  „Der  obige  Hanptnts  I)  bietet  berttte  eine ; 
,^um  Ziel  fthrende  Methode  dar  snr  AnflAsnng  der  Aoiigabe:  ut 
„gegebenen  Werten  von  2a,  9,  die  enttprechenden  Zahlen  •  lad 
yfi  xn  ermittehi'S 

Will  mau  z.  B.  u  ermitteln ,  so  ist  davon  aaszngeben ,  dats  % 
(bei  Fm)  entweder  eine  ungerade  Zahl  u,  oder  eine  gerade  14  tein 
muiB.  Mit  Bezog  auf  die  erste  Möglichkeit  ist  gemiee  dem  |  3.  m 
suchen 

14  als  grösste  nngerade  Zahl,  welche  der  Ungleichung  genOgt 

mit  Besog  anf  die  andere  Möglichkeit  ist  m  suchen 

1%  als  grüs&tti  gerade  Zahl,  welche  der  Ungleichuug  gouOgt 

Ans  1)  und  2)  ergibt  sich 

«i-vgrOsste  ungerade  Zahl  unter  dem  Quotientenwerte  ^^^^ 
ttji— grOsste  gerade  Zahl  unter  dem  Qnotientenwerte  — 


Von  den  zwei  hiemit  bestimmten  Zahlen  »tt  «ti  iat  die  grOtaere  Ar 
«  SU  w&hlen. 

Man  bemerke  die  für  den  Fall  9i+  «  aich  ergebende  Vcr- 
ein^hung. 

Jetzt  voUkommou  davon  überzeugt,  dass  für  die  optische  Au- 
Wendung  jede  der  Reiben  I),  II)  des  §  3.  eine  begrenzte  sei,  «oUeo 
wir  auf  die  genauere  Uutersuchuog  derselben  eingehen. 

Im  Siuue  der  Allgemeiniiuit  der  zu  erwartenden  Ergebnisse  \»s»^ 

< 

wir  dahin  gestellt,  ob  (p^ q>f  sei;  wir  halten  nur  immer  M  w 

> 

Voraussetzungen:  2«  zwischen  0  und  180,      und  tp^  je>0, 

qp,  -f  92  2cr. 
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Zunächst  bcschäftigeu  wir  uns  mit  der  erstt'u  jciuT  iieihen, 
welche  die  Angaben  darbietet 

Winkel  AOP^* 
AOP^ 

AOP^ 

AOF»m-\ 
AOPfm' 
AOPim\{ 


Da  in  vorstehcudt'ü  Auswertungen  der  Reihe  nach  die  Wiukel- 
wcrtx.^  2«,  4a,  Ga  ...  eine  so  ausgezeichnete  Rolle  spielen,  so  em- 
pfiehlt CS  sich,  dieselben  zu  entsprechender  Darstellung  in  der  Orts- 
t'bcnc  der  Bilder  P'  zu  bringen.  —  Za  dem  Behuf  werden  auf  dera 
llalbkreisbogen  auf  welchen  die  säutnitlichcn  Bilder  beschränkt 

sind,  der  Reihe  nach  die  Punkte  £j,  £»3  ...  Lm  so  genommen, 
(iass  die  einzelnen  Bogen  AL^,  J^^i  ^s^j  •  Lf,~\L„  je  gleich  2« 
seien,  (d.  h.  die  Gradzahl  2«  haben),  während  der  letzte  Ln'ä  eat- 
ueder  auch  gleich  2a  ist,  oder  einen  unter  2a  liegenden  Wert  ro  hat. 
Jetzt  die  Radien  OL,,  OL^  ...  OLn  eingeführt,  so  sieht  man,  dass 
die  Winkel  2«,  4«,  6«  ...  der  Reihe  nach  durch  die  Wiukelfiicher 
-lOL,,  AOL^,  AOL^  ...  dargestellt  sind.  Zugleich  hat  man  vor  sich 
der  Reihe  nach  die  Winkelfäeher  AOL^,  ^-lOL^  ...  Ln-\OLn,  Lu(M. 
Diese  zeigen  sich  so  wichtig,  dass  wir  sie  bezeichnen  wollen  als 
die  zu  dem  ersten  Spiegel  gehörigen  Hilfsfächer:  er- 
stes, sweitea  ...  (n+l)tcs.  Das  letztgenannte  beisse  aach  das  zu 
diesem  Spiegel  gehörige  Scblassfacb. 

Sofern  nua  jeder  der  Winkel  «p,  und  (p^  einen  Wert  zwischen 
0  aod  2a  bat,  so  sind  an  ihr  abwechselndes  Vorkommen  in  den 
obigen  Answertangeli  der  Wiukol  AOP'  folgende  Bemerkongen  za 
knOpfen. 

Zunilchst  bei  dem  erstcu  iiilfsfach  AOL^  ist  ersichtlich,  dass  das 
Bdd  frei  in  demselben  Hegt,  so  zwar,  dass  sein  Fahrstrahi  OP,' 
von  dem  ersten  Grcnzradius  des  Faches  um  7^  abweicht. 

aiebi  man  auf  irgend  ein  HiUiifiicb  ungerader  Ordnung  (2m— 1), 
mlchea  zwischen  den  Radien  OLim-%  und  OUm^i  U^,  so  ergibt 
rieb,  daas  i^-i'  frei  innerhalb  solches  Hilfsfacbes  liegt,  so  zwar, 
ilsss  OM\m-\  von  dem  ersten  Grenzradtas  desselben  OXam-s  um 
alfriebt 


«  2«  +  <;p« 

—  4a  +  9i 

—  (2«— 2)2«+ Vi 
=  (2m— l)2a-|-V, 
«  2m.2a  +  «Pi 
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Fasst  man  desgleichen  in's  Auge  ein  HOfofach  gerader  Ordnung 
(2ii»)  mit  Grenzradien  OLtm-i^  0/4» «  so  ist  an  sehen:  iW'  liegt 
in  demselben,  so  swar,  dass  OiW'  von  OLam-i  nm  abwicht 

Sieht  mau  eudlich  auf  dass  Sclilussfach  dessen  ÜidaüDgs- 

zahl  (ri+1)  ist,  so  bat  man  zunächst  für  den  Fall  LuOÜ  ^ 'la  zu 
bemerken,  dass  jenes  geiuin  sieh  verhalte  entweder  wie  ein  voran- 
gehendes Hilfsfach  ungerader  Ordnung  oder  wie  ein  vorangehendes 
gerader,  jenaehdem  n-\-l  ungerade  ist  oder  gerade.  Also  muss  in 
solchem  Fache  ein  Bild  Pn+i  Hegen  und  so  liegen,  dass  der  Fahr- 
strahl OPn\i'  dem  Fahrstrahl  OL»  entweder  um  (p^  oder  am 
voraas  ist,  jenaehdem  n-|-l  ungerade  ist  oder  gerade. 

Wenn  dagegen  der  Winkel  L„0?l  eine  Grosse  o»  unter  2o  bat, 
dann  iiai  muu  mit  den  Gleichuiigeu 

zusammen 

entweder  AOrn\^i'  =  ».2«-|-<jPi    hei  ungerader  n-j-X 
oder  A  OPmW  —  » .  2ix + 9s  l^oi  gerader  »4- 1, 

und  es  zeigt  siili  sofort:  das  Grenzbild  /W41'  kommt  in  dem  Schluss- 
facho  dauü  und  nur  dann  zu  Stande,  wenn  entweder  n-{-l  uu^- trade 
und  <)p,  <C  w-  oder  wena  «  +  1  gerade  und  gp^  <^  w;  und  der  i*  ahr- 
strahl OP„i]'  weicht  von  dem  ersten  Grenzradius  OLn  dieses  Faches 
entweder  um  (p^  oder  um  q>^  ab,  jenaehdem  «-j-l  ungerade  oder 
gerade. 

Hionaeh  ergeben  sieh  folgende  Sitze  Aber  Lage  und  Ordnuugs* 
zahl  jedes  einaeluen  Bildes  P\  insbesondere  des  Grenzbildes. 

I)  „Jedes  der  zum  ersten  Spiegel  gehörigen  Bilder  i*'  liegt  frei 
„in  demjenigen  Hilfsfach  dieses  Spiegels,  welches  dieselbe  Ordnuu^'s- 
„zahl  hat  wie  das  Bild;  und  der  Fahrstrahl  OP'  des  Bildes  weicht 
„von  dem  ersten  Grenzradius  des  Faches  entweder  um  tpi  oder  um 

^b,  jenaehdem  die  Ordnungszahl  ungerade  ist  oder  gerade.  Das 
„Grenzbild  findet  sich  freiliegend  entweder  in  dem  Schlussfache  oder 
„in  dengenigen  Uilfsfache,  welches  letzterem  zaaftcbst  vorangeht** 

II)  „Ibt  n  die  grösste  ganze  Zahl,  welche  unterhalb  dos 
„Quotientenwertes  180:2«  liegt,  und  wird  immer  unter  das  zu 
„dem  ersten  Spiegel  gehörige  Greuzhild  verstanden,  so  sind  über  seine 
„Ordnungszahl  u  und  seine  Lage  die  fugenden  Angaben  zu  macbeu.'' 

1)  Ist  180:2a  eine  ganze  (die  Eius  flbertreffonde)  Zahl  n+l, 
so  ist  jeden&Ils  u  —  n+l ;  aber  man  hat 
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t)  bei  äugender  n 

Wlakei  A0Pj^n.2a+<p^,  d.  h.  auch   üoi«  -  9, 
b)  bei  gerader  « 

Winkel  Aül\,  «  n.2«+9„  d.  h.  auch   ÄOP«'  =  y,, 

S)  Wenn  die  Diviaion  180:2er  einen  Reit  »  Iftsst,  so  dast 
M.2«-|-ai,  10  hal  man 

a)  bei  angerador  » 

eatweder  mit  7s  <C    die  Angaben 

odernit  91  ^  «  die  Angaben 

b)  bei  gejrader  » 

«itnedef  mit  9>]  <    die  Angaben 

«  »  AOFn  —  M.2a+9i,    ttOP»'      »  —  91 

oder  mit  7i  ^  <i  die  Angaben 


Liic  in  unsrem  §  vorangestellte  Tafel  der  Winkel  AOPJ  und 
ihnar  Auswertungen  fordert  für  sich  zur  Yergleichung  von  je  zwei 
Dächst  benachbarten  Gliedern  der  Winkelrcihe  auf.  Da  eigcbcn  sich 
zoQäcbat  folgende  Bemerkungen. 

Die  Differenz  A0I\' — JOP^'  findet  sich  —  «pj-j-qpj^-qpti 
ttüd  ganz  dasselbe  ergibt  sich  (ISir  AOPi,»'— AOr2tn-i' .  Dagegen  die 
Differenz  Aor^'—AOr^'  findet  sich  =  (2«  —  9>,)-f  9^  =  29^,  und 
dasselbe  ergibt  sich  für  AOr^mW —AODim'^ 

'    Kan  erkennt  also  allgemein: 

III)   „Der  Bogenwcg  von  einem  Hilde  F'  ungerader  Ordnung  zu 
„dem  nächst  folgenden  gerudt  r  OrduuTig  ist  immer  —  2q^g;  dagegen 
n  der  Weg  von  r<ii]( m  Bilde  gerader  Ordnung  zu  dem  u&cbst  foigeU' 
nogerader  Ordnung  ist  immer  »  2g>^.*'^ 

Ai«l.  «.  Ktlk.  Q.  f.  B«i]M^  T*a  II.  S 
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Wird  auch  die  Somine  tob  je  zwei  nldist  beoacbberteK  Glie- 
dern in  Betracht  gezogen,  nnd  beachtet  man  immer,  dass  ^^-{-q^  =  2a, 
90  erhält  man  ein  bemerlienswertes  Ergebniia  becllglich  der  flUfke 
solcher  Snmme.  Man  findet 

Da  Dan  nach  voriger  Nummer  III)  auzugebüu  ist 

a')  lUO/V«'-ilOiV«-i')- 9»» 

•  b')  K^o/ibN+r-^o/W)  -  Vi 

80  ergibt  sich  durch  Verbindttng  einesteils  der  Angaben  a,  a',  u* 
dernteils  der  b  nnd  b',  mit  Beiziehung  der  Linien  OL: 

rV)  „Je  zwei  nflchst  benachbarte  Bilder  P'  lieg(  ii  symraetrisdi 
„zu  der  Scheideliuie  OL  derjeuigeu  zwei  Hilffifiicher  des  ersten  Spie- 
„gels .  welchen  sie  selbst  einwobnen.  Vou  dieser  Linie  nämlich 
„weichen  die  aus  f)  gehende n  Fahrstrahlcn  solcher  Hilder  entweder 
„beide  um  rp^  oder  beide  um  rr  ,  ab,  jeinichdem  das  bezüi/liclie  Bilder- 
„paar  entweder  besteht  aus  eiuem  bilde  ungerader  OidiiUDg  mit 
^nächst  folgendem  gerader^  oder  aas  einem  Bilde  gerader  Ordasag 
„mit  nächst  folgendem  ungerader/^ 

Das  heisst  auch : 

„Je  zwei  Bilder  IV  und  Pg^i'  liegen  so  gegen  einander,  wie 
„wenn  P«^i'  ein  Spiegelbild  von  P«'  wäre,  durch  ciueo  Planspicgei 
„herrorgernfen,  dessen  Ebene  mit  deijenigeD  der  Geraden  OLg  imt 
^ÜV  zusammenfiele." 

Wenn  man  bei  Betrachtuufr  der  voraugestellten  Tafel  endlich 
auf  irgend  zwei  solche  Glieder  sieht,  welche  nur  durch  ein  einziges 
zwischeuliegcudes  ^'(  trennt  sind,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  Dif- 
ferenz zwischen  solchen  immer  einlach  =  4«  sei.  Danach  besteht 
die  Angabe: 

y>  „Je  zwei  midist  benachbarte  Bilder  P'  von  nngecftdcr  Ort- 
„nuug  haben  zvnschen  sich  das  Bogenintervan  4»\  imd  eibenso  je 
„zwei  nlebst  benadibarte  voa  gerader  Ordnung.'^ 


Ganz  dieselbe  Art  von  ErOrCemng,  wie  sie  so  eben  für  die  Reihe  I) 
des  I  3.  darchgefhhrt  woide»  ergibt  sich  mit  selbstverständlichen  Ab- 
ftodernngen  für  die  dortige  Reihe  II),  welche  die  folgenden  Aqgabes 
darbiete*: 
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Winkel  BOF^' 
BOF^ 


tt 


(2m— 2)2tt-f 
(2to— l)2aH-g)j 
2m .  2«  -j- 


BOF^m^l 


Zu  diesen  Angabeu  wird  mau  in  dem  OrtskK  isi-  lu  r  iiilder  des 
Punktes  /*,  hinter  der  Sparlinie  OB  des  zweiten  Spiegels  der  Reihe 
nach  einführen  die  Radien  OÄi,  OR^  ...  O/?«,  so  zwar,  dass  die 
Winkel  BOH^  R^OÜ^  ...  Qn-\ORn  jeder  gleich  2a  seinu,  während 
der  zuletzt  sich  anschliessende  ItnO'Ö  entwofior  pli  idi  2a  ist,  oder 
eine  Grösse  w  unter  2«  hat.  Mau  erhält  denigeniuss  zum  zwei- 
ten Spiegel  gehörige  Hilfsfächer,  die  den  ebenso  vielen 
und  ebenso  grossen  zum  ersten  Spiegel  gehörigen  analog  sind;  man 
erhält  namentlich  auch  als  zum  zweiten  Spiegel  gehöriges 
Schlussfach  das  mit  iZnO^  zu  bezeichnende,  welches  immer  dea> 
Miben  Winkel  2a  oder  o)  fasst,  wie  das  zu  dem  ersten  Spiegel  ge- 
totgeXnO.'!.  Sofort  überzeugt  man  sich,  dass  fOr  die  Bilder 
«ad  namentlich  Kkr  das  Grenzbüd  l\"  folgende  Sätze  la)  ...  Ya) 
lidi  eiigebeB  mtaen,  welche  den  vorigen  I)  ...  Y)  analog  sind. 

la)  ,,Jede8  der  zum  zweiten  Spiegel  gehörigen  Bilder  F"  liegt 
.^i  in  demjenigen  Ililfsfach  dieses  Spiegels,  welches  dieselbe  Ord- 
,,nangszahl  hat  wie  das  Bild;  und  der  Fahrstrahl  OF"  des  Bildes 
..weicht  von  dem  ersten  Grenzradius  des  Faches  entweder  um  <Pj 
,,11  Irr  um  q)^  ab,  jcnachdem  die  Ordnungszahl  ungerade  ist  oder  ge- 
,,raiie  Das  Greii/bild  hndet  sich  freiliegend  entweder  in  dem  i^chluss- 
nfadi  oder  in  deo^jeuigen  Uilfsfach,  welches  diesem  zunächst  voraugeht.^^ 

IIa)  n  die  grdsste  ganze  Zahl,  welche  unterhalb  des  Qno- 
i^llentenwertes  180; 2«  liegt,  and  wird  immer  unter  iV  das  zn  dem 
nzwdten  Spiegel  gehörige  Grenzbild  verstanden ,  so  sind  ttber  seine 
„Ordnungszahl  v  und  seine  Lage  die  folgenden  Angaben  zn  machen.** 

1)  Ist  lti0:2«  eine  (die  Eins  abertreffende)  ganze  Zahl  n-fl, 
fo  ist  jeden&lls  v  —  n+^i  ^her  man  hat 

a)  bei  ungerader  » 

Winkel  £OJP/—fi.2a+9ii  d.  h.  auch  90/>,"s=9it 

b)  hei  gerader  n 

Winkel  HOFt'^  n.2a+q>^  d.  h.  auch  80//'»  9i.  . 
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2)  Wenn  die  Divirion  180:  Scr  Mmn  Best  »  Iftsst,  >o  dasi 
180     «•.2a4*«t  to  erbAlt  man 

a)  bei  onienuler  « 

entweder  mit  9>]  <C  o»  die  Augaben 

oder  mit     ^  v  die  Angaben 

b)  bei  gerader  « 

entweder  mit  qp^  <^  «o  die  Angaben 

oder  mit  9>t^«»  die  Angaben 

t»  —  «,  ÜOP."  —  (!•  - 1)2« + löOi»," 

Ula)  nD«r  Weg  voa  einem  Bilde  P"  aiigefader  Ordnung  n 
„dem  nftcbit  folgenden  gerader  ist  immer  2^1 ;  dag^n  der  W«g 
„von  einem  Bilde  P"  gerader  Ordnung  zn  dem  nichst  folgenden  na* 
„gerader  iet  immer  =s  2^1.*^ 

IV  a)  ,,Je  swei  nicbst  benaebbarte  Bilder  liegen  symmetriicb 
„zn  der  Scbeidelinle  OB  deijenigen  zwei  Hilfefilcher  dea  iweitHi 
,,Spiegels ,  welcben  sie  oelbst  einwobnen.  Von  dieser  Linie  nindich 
„weicben  die  ans  O  gebenden  Fabrstrablen  solcber  Bilder  entweder 
„beide  am  tp^  oder  beide  am  q^^  ab ,  jcoacbdem  das  bezü^licbe  Bil* 
„derpaar  entweder  bestebt  ans  einem  Mde  ongorader  Ordnung 
„niebst  folgendem  gerader,  oder  aas  einem  Bilde  gerader  OriaaDg 
„mit  nAcbst  folgendem  ungerader.** 

Daa  beissi  amsb: 

„Je  zwei  Bilder  P«",  P»^{*  liegen  so  gegeneinander,  wie  wenn 
,Jmh"  ein  Spiegelbild  von  P»"  wftre,  dnrcb  einen  Planspiegel  htt- 
„vorgerufen,  dessen  Ebene  mit  deijenigen  der  Geraden  OR^  und  UV 
„zusammenfiele.** 

Ya)  „Je  zwei  nftcbst  benaebbarte  Bilder  P"  von  ungersder 
„Ordnung  babea  zwiscben  sieb  das  Bogonintervall  4cr;  und  ebenso 
,Je  zwei  nftehst  beaaddiarte  von  gerader.** 
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Anmerkung.  Durch  leichte  UebcrlcgiiDg  ist  zu  finden,  wie 
maocbfaltigc  Constructioncn  aus  Sätzen  des  vorstehenden  §  zu  ent- 
oebmcn  sind,  und  wie  weit  letztere  für  das  Verstiiidniss  der  £r- 
Kheiaimgen  an  mraUelea  Spiegeln  sich  verwerten  Urnen. 


§7. 

Die  Sitie  des  vorigen  S  lunrelcfaendt  nm  alle  Fragen  über 
ZiU  vnd  Lage  m  beantworten,  welche  anf  die  Reihe  dw  Mder  P' 
ftr  sififa  allein,  oder  anf  die  Beiiie  der  P"  allein  dch  beliehen 
■rtgen;  ei  wird  sich  aber  »neh  dämm  noch  handeln, 
4tete  awel  Beihen  in  ihrer  gcgenaeitigen  Beaiehnng 
weiter  an  nnteranchen.  Dieser  Üntersnchnng  mag  nur 
loch  voranagehen  eine  genanereBetrnehtnngderLinien 
OL  und  ORy  von  welchen  leicht  za  erkennen  ist,  dass  sie  nicht 
Uo88  die  Bedentang  geometrisch«  ffilftlinien,  sondern  ^ne  eigene 
optische  Bedeotoiig  haben. 

Zaerst  xAmlich  ttberseagt  man  sich,  dass  die  Linie  OX^,  hinter 
dem  ersten  Spiegel  liegend,  ein  diesem  sngehöriges  Bild  der  OB  sei, 
und  ebenso  zeigt  sich  die         hinter  dem  zweiten  Spiegel  liegend, 

äls  ein  diesem  zugeliöriges  Bild  der  OA. 

Von  der  in  §  6.  gegebenen  Vorschrift  fttr  die  Constrnction  der 

1  Liuieu  OL  uud  der  ebenso  vielen  OR  ergibt  sich  nun  erstlich  eine 
Reihe  von  GUichnngcn,  die  auf  wiederholte  Abbildungen  OL,,  0Ä„ 
OLft  OR^  ...  voü  OB  sicii  beziehen ; 

Winkel  BOA  —  2o  =-  u40L, 
L^OB  =  4«  =  BOR^ 
R^OA  —  6a  —  AOL^ 
LtOB 9m  ^  BOE^ 

«  « 
•  m 

m  • 

zweitens  eine  Beihe  von  Gleichungen»  die  anf  wiederholte  Abbildungen 
OR^^  oi^,  OR^  OL^  ...  von  OA  sich  beraehen 

Winkel  AOB  —  3«  *  BOR^ 
R,OA  —  4tt  =s  AOLf 

L^OB  —  BOR^ 
R^OA  —  Öa  —  AOL4, 
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Da«n  gewinnt  man  leicht,  nach  der  Weise  des  §  5.  schliessend  die 
Ucberzeugung,  dass  die  Linien  OL  und  die  OJi  zusammengenommen 
alle  diejenigen  seien,  in  welchen  überhaupt  die  OA  und  '^i^  sich 
abbilden  können;  immer  uuter  »*  die  grösste  natürliche  Zahl  ver- 
standeo,  welche  unterhalb  des  Quotientenwertes  150:2a  liegt 

Daher  ist  mit  TOUiger  Bestimmtheit  zu  behanpten: 

I)  „Tn  Gestalt  der  Kadicn  OL,  ...  OLn  hat  nnan  sämmtlichc 
„Bilder,  welche  der  erste  Spiegel  (UVA)  von  den  Uiiicn  0.4  ond 
„OÜ  geben  kann,  so  zwar,  dass  eine  Linie  OLx  als  Bild  von  (>B 
„oder  OA  erscheint,  jenachdem  x  ungerade  oder  gerade.  —  Eben«) 
„iu  Gestalt  der  Linien  OR^  ...Olin  hat  man  sämmtliche  Bilder,  welche 
„der  zweite  Spiegel  von  den  Linien  OA^  OB  geben  kann,  so  zwar, 
„dass  eine  Linie  OJlg  als  Bild  von  OA  oder  OB  erscheint»  jenachdea 
^  nogerade  oder  gerade.** 

Au  diesen  Satz  knüpft  sich  mit  leichter  Begründung  der  weitere. 

II)  »«Von  den  Spiegeln  UVA,  C/FBerh&lt  man  als  ihre  sinttt- 
„liehen  ta  dem  ersten  Spiegel  (UVA)  gehörigen  AbbUdnngen  die  n 
„Sehoinspiegel  UKl^^  ^A'^«  ...  so  swar,  dass  ein  Scheis* 
„Spiegel  UVL»  immer  eine  Abbildimg  von  UVB  oder  UVA  ist,  je- 
„nachdem  x  nngerade  oder  gersde.  —  Und  Ton  denselben  Spugels 
„ÜVA^  UVB  erhftlt  man  als  ihre  sftmmtlicfaen  zu  dem  nreiten  Spiflgcl 
niUVB)  gehörigen  Abhüdnngen  die  n  Scheinspiegel  UVRg^  WSt, 
jtUVR^  ...  so  zwar,  dass  ein  Scheinspiegd  ÜVJRai  immer  elaeAl* 
„bUdnng  von  UVA  oder  UVB  ist,  Jenachdem  x  nngerade  oder  geiadeP". 

|Ö. 

„BezOglich  der  Linien  OL,  OR  ist  Jetzt  angezeigt,  auch  die  Lig9 
,,dor  eisen  Reihe  gegen  die  andere  in*B  Ango  zn  fassen**. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  . . .  0/^,  der  Reihe  nach  za  dea 
„0J?|  ...  Or^  symmetrisch  sind  mit  Bezug  auf  Axe  MO%R^ 

Weitere  Bestimmungen  werden  davon  abliuugig  soiu.  wie  wdl 
die  zwei  letzten  "L,,,  ^^7i'„  vorgeschoben  sind,  beziehungsweise  gegcü 
OW,  hin.  Das  hun^t  selbst  davon  ab,  ob  die  Division  180:2« 
(welche  jedenfalls  die  Zahl  t?  liefern  muss)  entweder  auigelie  oiier 
einen  Best  o)  lasse.  Bei  letzterem  sind  die  -  drei  Möglichkeitea 
> 

ttsa  zn  nntmcheiden,  sind  b^ehungsweise  durch  die  Aogabei 

< 

o     tt+M«  o  —  a,  M  SS  «— ea  darznstellen,  m»  «  Jeden  poiitiKS 
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echten  Bnirh  hi  J*  utc  t.  Dieses  berücksichtigt,  BO  erhält  man  vier 
charakteristisch  vorschiedeue  Angaben: 

1)  Ist  180  =  {n-\-l)2a,  SO  ist  dio  OLn  in  der  Lage  OB  zu 
linden,  die  OJR^  in  0'^,  Die  zwei  Reiheu  der  Linion  Ol  und  OB 
nnd  also  völlig  getrcunt,  zu  verschiedenen  Seiten  der  Axe  iWI^?, 
wahrend  dagegen  die  zwei  Schlassfilcher  Xm^Q,  ßn^'ii  vollständig  zu- 
aammfwifailen  (Jedes  =  2a). 

2)  Ist  ISO  c=  „.2«-|-(a-f  cc),  80  fallen  ol^  jxnd  OHn  beide 
frei  zwischen  und  OSb,  flbrigena  näher  an  Oy,  näher 
an  om.  Die  zwei  Reihen  der  Linien  OL  und  GR  sind  auch  nun 
völlig  getrennt  durch  die  Axe  Afögji,  die  von  keiner  erreicht  wird. 
Die  zwei  Schlussfilcher  aber  haben  das  WinkeUeld  ImOBn  (—  2ea) 
lad  nur  dieeea  gemeiiucbafttich. 

3)  Ist  180  =  «.2a4-a,  80  sind  OLn,  OJtn  vereini},'t  in  der 
Linie  OSl^  in  welcher  also  die  zwei  Reihen  (sonst  getrennt  wie  sie 
siud)  zusammenatotsen.  Die  zwei  Schlnssffteher  haben  die  Linie  Ojßt^ 
oad  nnr  diese,  gemeinschaftlich. 

4)  Ist  180  ^  n.2a^{a  —  ea),  so  fallen  immerhin  Oi^  und  OJin 
frei  zwischen  021,  OSÖ,  aber  OLn  uiiher  au  <'liu  naher  an  Oiö. 
Jede  der  zwei  Linienreihen  OL,  Oli  greift  über  die  Axe  MO'^l  hin- 
über. Die  andere  hinein.  Die  zwei  Schlussföchcr  sind  völlig  getrennt 
durch  das  Winkelfeld  LnPl^  welches  (»>  2ea)  zwischen  ihnen  liegt. 

Soforn  Dan  aber  das  Grenzbild  P»'  dee  Pnnktes  Pin  das  Schloaa- 
ftdi  ImOA  fidlen  kann,  aber  nicht  mnsB,  ond  das  Qrenzbild  P»"  in 
dia  Fach  fidlen  kann,  aber  nickt  moM:  so  ist  gemäss  Obigem 
auch  bezttglick  der  Bilder  P*  nnd  P"  zn  denken,  dass  ftkr  ihre  wei- 
tere CJntersnchung  es  Ton  Bedentnng  sein  mttsae,  flberall  jene  vier 
FiOe  zn  beachten,  in  welchen  der  Quotient  ISO; 2«  sich  befinden 


Anmerkung  1.  Zu  den  Gleichungen,  welche  als  charakteristisch 
in  den  obigen  Fällen  2,  3,  4  auftreten,  ist  eine  Bemerkung  zu  machen, 
welche  auch  weiterhin  zu  berttcksichtigon  ist,  wo  es  sich  dämm  han- 
defai  wird,  die  ganzen  Zahlen  n  nnd  2n  mit  Bezugnahme  anf  die 
Qnotienlen  180:2a  nnd  360:2«  «nszndracken. 

Sofern  ein  solcher  Quotient  ein  unechter  eigentlicber  Bruch  ist 
soll  (nach  sonst  Qblicher  Weisi )  die  grösstc  in  ihm  enthaltene  ganze 

Zahl  beiiehnngsweise  dnrck  ^  .  h^^l  dargestellt  werden.  Nnn 

ist  za  sagen 


24  Mmckx  iMr  Win^Upugil 

ad  2)   i>a  hier  löü  =  n.2a-}-(a+<«),  so  ibt 


1«) 

also 


ri80|    ^    .  ,      [3601      ^       r360"|  , 


ad  3)  Da  iiier  180  »  i».2a-{-a,  so  ist 


180       .  ,     860        .  , 

also 


[1801 


ad  4)   Da  hier  lÖO  =  n .  2a    (o  —  ea),  so  ist 
80        .  A     «\     360     ^  , 


180 
3« 

also 


Anmerkung  2.  Die  Angaben  des  obigen  §  sind  natürlich  anch 
niassgobcud  für  das  volle  Vrrständniss  des  Auftretcos  der  SV  des 
Spiegeln  UVA,  UVB  sidi  gesellenden  Scheinspiegel. 

Mit  Bezog  hierauf  ist  dem  ersten  der  dort  anterschiedeaea  FlDs 
eine  besondere  Wichtigkeit  zuzuschreiben. 

Seine  genave  Beferaohtaag  filhrt  anf  folgenden  benerkeasvirtii 

Lehrsatz. 

Wenn  zwei  wirkliche  Planspiegel  UVA^  UVB  zwischen  sich  piuöd 
hohlen  Winkel  haben,  der  als  aliquoter  Teil  von  180°  sich  dsnteUt 

180 

<»  „^X'  ^  Beliaaptang:  in  der  Ober  UV  hinaasgeheata 

Erweitemog  des  «irUiehea  Spiegels  j  ^-^^^j  siebt  man  daen  ScMa- 

Spiegel,  welcher  als  eine  za  dem  Spiegel  gehörige  AMiiMng 

(entweder  des  Spiegels  UVB  oder  des  UVA  )    .  ,  ,  « 

i entweder  des  Spiet^els  UVA  oder  des  ^Kß  ) 
dem  »  angerade  oder  gerade  ist. 

fjian  siebt  Idcht,  dass  und  wie  dieser  Satz  sich  benntzea  Isitf 
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flioen  Torgeblichen  Winkel  toh        auf  diese  OrOase  zn  prfl* 

^eu,  oder  ciuea  Winkel  voq  dieser  Grösse  herzustellon". 

§  9. 

„Wenn  wir  Jetzt  n&her  auf  die  gegenseitige  Beziebnng  eingelieii 
^wollen,  welche  zwischen  den  Bildreihen  nad  stattfindet,  so 
^wird  es  haoptslh^ich  dämm  sich  handeln,  die  Sfttze  II)  und  IIa) 
„des  $  6.  zu  Terhhiden^ 

Bei  Einleitung  dieses  Gesch&fts  zeigt  sich  sofort  ^  dass  IlberaU 
Bflcksieht  zn  nehmen  sei  auf  das  Verh&ltniss  der  Winkel  «p,  und  (p^ 
n  2a  nnd  z«  dem  etwa  auftretenden  «t  Hiedurch  wird  man  darauf 
lia^^itit,  daM  man  behufs  grösserer  Uebersichtüchkeit  und  Klar* 
Mi  der  sitrstelliing  eine  Teilnng  der  Arbeit  Tonmaehmen  habe,  so 
nnr,  diss  zudtohsl  der  Fall  ^    9^     «  erOrtert  werde,  dann  erst 

ih»  Üebandlang  der  übrigen  Fälle  mit  9^  ^  <Pi  kommen  solle. 

Für  alle  Fälle  mag  übrigens  die  Bemerkung  vorausgeschickt 
werden.  Sofern  die  Ordnungszahlen  v  zusanimeugehöriger  Grenz- 
bilder  IW  V"  gewonnon  sin<K  hat  man  Ireilirh  in  Gestalt  der  Summe 
it-f-f  die  Gesammtzahl  aller  zu8ammenpeh()rigeii  HiMor  /*'  und  P" 
Will  man  aber,  wie  hier  Reschchen  soll,  mit  ^  die  Gesammtzahl  aller 
mit  dem  Auge  au  untcrscbeideudeu  Bilder  des  V  bezeichnen,  so  ist 
die  Angabe  «  =  u  -f-  f  nur  dann  zu  machen ,  wenn  keine  zwei  Bilder 
vereinigt  sind*  Dagegen  wird  «  — u-f-v  — 1  anzugeben  sein,  wenn 
(wie  es  vorkommen  wird)  ein  einziges  Bild  P'  mit  einem  «nzigen 

znr  Vereinigung  gelangt  —  Dieser  Sinn  der  Bezeichnung  i  soll 
m  der  weiteren  Darsteilnag  dvrchMa  festgehalten  werden. 

I  10. 

Um  jetzt  die  Annahme  9>,  =  g»,  «  o  vollständig^  zu 
discatiren,  so  hat  man  ihr  gemäss  den  Punkt  F  (nebst  Po)  ^ 
der  ausgezeichneten  Lage  M\  es  handelt  sich  also  um  die  Abbilduugeii 
Af M"  eben  des  Punktes  für  welche  die  nach  §  3.  1),  II)  zit 
bikieaden  Winkelangaben  einfiich  lauten 

L 

Wmkel  A^ni^  ^  a 
AOM^'=Za 
5« 
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«  ■ 

II. 

Winkel  00^f^''  —  a 
liOM"^  3« 

*  • 
BOMm"^  (o;— l)2a4-a 

«  « 

Man  bfmerkt,  dass  die  xtc  Angabo  unter  1).  wiu  unter  II)  ihre 
Form  nicht  ändert,  ob  nun  x  ungerade  ist  oder  gerade.  Man  raag 
auch  bemerken,  wie  sehr  hieuach  bei  der  Annahme  q<^  =  cp^.  a.  die 
Untersuchung  des  §  5.  und  die  Lösung  der  in  dortiger  Aumcrktuig 
behandelten  Aufgabe  sich  vereinfacht  hätte. 

Sowol  ans  voritehendenWinkelaugsbea  als  aas  dem  ia  |  (k  dtf^ 
gelegton  eatnimmt  man  die  Richtigkeit  der  sofort  sa  macbeadea,  ait 
bislieriger  Bezeicbnangaweise  anszaspFecliendeB  Angaben. 

Sofern  Oi^  die  letzte  der  Linien  OL  ist,  so  erhalt  man  als  zum 
ersten  Spiegel  gehörige  Bilder  des  M  jedenfalls  die  n  Bildsr 
J/f'  ...  Mn  der  Reihe  naeh  in  den  HalbtmngsUaien  der  Wbkel 
AOL^^  LyOL^  ...  jUi-iOLn  d.  h.  in  Mitten  der  «  ersten  Hilftftcber, 
die  2&  dem  ersten  Spiegel  gehören.  Ein  weiteres  BUd  fisdet 
sieh  innerhalb  des  Winkels  /«Ofl  (im  Schlnssisch  des  ersten  S|i^ 
gels)  dann  und  nnr  dann,  wenn  dieser  Winkel  entweder  =s  2«  odor 
doch  >^a;  denn  nnr  in  jedem  dieser  swei  FlUe  Ist  Winkel  M^OUm\{ 
in  der  Grösse  2«r  nnd  so  zn  constmiren,  dass  Radius  OMn{\  frei 
innerhalb  des  Winkels  XnO«  fHilt,  somit  (vgl.  §  4.  und  ö.)  eises 
letzten  brauchbaren  Ort  fttr  ein  Bild  ^w-i-i'  abgibt  —  Hiensch  it^ 
leicht  auch  zu  Ubersehen,  wie  die  zum  zweiten  Spiegel  gehörigen 
Bilder  3/"  in  den  bezüglichen  Hilfsfilcheni  dieses  Spiegels  sich  er- 
geben. Es  sind  ihrer  ebenso  viele  wie  der  Bilder  M\  und  je  zw« 
gleichbezifferte  Bilder  ,J/t"  liegen  syiumcLrisch  zu  der  Geraden 
AfO'jji.^  woiuicb  auch  die  zwei  Bogeuwege  ÜMs\  ^MJ'  einander  gleich 
gefuudeu  werden. 

Will  man  noch  Genaueres  Aber  die  Bilder  J#',  enaiCttlB, 
80  sind  besflglich  des  Quotienten  180;2o  die  vier  in  S  S.  hcrrwr- 
gehobenen  Fälle  zn  unterscheiden.  Diese  Unterscheidung  dmcb- 
fbbrend,  kann  man  für  jeden  Fall  zunickst  gemtss  den  SItMa  S) 
und  na)  des-  §  6.  die  gemeinschaftliche  Ordnungszahl  «  der  bodss 
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GfOBsbilder  J/«',  uigoben  ^  boBtimmt  mit  Bflckaicht  Mif  den 
Onotieoteii  180:3a  und  den  etwa  mitepielendeB  DiyisioDsrest  Zu- 
^eicb  bietet  sich  dar  der  absolute  Wert  jedes  der  gegenläufigen  und 
gleichgrosseo  Bogenwege  %Mu\  ^Mn\  nnd  hienach  ist  nicbt  bloss 
die  genaue  Lage  jedes  der  zwei  Grcnzbilder  bekannt  ,  sondern  auch 
die  Lage  des  jedenfalls  iu  2li  halbirten  Bogeiiwegcs  Mu\  M„"  zu 

finden.  Denn  jenaebdem  2«  sich  darbietet,  ist 

absolute  Bogenlänge  Mn'Mj'^  ±{2a—{9iMn'+'&Mu"\ 
soiQgeben,  während  die  etwa  zutreffende  Gleichung 

offenbar  auf  Af^'M,,*'^  0  führt  und  die  Vereinigung  der  zwei  l^ilder 
Mu\  Mn"  in  anzeigt 

An  die  gedachten  Angaben  ist  auch  die  voUkommone  Anscfaaauug 
der  gegenseitigen  Lage  der  zwei  Bilderroibon  {M'}  nnd  (M")  zn 
kafipfen,  endlich  die  Zahl  «  entweder  —  2»  oder  «2« — 1  anzu- 
geben nnd  in  passendster  Form  (Tgl.  §  8.  Anmerkung)  zu  entwickeln. 

Geht  man  nan  die  eiuzeiuen  Fälle  iu  iLttrzo  durch,  so  zeigt  sich 
Folgendes. 

Erster  Fall:  lÖO  =»  («4-i;2a,  oder  3GO:2«  =  '2n-x-2. 
Man  erhält 

«if«'  —  a  —  HSR, 

Die  Grenzbilder  AT»',  Afu"  sind  in  ^IK  ToreinigL  Die  zwei  Bilder- 
reihen stoesen  in  zusammen  ^  während  sie  im  übrigen  getrennt 
liegen.  Somit  ans 

2»  —  2ii-|-2  »  360:2a 

folgt 

#  =  2«— 1  -  (360:2«) -1. 

Dir  hioher  gehörigen  Werte  von  2«^  sind  alle  zu  entuehmcu  aus 
der  Ecihe 

900;  45*.   3eo.   300.   26,  7  ...  ... 

<ieiea  allgemeines  Glied  ist 

180»      ,      3600  .    ^    «  ^ 
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Zweiter  Fa!J:  IflO  -  ».2« +(«  +  ««),  oder   360  :  2.« 

Man  erb&it 

Mh  liegt  zwischcü  W  und  äR,  J/«,".  zwischen  iÜ  und  5W. 

J«de  der  swei  BUdemiheii  greült  Qbor  S«  hinaus.  Keiu  ßild.u 
iBt  mit  einem  M*'  vereinigt  Also 

Dritter  Fall:  180  — n.2o  +  a,  oder  3öü: 2o  =  2«  + 1. 
Man  erhAlt 

ri8ui 

«Af/  =  «If^"  :=  2« 
1/«'JU;,''  -  2«. 

Mh  liegt  in  If,/'  in  VI.  Jodo  der  zwei  Bilderreihon  hdrt  for  Er- 
reichung des  Punktes  anf.  Kein  Bild  J£'  mit  einem  JlT  ver- 
einigt. 

«-2»-2«-.(360i2a)~l. 

Die  hieher  gehörigen  Werte  von  2a'»  sind  alle  zn  entnehmen  ans 
der  Reihe 

120^    72«i   51,  42  ...  0;  ... 
deren  allgemeinee  GUed  ist 

360* 

2^1   ™'  *  =      2,  3... 

Vierter  Fall:  1«0  =  «  .  2a -j- (o  —  ea)    oder   360  i2« - 

2n+(l  — c). 

Man  erhalt 

risoi 

liM.'-»j<;,"-2«-«« 

MuMu"  =  2(a  -  ca;. 

Uegt  2wi8chen  9  nnd  9),  Jf«*  zwiachoi  V  nnd  9L  Jede  dtt 
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zwei  Bilderreihen  hört  vor  Erreichuug  des  Punktes  ^Ui  auf.  Keiü 
Bild  M'  mit  einem  M"  vereinigt. 


Angesichts  obiger  Angaben  mag  nur  Folgeudes  noch  besonders 
hervorgehoben  werden. 

I)  JLu  jedem  Fall  werden  die  GienzbUder  Mn\  Mj'  beide  im 
wtodten  Ramn  g^londen.  Die  OrenzliDien  Off,  09  deaselben  er- 
„reicheE  sie  dann  nnd  nur  dann,  wenn  180:2«  den  Bett  «  lAsst, 
^  h,  360s  3i«  eine  ganze  ungerade  Zahl  iat;  hiebei  je  daa  zv  dem 
n^nen  Spiegel  gehörige  Grenibild  in  der  Ebene  des  andern  Spiegels 
^  seiner  Spnrlinle)  erscbeinend**. 

II)  Die  Vereiuignng  zweier  Bilder  M\  M"  kommt  dann  und 
nnnr  dann  zn  Staude,  wenu  180:2a  eine  ganze  Zahl,  d.  h.  360:2a 
„eine  gerade  Zahl  ist;  da  sind  die  Grenzbilder  Mu\  Mm*  in  SJi  ver- 
f^nigt  Die  grösste  Oeffnung  des  Winkelspiegels,  durch  die  solche 
^Yereinignng  herbeigeführt  wird,  ist  die  von  90^*. 

Anmerkuug.  Die  zu  den  Fällen  1  and  3  erhaltenen  Koihen 
der  Werte  von  2a  sind  zu  verbinden  za  der  Koihe 


Um  an  sie  die  den  Fftllcu  2,  4  entsprechenden  Werte  zu  knüpfen, 
hätte  man  vor  ihren  Anfang  alle  zwischen  180^  und  120^  liegen- 
den Werte  zn  stellen,  sodann  aber  zwischen  je  zwei  weiteren  nächst- 
benachbarten Ghedem  alle  möglichen  Zwischenwerto  einzuschalten. 


,,Jctzt  wollen  wir  der  Aufgabe  näher  treten,  die  Sätze  II)  nnd 
„IIa)  des  §  6.  lu  dcüi  Siniiü  zu  verbinden,  dass  vollkommene  Klar- 
„heit  über  alle  diejenigen  Fälle  verbreitet  werde,  wo  die  Winkel  qP| 
..Qud  9,  ungleich  sind'';  bicbei  die  feste  Bestimmung  trefifend,  dass 
(ier  kleinere  von  beiden  der  mit  9>|  bezeichnete  {VOA)  sei. 

Fftr  die  Ansflümmg  gedachter  Yerbindung  ist  es  nan  wesentlieb, 
nicht  nur  die  in  §  6,  betonte  Unterscbeidnng  der  geraden  und  der 
nimleu  «  ibst  zn  halten,  tondem  auch  für  den  Best  «,  wo  er 
vorkommt,  die  drei  Möglichkeiten  m  —  cr+^f  «i  «  s  «t—M 
ia  derselben  Weise  zu  berflcksicbtlgen,  wie  schon  im  §  8.,  dann  in 
f  IOl  mit  grösstem  Nutzen  gescheben  ist.  —  Ist  nftmlich  0=  «+^''9 


90";   72«;   ÜU%   öl,  42« 


40«; 


,  ... 


360^  .  360» 


$  11. 
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80  weisen  die  Sätze  II)  des  §  G.  darauf  hin,  dass  man  für  (pti^a) 
unterscheide,  ob  entweder  ^  <^  «r-f*«««  oder  9,  ^  a^-M,  wona 

die  entsprechenden  Angaben  iur       (gemäss  der  Gleichung  g^j-f  ft 
2a)  sich  knüpfen. 

Ist  aber  so  ?er]angen  jene  Sitse  viehnehr,  dass  bei 

9^1««}  nnterschieden  werde,  ob   entweder  9,  <«— m  oder 

9,  ^  a--eoj  woran  die  eotsprecheuden  Angaben  über  9,  za  knüpfen 

sind.  Wird  Solches  beachtet,  so  aberzengt  man  sich,  dais  es  iwAlf 
cbaraicteristisch  verschiedene  Fülle  sind,  die  wir  noch  n  erOrtan 
haben;  nnd  dieselben  sind  gemäss  dem  Gesagten  mit  ihren  Charak* 
terisimngen  anfzufllhren  wie  folgt: 

1)  180  =  (ii-j-l)2o,  f»  ungerade 

2)  180  «(»+1)2«,  II  gerade 

3)  180  ■=  n.2a+  n  ungerade,  ^  <  «+ea 

4)  180     «,2«+(a+«a),  n  ungerade,  ^^^tt+ea 

5)  180  =»  ».2«+(a4-ca),  n  gerade,     <;  a+eo 

6)  180  =  «.2a  +  (a-f-«er),  «  gerade,  qpj-^a-j-Ä« 

7)  180  »  «.2«+«,  fi  ungerade 

8)  180    «.20 -j-a,  »  gerade 

9)  180  —  i«.2a-(-(«>-ea),  n  ungerade,  ^1  ^  «r 

10)  180  =  » ■  2«  -f-  (o  —  «a),  n  ungerade,  ^  <C  «  —  ea 

11)  180  —  ii.2a  +  (a—  ea),  n  gerade,      ^  et — «o 

12)  180  —  R.2a-f  (a— mt),  n  gerade,  ^  <  a— m. 

Für  jeden  dieser  Fälle  ist  die  Bestimmung  der  Zahlen  n  und  r 
aus  den  entsprechenden  Augabeu  der  Sätze  II)  und  IIa)  des  §  6. 
sofort  zu  entnehmen;  so  auch  die  der  absoluten  Werte  der  (gegcD- 
iäutigeu)  Bogcnwege  'ür„'  'dPv".  —  Der  für  ^I/'„'  sich  darbietende 
Wert  wird  für  den  Punkt  Pj  sogleich  die  Entscheidung  darüber 
geben,  ob  derselbe  frei  innerhalb  des  todten  Raumes  (W.  tftO\b), 
oder  auf  der  Grenze  (O^)  desselben,  oder  frei  ausserhalb  liege,  ds 

diesen  drei  Lagen  beziebnngsweiso  die  Angaben  tli«'  «  2a  entspre- 

clicn;  uud  ebenso  dient  die  Wortangabe  von  ^J\"  mit  Boznc»  auf  den 
Punkt  /V'.  —  Aus  den  Werten  beider  Bogcnwege  mass  dann  immer 
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sowol  die  Länge  des  Bogen»  P«'/V",  als  die  (wie  sich  zeigen  wird) 
so  sehr  bemerkenswerte  Lage  seines  Hatbimngspanktes  sn  ermitteln 
letD.  Letztere  Aufgabe  hat  natftrlich  keine  so  einfttche  Lösung,  wie 
lie  Im  S  10.  unter  den  dortigen  eiuftcheren  Umständen  sich  darbot; 
entere  kann  immerhin  nach  der  dortigeu  Methode  auch  behandelt 
veideD.  —  Für  gcguuwanigcu  §  mag  als  allgemeine  Methode  der 
Asfiösuug  beider  Aufgaben  zumal  empfohlen  werden  die  fol- 
gende. Man  benutzt  die  absoluten  Werte  der  gegenläufigen  Bogen* 
wege  fiPj,  ©P/',  um  aus  ihnen  för  die  beiden  Punkte  Pu,  IV  so- 
wol die  absolute  Difforcuz  als  die  Summe  von  zwei  gleichläufigen 
Ik)geQwegen  hcrzuleiteu,  durch  welche  sie  von  einem  uud  demselben 
der  Punkte  ^ ,  1ö  ans  erreicht  werden.  Jene  Differenz  ist  eben  die 
Bogenlänge  rJPt"  selbst;  die  geducbte  Summe  oder  vielmehr  ihre 
Hüfte  Uäst  sofort  die  Lage  des  fraglicbeu  Halbirungspuukies  erkeu- 
Den.  —  Uebrigens  gestatten  verschiedene  der  jetzt  zu  behandelnden 
zwölf  Fälle,  je  nach  ihrer  Eigentünihchkeit  eine  eiufachere  Erledi- 
duiig  der  gedachten^  Aufgaben ;  wie  man  sich  sogleich  überzeugen 
wird. 

Erster  Fall:  180  —  (n 4-1)2«,  oder  3G0:2ft  —  2ii+2,  mit 
isgeradffr  «. 

Man  findet 

«sm+lis  180:2«,  «P«' .  9»^  . 

d.  h.  P«%  P/'  vereinigt  in  % 

n'\-v  »  3»i+2 
«  —  u-}-»  — 1  —  (at>U;2a)  — 1. 

Alle  hieher  gehörigen  Werte  von  2«  sind  sn  entnehmen  ans  der 
Reihe 

W\  45«;  301»;  22,  ö<»  ... 

deren  allgemeines  Glied  ist  lÖO^:(a;-j-i)  mit  a;     1,  3,  5  ... 

Zweiter  Fall:  180  —  («4-1)2«,  oder  360:2« 2n+ 2,  mit 
gersder  «. 

Man  findet 

«-114-1-180:2«,  aP«'-^«=:1l^ 

d.  h.  Pm\  Pw"  vereinigt  in 

«s=it4<«-l  -(360:2«)  — 1. 


32  Sfaeki  Der  WÜMiiMget. 

Allo  hieher  gehörigen  Werte  von  ^tfi  zn  entnehmen  ans  der 
Reihe 

60»;  36*;  25,  71«         iCfi  ... 

deren  ungemeines  Glied  ist  180°: (r 4-1)  mit  «  —  2,  4,  G  ... 

Dritter  Fall:  180— n.8«r+(a +ea),  oder  360 :2a s=2k+He, 
mit  nogerader  n; 

Man  findet 

I?  — »  +  1,  \bPf"=a  +  «a  — <2a; 

d.  h.  Pn<,  Pr",  beide  frei  innerhalb  des  todten  Raumee. 
Mit  Hilfe  Ton 

kommt  anch 

d.  h.  Bogen  i'^  iV  halbirt  in  %  smne  Unge  =  2(«— «a). 

Aus  ^iVy^^^Pv"  sieht  mau,  dass  jede  der  'zwei  Bilderreihen 
Über  hinausgreift  ia  die  andere  bineiu.  Kein  Biid  mit  eioea 
P"  vereinigt 


u  +  u-2«+2^[^]+l. 


2aJ 

Vierter  Fall:  180«*n.2tt-f  («»+»)» <Mi«r  800:2«— 2»+! 
mit  ungerader  n; 

Man  findet  « 

""^•^i^}  «P„'=«  +  6a  +  9*>2« 
tF  -  9t  <  2<r; 

d.  b.  Pm  frei  ausserhalb  des  todton  Raumes;  P,"  frei  innerhalb. 
Mit  HUfe  von 

kommt  auch  _ 

«P»'  -  «A"  =  2a  +  2e«  -  2<jp, ; 
d.  h.  Bogen  i'«'P."  halbirt  in  «3,  seine  Länge  =  2(«+«lr•1Pk)• 
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Jede  der  swei  BAdeneihen  hOrt  vor  Erreicfanng  des  Panktee  9 
tnH  Kein  ffild  P'  mit  eiDom  vereinigt 


Fünfter  Fall:  180«.«.2«+(a  +  e«),  oder  360:2««- 2u+l+e 

Qiit  gerader  ti; 

„    „  .        9«  <  9i  > «— ««• 

Mae  findet 

»  — «+1  ©P/ä  qp,  <  2« 

i  h.  P« ,  P«'^  beide  frei  innerhalb  des  todten  Banmee. 

Mit  Hilfe  von 

«P/  -  2«  -©Pt"  -  o-#a+g), 

kommt  auch 

«p;'+«P«'-.2<p,  =  2«?5o 
«P."— «iV  =  2a  — 2tfa} 

d,  h.  Begen  P.'P.'^  halbirt  in  9ot  Mine  Lange  —  2(«— ««r). 

Aus  W^^/'>  «IP«'  folgt:  jede  der  2  Rilderreihen  greift  über  % 
lünaos.  Kein  Bild  P'  mit  eiacm  P"  vereioigt 

Sechster  Fall:  180— n.2a-f  (a-faa),  oder  360:2a— (2f»4-l)+^ 
«  gende; 

Man  findet 

•  —  II,  ibPt"  —  «+«a+9,  >  2«; 

d.  b.  Fn  M  innerhalb  des  todten  Kanmee;  P»"  frei  aneserhalb. 
Mit  mfe  von 

©P,"  —  ©P«'  -  2«+ 26«  -  29i5 

d.  h,  Bogeu  Pn'iV  lialbirt  in  ?I,  eemo  Länge  «=  2(«+^" — 

Jede  der  2  I^erreihen  hOrt  Tor  Erreichung  dee  Panktee  9  anf. 
JLein  Bild  P'  wii  einem  P"  TminigC 

Arth.  4ex  M*th.  a.  f  Ii;».  2.  Keilie,  ioil  U.  8 
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360 


Siebentor  Fall:  180  »  n.2a+o,  oder  360:2«  »  Sn+l,  » 
ungerade. 

Man  ündet 

C180~1 
2^  J,    8IiV     C-f-g),  >  2o 

d.  h.  Pu  frei  ansserbalb  de»  todten  Raumes}  Pw"  frei  innerhalb. 

Mit  Hilfe  von 

»iV  -  2a  — iaA"  -  a+9i 

kommt  aacb 

W  -  4«  =  2.«« 

d.  h.  Bogen  P«i'P«"  balbirt  in  iB«  seine  IJinge     2(ar— 9»^)^ 

Jrdc  der  2  BildcTroihon  hört  vor  Errcicbnng  des  Punktes  auf. 
Koiu  Bild  P'  mit  oinem  P"  vereinigt. 

a  »  tt+v  —  Stt+l  =  360:2«. 

Alle  bieber  gebörigen  Werte  von  2«  zn  entnehmon  ans  der  Beibe 

1200;        420  ..  .  32,  72«        24«  ... 
deren  allgemeines  Glied  ist 

360° 

^  j  ^   mit  a;  =  1,   3,   5  ... 

Achter  Fall:  180  —  2«+«,  oder  360:2«  »  2«+!,  11  gerade 

Man  findet 

„- «+ls=[^^^]  +  l,  «P/-«-^<2« 
tr  — »,  SP/'— «+9>i>  2«, 

d.  h.  Pm  frei  innerhalb  des  todten  Kaamusi  P9"  frei  ansserhalb. 
Mit  Hilfe  yob 

löP«'=2a-ÖP«'-»a  +  9, 

kommt  auch 

©P/'+^ÖP/=4««2f>« 

^^iV'-ÖPM  =2«  — 29Jii 


Digitized  by  Google 


Mack:  her   Winkelspiegel.  35 

i  h.  BogOD  Ih'Pw"  halbirt  la       soiuo  Läuge  =  2{a~(p^). 

Jede  der  Bilderreiben  hört  vor  Eireichmig  dea  Panktee  auf. 
Kein  BUd  P'  mit  einem  P"  vereinigt. 

Alle  bieiier  gehörigen  Werte  von  2a^  zu  entnehmen  aus  Reihe 

72«:  400;  27,  6«»         21,  17«  ... 

deitiD  allgemeines  Glied  ist 

mit  .  =  2.  4.  «... 

Kennter  Fall:  180  «- » . 2a+(«— Mt),  oder  360  :  2«  » 
2ii-|-(l— e),  n  angerade; 

Man  findet 


©P,"=-  a  — ca  +  <j5,  <  2«, 


d.  h.  Pt"  frei  innerhalb  des  todttn  Banmes,  P«  entweder  frei  inner- 
halb oder  an  Grenze  O^. 

Mit  Hilfe  von 

HP,"  «  2«  —  ÖP,"  -  a  +ea  —  g), 

kommt  auch 

$LFu'+  «Pi"  -  29f  -  2Ä*o 
«P/-«P/'-2a— 2e«; 

d.  h.  Bogen  P«'P»"  halbirf  in  3Jo»  seme  Länge  «=  2(«— «f). 

Aus  Wi'«'  >  «P."  folgt;  jede  der  awei  Bilderreiben  hört  vor  Er- 
reichung  von  %  auf.  Kein  Bild  P'  mit  P"  vereinigt. 


t360T 
2a  J* 


Zehntor  Fall:  180=n.2o4-(a-ca),  oder  360:2«— 2ii+(l—«), 
n  ougcrade; 

g>,  <  «— €«,    9^  >  «+««. 

Man  findet 

f»  =  »+l,  iüir  =  a  — eo  — 9i  <  2«, 

d.  b.  P«'  frei  annerhfilb  des  todten  Baumes;  P«"  frei  innerhalb. 
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Mit  Hilfe  von 
konint  aaeh 

d.  h.  Bogen  F^'P,"  baibirt  in      seine  Länge  -»  2(«— «r-^i). 

Jede  der  zwei  Biiderreihen  hört  vor  Erroicbnug  des  Pttoktes  ö 
auf.   Kuiu  Bild  i*'  mit  einem  Toreinigt 

Elfter  Fall:  180=«.2«+<«— oder  36O;2««2n+(l-0, 
tt  gerade; 

Man  findet 

[i8oni 
2«  J'  a— <  2a 

d.  h.  Fu'  frei  innerhalb  des  todten  Baumes.  P9"  frei  innerbslb  oder 
an  der  Grenze  on. 

Mit  Ililfe  von 

©P/  SS  2«  — «P,.'  =  o+«o  — ^ 

kommt  auch 

©P,"-^BPi,'-2«~2««, 

d.  b.  Bogen  P«'P,"  baibirt  in  9;  seine  Länge  —  2((r— m). 

Aus  öiV  >  ©P/  folgt:  jede  der  zwei  Bilderreiben  b&t  wr 
Erreicbang  des  Ponktes  ^ß  anf.  Kein  Bild  P'  mit  einem  P" 
einigt. 

Zwölfter  Fall:  180  *  ii.2a4-(«— ea),  oder  360:2i- 
2ii4*(l— «)»  n  gerade; 

Man  findet 
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»  —  IS  öi*."—  «— e«+^  >  2«; 

d.  k  i'tt'  irci  muurlialb,  I\"  frei  ausserkuib  dea  tudlea  liaames. 
HHffilfe  TOD 

kommt  auch 

«P/'+ep«'     4»  -i  20« 
»P," — 8P„'  —  2«  —  2ea  —  29)1 ; 

d  k  fiogflo  Pn'P«'  halbirt  in  t;  seine  Ijänge  ■=  2(a— ea— ^i). 

Jede  der  /.wei  Bilderreihen  b(^t  vor  Erreichtmg  des  auf.  Keia 
Bild  F'  mit  einem  F"  vereinigt. 


Anmerkung.  Die  zu  den  Fällnn  1,  2,  7,  8  gegebenen  Reihen 
der  Werte  von  20?**  sind  zu  einer  einiigcn  zu  verbinden.  Allo  übrigen 
Werte,  welche  den  übrigen  acht  Fälieu  entsprechen,  wird  man  leicht 
grmäss  den  Charakterieirungen  dieser  F&llc  bestimmen,  und  man 
kann  sie  an  die  vorhin  gedachte  Reihe  teils  durch  Yorans  tellung 
teüa  durch  ii^iuschaltiiDg  anknüpfen. 


$  12. 

Die  Untersuchung  im  ^o^igen  §  ist  zwar  unter  der  bestimmten 
Voraussetzung  durchgeführt  worden,  dass  von  den  Winkeln  7^,  9, 
der  erstgenannte  der  kleinere  sei.  Indes  ist  ans  jener  ieicht  zu  er- 
kennen die  Bichtigkeil  der  «isbald  aoBzogprecbenden  aUgemeinen 

Situ,  welche  für  fi  ^  ^2  gemeint  sind. 

Bei  diesen  ist  nur  immer  streng  festzuhalten:  a  die  grüsste  ganze 
Zahl  unterhalb  des  Quotientonwertos  180:2a  (der  selbst  >1  sein 
-TiuBS),  2n  die  grösstc  gerade  Zahl  unterhalb  des  C^uütieutenwertcs 
360:2a  (der  salbst  >  2  sein  mnss).  Und  im  übrigen  sind  did  bisher 
gebranchten  Bezeicbnongen  in  dem  bisherigen  Sinne  festzuhalten. 

Die  bezttglidien  aUgemeinen  Sätze  (ftr  91  ^  9^  lauten: 

I)  „Was  die  Ordnangszahlen  der  Grenzbllder  P»',  P»"  betrifft, 
rSo  ist  entweder  jede  gleich  «  +  oder  jede  gleich  n,  oder  dio  eine 
>,gleich  n+1^  die  andere  gleich  n.*^   Und  zwar 
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1)  Die  Angabe  «  =  9  —  11+ 1  gilt  sowol  in  Jedem  der  FiUe, 
wo  180:2«  eine  ganze  Zahl  ist,  als  In  jedem  selchen,  wodieDinaoB 
180:2a  einen  Beet  (a-|-ea)  Itet,  der  sogar  den  grosseren  der  Vinkel 
^,  ^,  atiertrült  (§  11.;  1,  2,  8,  &). 

2)  Die  Angabe  «  ^  9  «  n  gilt  in  jedem  deijenigen  FlUe,  10 
die  DiTidon  180:2«  einen  Best  (0—««)  Iftsst»  welcber  bOchtteos  dm 
kleineren  der  Winkel  ^,  ^  erreicht  (§  11,;  9,  11). 

3)  Die  Angabe  11  ^  «  (mit  »«f*^  *"  2^+1-)       ü>  Jedem  dar 

übrigen  Fälle,  wo  nämlich  die  Division  180:2a  einen  Rf^st  lisst, 
wrlcher  fiicli  betuut«  t  auf  dem  Wege  von  dem  grösserem  (mU  du* 
begriffonen)  der  beiden  Winkel  ip  bis  vor  den  kleineren. 

Immer  aber,  wenn  die  Ordmingszahlen  der  OreatUlder  migleidi 
sind,  ist  die  kleinere  an  den  bei  P  nftheren,  oder  an  den  von  P  est- 
femteren  Spiegel  geknttpft,  jenachdem  11  angerade  oder  gerade  ist 

II)  ,,Wa8  die  Lage  der  Grenzbilder  Pu\  P%  gegen  den  tsta 
„Ramn  betrüft,  so  bestehen  folgende  Angaben.'* 

1)  Ist  u  ü  -o  ji-|-r,  80  liegt  jedes  der  zwei  Qrenzbilder  frei 
innf^-halb  dee  todten  Baumes.  (§  11.;  1,  2,  3,  5). 

2)  Ist  u  =  t'  u,  und  zwar  dadurch  herbeigeführt,  daa»  aer 
kleinere  der  beiden  Wiukel grosser  ist  als  der  zu  180:2a  gehörige 
Divisionsrost,  so  liegt  ebenfalls  jedes  der  zwei  Grenzbilder  frei  inner- 
halb des  todteu  liaumcs.   (§  11.}  9,  12). 

3)  Ist  11  —  9  —  n,  aber  dadurch  herbeigeflthrt,  dass  der  kleisfre 
der  beiden  Winkel  gleich  oben  gedachtem  Divisionsreste  ist,  so 
liegt  das  eine  der  Grenzbilder  frei  innerhalb  des  todten  Raomes,  4ai 

andere  iu  einer  der  Linien  A0%^  B0%^  und  zwar  in  der  bei  P  nihe- 
rcn,  oder  in  der  von  /'  entfernteren,  joDachdom  n  gerade  oder  nn- 
gerade. 

4)  Ist  u  ^  «,  so  ist  immer  das  eine  Grenzbild  frei  innerhslb 

des  todten  Kaurtics,  das  andere  frei  ausserhalb;  aud  loUtGtes  iü 
immor  dasjenige  mit  der  kleineren  Orduuugszabl. 

III)  „Das  Bogcnstück  l\'Pv"  hat  zum  Ilaibirungspuukt  inim  f 
„cmcu  der  vier  Punkte  ^p,  ^i^y,      ^;  hicbci  die  Vorstellung 
„Halbirtscins  auch  dann  festzuhalten,  wenn  die  Punkte  Pn\  P"  ver- 
„einigt  liegen;  „welches  letztere  dann  und  nur  dann  (5  11.;  1,  % 
„zutrifft,  wenn  die  Division  lbü:2a  aoi^ehL  Genauer  ist  zu  sagen'' 
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1)  In  jedem  der  Fälle  h  =  v  ist  es  einer  der  Punkte  '4-^  ^iv^ 
welcher  die  gedachte  Kolle  spielt.    Und  ;  v  ir.  wenn  u     v  =  n  +  l, 
so  fallt  diese  Rolle  dem      oder  dem  ,]io  ^'^^^  jcnachdem  n  ungerade 
.'Jer  gerade  ist;  wenn  aber  t*  =  t?  ==  n,  so  flillt  sie  dem  %  oder 
iu,  jenaclidem  n  gerade  oder  uugerade.   (§  11.;  1,  2,  3,  5,  9,  11). 

3)  In  jeddin  der  Fftlle »  ^  »  ist  es  einer  der  Punkte  D,  9, 

welcher  d  ii  Rogen  Pj Pc"  halbirt.  Und  zwar  spielt  oder  S5  die 
gedachte  KoUe,  jenachdem  u  oder  v  die  grössere  der  zwei  Zalileu  ist 

IV)  „Was  die  gegenseitige  Lage  der  Bilderreihon  (/"),  {P") 
nbetrifft,  80  ergeben  sieb  die  Behaaptangen:^ 

1)  IMe  zwei  Reihen  Stessen  in  einem  der  Punkte  H^,  zu- 
tUDinen,  wenn  u  ^  i»*c«ii-|.i  stattfindet  mit  1^0: 2a  ^i-f-l;  und 
zwar  erfolgt  das  Zusaramenstossen  in  $  oder  in  "^^y  jenachdem  n 
uqgende  oder  gerade  ist 

2)  Die  zwei  Reihen  greifen  in  einander  ein,  wenn  w-^ü  =  it-f-l 
sutttindet,  ohne  dass  100:2«  —  "  +  1;  "'id  zwar  greifen  beide  gleich 
weit  aber  $  oder  Uber  ^«ßp  hinaus,  jeuachdem  n  ungerade  oder  ge- 
rade. 

3)  Beide  Reiben  bOren  von  einem  und  demselben  der  Pnnkte 
unter  gleichem  Abstand  von  ihm  anf,  wenn  «  «-  v  •<«  «;  nnd 

zwar  spielt  $  oder  $o  die  bezttgHche  Rolle,  jenachdem  n  gerade  oder 
aagerade. 

4)  Beide  Reihen  hören  vor  einem  und  demselben  der  Punkte 
unter  gleichem  Abstand  von  ihm  auf,  wenn  ttnnd  v  ungleich  sind; 

lud  zwar  spielt  IS  oder  ib  die  bezügliche  Kolle,  jenachdem  u  oder  v 
die  grOwe  Zahl  ist 

V)  ,«Was  die  Bogenlänge  Pu'r  "  bctriflft,  so  ist  sie  von  den 
.^Grössen  qpj,  qpg  ganz  unabhängig  in  allen  denjenigen  Fällen,  wo  einer 
„der  Punkte  ^,  es  ist,  der  den  Bogen  Pu'Pr"  halbirt.''  In  jedem 
derartigen  Falle  ist  Pn'Pn"  entweder  ->  0  oder  —  2(a— ea);  der 
Wwt  Noll  nur  vorkommend,  wenn  180:2«  eine  ganze  Zahl. 

„Dagegen  ist  die  Bogenlänge  PhP/'  von  rp^  oder  (p^  abhitngig 
„in  Lilku  denjenigen  Fällen',  wo  einer  der  PnuUte  es  ist,  der 

„den  iiügeu  P,/P,"  halbirt.''  In  jedem  soldien  Falle  ist  l'u  P/'  ent- 
weder •=  a  —  qp,  oder  —a-^-ea  —  (jp,  oder  ~»  a  —  ea — 9;  unter  q) 
den  kleineren  der  bcr  beiden  Winkel  91,  vorstanden. 

BasB  durch  den  Uebergaog  von  einem  der  zwOlf  Fülle  des  §  11. 
eine  schroffe  Aendemng  der  Ersebeiniingen  bewirkt  werde,  ist  ans 
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jenem  f  unmittelbar  zu  enehen«  and  es  bedarf  dais  kaiaer  weiUma 
Aasfilbning.  I>ni«h  voratebende  Angaben  ist  man  aber  daranf  hin- 
gewiesen,  gewiwe  Aendemngen  nnd  mit  ibnen  verbondone  Behir« 
rangen  henrorzubeben«  welcbe  innerbalb  Jedes  einseinen  jener  swOlf 
Fille  sieb  zeigen,  wftbrend  doeb  die  Bedingungen  seines  Zntreffeu 
streng  festgebalten  werden.  Gemftss  Torigen  Angaben  m)  ...  Y)  iil 
zn  behanpten: 

TI)  ,fWenn  bei  gegebener  Oeibnng  des  Winkelspiegels  und  ge> 

ideicbe  ) 
nngleicbe  j  Ordnungsahlfla 

,,lllr  die  zwei  Grenzbilder  TOrbaaden  sind,  so  ist  innerbslb  flinsz 
t^zwiseben  (immer  nacb  { 11.  zn  bestimmenden)  Spielraums  derPsakt 
so  zn  bewegen,  dass  zwar  die  Grensbilder  ibre  Lage  ändern,  imd 
^   .  1..  j  j    »      (die  Lage  seines  Halbinngpuiktesl 

„fte  den  sie  verbindenden  Bogen  (,olneLtage  ) 

„sieb  rtetig  ändert,  dagegen  nnvoraadert  bleiben  jene  beiden  Ordr 
„nnngszablen  nnd  Halbirungspnnkteii 


§  13. 

Wenn  man  dio  Fälle  mit  9j  9^  denjenigen  gegen- 
flberstellt,  wo      ^  fp^,  so  ist  ans  den  §§  10.  ...  19.  ersicbt- 

lich,  dass  jeder  Fall  dor  einen  Art  sehr  weaontlicho  Eigentümlich- 
koiten  herTorkchrt  gegenüber  jedem  Falle  der  andern.  Nor  die- 
jenigen Fälle  der  zweiten  Art,  wo  die  Ordnungszahlen  «  nnd  r  der 
beiden  Grcnzbilder  einander  gleich  werden,  zeigen  eine  merklicbs 
Verwandtschaft  mit  solchen  der  ersten  Art;  was  eben  damit  zatsm- 
monbängt,  dass  jeder  der  Fälle  mit  q>^^ip^  als  ein  solcher  anzn- 
seben  ist,  wo  dio  Punkte  ^  in  99^  sieb  weiaigt  haben,  wie  ja 
P  nnd  pQ  in  if  es  geten. 

Mit  Rttcksicht  auf  die  Grösse  der  angodeutenden  Untmehisd» 
und  hei  dem  übersichtlichen  Charakter,  welchen  welchen  man  den 
Darstellungen  der  §§  10.  nnd  11.  zu  geben  suchte,  wird  man  dansf 
Yorzicbten  wollen,  dass  weiterhin  Vergieichungen  nnd  Znsammsa- 
fassongen  der  beiderseitigen  Besaitate  aosgefltbrt  werden. 

Nur  mit  Bezug  anf  die  Zahl  auf  deren  Ermittlosg  gewöhnlich 
das  grftsste  Gewicht  gelegt  wird,  mag  das  gesebeben^  es  mag  abo 
noch  aasgesprochea  werden  folgende 
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Qenenlftafmbe 
Iber  ile  OesMuntiahl «  der  «lern  jkmg%  mitenelieldtereii 

Bilder  TOD  jP. 

„Wena     irgeudwie  frei  zwischen  den  beidea  Öpiogcln  des  Wia- 

< 

^elspicgeli  liegt,  so  dass  jede  der  drei  Möglicliküitcn  9x  ^  9« 

> 

„gelassen  Ist,  so  hat  man  hozflglich  der  Zahl  9  zn  hehanpten: 

1)  Ist  180:2a  eine  ganze  Zahl  {d.  h  auch  ä60:2ft  von  der 
F«m  80  iat  «  «>  (360:2o)— 1. 

Die  hier  gemachte  Voraussetzung,  und  nur  diese  ist  es,  bei  wul- 
dier  zwei  Bilder  des  i\  Dämlich  die  GreuzbUder,  sich  vcreioigeu. 

3)  Ltat  die  Divisioa  180:2«  einen  Rest   or+Mt  |d.  h.  Ist 


3(S0:2a  Ton  der  Form  (2n+l)4-e},  so  ist  *  entweder  —  I  ö~  1+1 


oder       1       |>  Ersteres  trifft  za  dann  and  nur  dann,  wenn 


der  Winkel  ^i,  ^  Meiner  ist  als  jener  Best;  es  trifft  also  nament- 
lieh  anch  sn,  wenn  ^  —  ^  «  «. 

3)  Läset  die  Division  180;  2o  den  Rest  «  {d.  b.  ist  360:2o  =  2n+l), 
80  ist  8  entweder  360:2«  oder  -=  (360:2a)— 1.  Letzteres  trifft 
za  dann  nnd  nnr  dann,  wenn  ^1     9s  «. 

4)   Lisst  die  Division  180:2a  einen  Rest  a— e«  {d.  h.  ist 

360:2a  von  der  Form  2n+(l— «)|,  so  ist  entweder  ^  T  V 


^       I  TTT  r  Letzteres  trifft  immer  zn  bei  vorhandener  Gleich« 


heit  der  Wmkel  1;  j  uüd  c^g;  bei  vürhandeuer  Untrleicbheit  aber 
daüu  uud  nur  dann,  wenn  selbst  der  kleinere  mmdeäteus  jenem  Küste 
gleich  ist. 

Man  bemerke  wol,  dass  vorstehende  Angaben  über  9  ganz  un- 
abhingig  davon  sind,  ob  die  Hilfszabl  «  eine  ungerade  oder  eine  ge- 
rade ist. 


Die  Bolle,  welche  der  Pnnkt  Sit  in  den  S&tzen  des  §  10.  spielt, 
ist  gaaz  nnmittelbar  an  den  Umstand  anznknnpfen ,  dass  die  dortige 
Voraussetzung  qp,  =  ^  eine  durchgftn^pge!  Symmetrie  der  Erschei- 
nungen bewirken  mnsi. 


S  14. 


Digitized  by  Google 


42 


AJack  :  Jj€ r   \i  in keUpiofel . 


„Sofern  aber  iu  den  Sätzen  dt  r  §§  11.  und  12.  auch  die  Punkte 
M^*,  ^.^0^  jft  sogar  die  Punkte  'ii,  eine  bis  in  gewissem  Grad  Ihn- 
„liebe  Rolle  spielen  wie  SW,  so  ist  angezeigt,  darül^er  noch  wcitcrcu 
„Aufscliluss  zu  suchen".  Solcher  ist  in  der  Tat  aus  den  Sätzen  V) 
und  V  a)  des  §  9.  zu  gewinnen,  denn  durch  diese  wird  mau  auf  Lioien 
aufmerksam  gi  inacht,  deren  jede  als  Symmetralaxe  für  gewisse  Bilder 
P'  und  cntspruchende  P"  erscheinen  moss.  Sio  ergeben  sich  w» 
folgt: 

1)  Die  Gerade  OP  halbirt  immer  den  Winkel  p^'OP^\  denn  « 
ist  (ygl.  §  3.) 

einesteils  Winkel  PO/V=  i^0^  +  ^40/V=  <Pi  +  (2a+9t)  -4«, 
andemteUs  WM.  POiV"->  POif+.80P"^9i^-|-(2«-f.^)^4«. 

Sofort  gemäss  §  10.,  V)  und  Va)  erkennt  mau,  dass  die  BiMor 
'V»  'V    •  d^^r  R^ib«  »ach  mit        P^"^  P^'  ...  symmethsdi 
liegen  bezüglich  der  Axo  Pü^.)3. 

Demgemäss,  wenn  die  OrdnnngBsahlen  «,  «  der  Grensbilder  i«', 
P"  gleich  growe  gerade  Zahlen  sind,  mnss  für  den  Bogen  ?mK 
sein  Halbimngspnnkt  in  sich  ergeben,  nnd  auch  die  Unabhängig- 
lieit  seiner  Länge  von  «pj  und  <^  ist  sn  begreifen. 

2)  Die  Gerado  OP^  halbirt  immer  den  Winkel  Px'op^',  desn 
es  ist 

einesteils  Wkl.  PqOP^'  P^Oa^^aop^'  =  +  —  2a, 
audomtciis  Wkl.  P^OP^'z=  P^Ob+BOF^"  ^  q,^^^^  2a. 

Sofort  erkennt  man,  dass  die  Bilder  P/,  Ps',  P5'  ...  der  Beide 
nach  mit  P^',  P3",  P5"  . . .  symmetrisch  liegen  besflglich  dar  Axe 

Demgemäss,  wenn  t»,  v  gleich  grosso  nngorade  Zahlen  sind, 
mnss  fttr  den  Bogen  Pu'Pv"  sein  Halbirungsponkt  in  sieb  er- 
geben, und  auch  die  Unabhängigkeit  seiner  Länge  von  ^  nnd  ft  iit 
zn  begreifen. 

3)  Die  Gerado  OA  halbirt  immer  den  Winkel  i^j  OP^'  j  dcuü 
es  ist 

einesteils  Wkl  ilOP,'  —  2a+9„ 

andemt^s  Wkl.  ilOP,"=r  ^Oi^+i^op/ 2«+^,. 

Sofort  erkennt  man,  dass  die  Bilder  P^',  P4',  Pq*  ...  der  Beibe 
nach  mit  den  Bildern  P/',  P^",  P^*  ...  symmetrisch  liegen  bezüglidi 
der  Aie 
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Demgcmäss,  wcdd  u  gerade  ist  und  um  Eins  grösser  als  v,  ist 
ersichtlich,  dass  der  Bogen  l'u  l\"  sciacu  llalbirungspnukt  in  91  haben 
mnss;  uQd  auch  dio  Abbängigkeit  seiner  L&nge  von  ^«  wird  be- 
graiflicb. 

4)  Die  Gerade  Oa  balbirt  immer  aach  den  Winkel  i^s'^iVi 
denn  es  »t 

einesteüs  Wkl.  /lO/y  -  4rt  +  rjP, 

andemteib  Wkl.  AOP^'^  AOB+BOPJ'^^+i^u+fp^i, 

Sofort  erkennt  man,  dasB  die  Bilder  /y,  l\'  ...  dor  Reibe 
nach  mit  PJ'  ...  symmetiiflch  liegen  besflglich  der  Axe 

Weua  also  n  uuj^LTad»»  ist  und  um  Eins  grösser  als  »,  inui^s  cUt 
Bogen  Pu' P,"  seine:!  llalbiriiugsijunkt  in  'l\  luibouj  und  aucb  die  Ab- 
hängigkeit seiner  Läugc  von  tpi  ist  bugrciüich. 

Bezüglich  der  Geraden  ob  findet  man  ebenso  gerechtfertigt  die 
Angaben: 

5)  Die  OB  balbirt  immer  den  Winkel  P^'OP^*  uml  ist  dessen 
Hälfte  gleich  2a+.p,.  Hieiiach  die  Bilder  P^\  P^\  PJ  ...  sind  der 
Reihe  nach  zn  P^'.  Pl\  ...  symmetrisch  Ijezüglich  der  Axe  Ji^^h. 
Ist  also  M  ungerade  and  um  Eins  kleiner  als  so  nmss  der  liogeu 
Pn^^"  in  balbirt  sein;  and  die  Abhängigkeit  seiner  Länge  von 
9i  ist  ersichtlich. 

6)  Die  OB  h  Ibirt  aach  den  Winkel  P^'OI'^\  und  ist  dessen 
Hälfte  L^lrirh  l«-f  Hienach  die  Bilder  P^\  P^\  K^'  ...  sind  der 
Ri'ilie  nacli  symnutrisch  niit  P.,",  Pj",  P-"  ...  bezüglich  der  Axe 
liiPb.  Ist  also  n  L,'crade  und  ums  Eins  klrincr  ;ils  f,  so  mnss  der 
Bogen  Ph'F«"  in  ^l^  balbirt  sein,  und  aach  die  Abhängigkeit  seiner 
Lange  von  9^  ist  bogreiflich. 

Von  vorstehenden  Angaben  fällt  immerhin  ein  neues  und  wesent- 
licheg  Liebt  auf  sehr  wichtige  Bestandteile  der  iu  den  §§  11.  und  12. 
gewonnenen  Sätze;  ja  diese  könnten  sogar  vollständig  von  jenem  her- 
geleitet werden.  Doch  dürfte  die  bierait  angedeutete  ITerleitung  in 
wesentlichen  Stücken  der  im  §  11.  durchgeführten  Methode  nach- 
stehen, welche  dort  jedenfalls  als  die  nächst  liegende  und  ihres  Er- 
folges ?ol]kommcn  sichere  sich  empfehlen  mttsste. 
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I  15. 

„Wenn  die  Oeffuung  20^^  des  Winkelspiegels  fc«t  gegeben  ist, 
„und  man  lässt  den  Punkt  P  in  ciaer  zu  der  Axe  UV  scnkreclrteB 
,,Ebeno  AOß  stetig  sich  bewegcn'S  so  zwar,  dan  seine  £nlfenHiBg 
op  von  der  Axo  sich  nicht  ändert,  und  dass  er  von  einer  Lage  am 
dicht  bei  der  Spur  Oa  des  ersten  Spiegeis  bis  dicht  tot  der  Spur 
OB  iiingebt;  so  ist  an?  den  hier  vorgetragenen  Lehren  immer  der 
Gang  der  zogehdrigen  Bilder  P\  P"  anschaulich  zu  entnehmen,  ins- 
besondere das  die  Grenzbilder  Px\  Angehende»  ihre  Zahl  vaA 
Lage  Betreifende  genao  zu  verstehen. 

Das  ist,  wie  man  sofort  erkennt,  höchst  einfach  in  den  Fällen, 
wo  3f)0:2«  die  Form  2ri-f--  mit  ungerader  oder  mit  gerader  n  hat, 
weniger  eiuf^ch  in  dou  übrigen,  vou  welchen  wenigstens  ein  besoo- 
dcrs  Toriichtig  zu  behandelnder  dorch  ein  Beispiel  erläatert  werden 
mag. 

Sei 

Ans  der  Angabe 

180-2.78+24 
sieht  mm^  die  bisherigen  BeselefannBgen  beibehaltend,  dass 
M  «  2,  «0     ff — 0«  «"24,  Ml     15,  «r+ea  —  54. 

IHis  Beispiel  umfasst  die  Fälle  12)  und  11)  des  §  11.  nebst  ihna 

durch  Yertanschung  von  q>^  und  cp^  sieh  ergebenden  Modificationes 
es  9ind  hienach  die  folgeuden  Angabcu  zu  machen,  welche  auch  nkit 
Hille  des  §  3.  zu  coutroliren  bind. 

1)  wahrend  der  Winlcel  ^OPvon  einem  dicht  bei  Nnll  lieg^B- 
den  Werte  an  stetig  wftcbst  bis  vor  24^  hat  maa  beständig  it  •» 

o     2.  Die  Grenzbilder  P^',  P^"  bewegen  sich  beide  stetig  gegen  ! 
den  festen  Punkt  fil  bin,  P/  innerhalb  des  todten  Baames,  Pt" 
ansserhalb,  beide  immer  gleich  weit  von  fBL  entfernt;  diese  Entfensqg 
aUmfthlich  alle  Werte  zwischen  Nnll  nnd  24^  annehmend. 

2)  Während  AOP  von  24^  an  stetig  wächst  bis  zu  54^^  («'78' 
—  24"),  ist  immer  u  «=•  t>  =  2.  Der  Bogen  zwischen  den  Grenzbildem 
P^\  P"  ist  unveränderlich  gleich  48^*,  sein  Halbiruncrspunkt  immer  , 
der  mit  P  sich  bewegende  Punkt  ^.  Die  Bewegung  des  IJogcns 
P^^^P^'  ist  eine  Fortscbicbung  in  der  Richtung  )il3)l^,  SO  dass  aa- 
fänglich  Pt      V  "t,  and  zuletzt  P,'  in  Id. 

3)  wahrend  AOP  stetig  wächst  Aber  54«  hinaus  bis  dicht  tot 
78^,  ist  immer  «     2,  r  —  3.  Die  Grenzbilder  P,',  P,"  bewegen  ach 


Digitized  by  Google 


* 


Maek:  Der  WinktUpitfeL  45 

beide  stetig  von  dem  festen  Punkte  )B  weg,  P^'  aasserbalb  des  todteu 
Raamcs,  Pj"  inncrlialh  ;  beide  immer  gleich  weit  von  ©  entfernt,  diese 
Entfenumg  allm&hlicli  alle  Werte  zwischen  24^  and  Kall  an- 
Behmend. 

§  16. 

Kacbdcm  alles  Wesentliche  dargelegt  ist,  was  anf  die  Abbildangen 
des  einzelnen  Punktes  P  sich  bezieht,  wollen  wir  irgend  ein  starres 
System  £  von  Punkten  C\  D,  E  ...  betrachten,  welches  in  die  Oeff- 
nung  (2a)  des  Wiukelspiegels  eingeführt  sei;  and  es  soll  für  die 
Funkte  E  ...  der  Figur  £  dahin  gestellt  bleiben ,  ob  sie  in 

Einer  m  der  Aze  UV  normalen  Ebene  sich  befinden  oder  nicht 

Wiihreud  wir  nuu  Lic  bislieriKeii  BczeiciiiiuiigL'ii  fL-sthaltau  oder 
iliüfü  gaüz  analoge  gebrauchen,  liiachcu  wir  zuiuichst  diu  besondere 
Annahme,  dass  der  Quotient  180 :2a  eine  ganze  Zahl  sei.  Dann 

sind  gcmääs  den  bätzeu  der  §§  6.,  7.  sofort  die  folgenden  Angaben 
zu  machen. 

I)  Als  SU  dem  ersten  Spiegel  gehörige  Abbildungen  der  Figur 
£  «feben  sich  der  Beihe  nach  Figuren  £i\  £^\  £^'  ...  £n\  £ii^\\ 
jene  eine  in  einem  der  n+l  HiHsOcher  des  ersten  Spiegels,  welche 
der  Beihe  naoh  sich  darbieten  als  Flftchenwinkel,  jeder  zwischen 
iwd  nichst  anfeinaader  folgenden  der  »+2  EbenenstQcke  ÜVA^ 
öVLi^  **'  ^y^'  —  und  mit  analogen  Bestimmnngen 
erscheinen  als  zum  zweiten  Spiegel  gehörige  Abbildangen  der  Figor 
X  die  mit  £^'\  £;\  2,'  ...  £J\  £n^i"  zn  bezeichnenden. 

II)  Je  zwei  nächst  benachbarte  Abbildungen  Z/,  £k^i'  sind 
symmetrisch  mit  Bezog  anf  die  sie  trennende  Ebene  (Scheinspiegel) 
UVLky  so  zwar,  dass  den  Punktbildem  Z7|',  Em  ...  der  Reihe 
nach  entsprechen  Ck\i,  Dk^i\  Ek^i  ...  —  In  gleicher  Weise  sind 
2k\  symmetrisch  mit  Bezng  auf  die  Ebene  (Scheinspiegel) 

III)  Jede  Abbildung  £'  oder  £"  von  ungerader  Ordnung  ist  sym- 
metrisch gleich  dem  Urbild  £,  so  zwar,  dass  den  Punkten  6', 

E  ...  des  letzteren  eobpfecbeu  die  in  £'  euthaltencn  Punktbilder 
C\  D\  E'.,,  and  ebensogut  die  in  £'  entbalteueu  C",  ... 

Daher:  alle  Abbildungen  £'  und  £"  von  ungerader  Ordnung 
sind  unter  sich  congrueTit,  so  zwar,  dass  in  jedem  Paare  derselben 
die  dann  einen  Partmr  iin^'Lliürigcn  Bilder  der  Punkte  D,  /•;  ... 
der  Reihe  nach  entsprcehen  den  im  andern  Partner  befindlichen 
Bildern  derselben  Fnokte. 
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IV)  .lüde  Abbildniig  Z'  oder  £"  von  uugcrader  Ordnaog  ist 
congraont  mit  dem  Urbild  so  zwar,  dass  mit  den  Punkten  D, 
K  ...  des  letzteren  beziehnnj^swcise  zur  Dct^kung  za  bringen  sind, 
sowül  die  in  enthaltenen  Pauktbilder  C\  D\  K'  ...  als  die  in 
E"  enthaltenen  C'\  Z>",  E" 

Dalitr  iiucii;  alle  Abbildungeii  E'  und  £"  von  gerader  Ordnung 
sind  (in  selbstverständlichem  Sinne)  anter  sich  coogruent. 

Den  SiiUea  der  §  10.,  II)  und  §  12.,  II)  gemäss  knüpft  sieb 
hieran  : 

V)  Die  AbbilduugLii  Eu  \  i",  buide  lu  dem  Winkel  zwischen 
den  Ebeuenstückeu  U\'%,  UV^  ciogcächlossun,  müssen  immer  voU- 
stilndig  vcTciiiigt  sein,  ao  zwar,  dass  die  Punkte  C»+i', 
En\^i  ...  der  Reihe  nach  in  CW+i",  is^+i"  ...  sich  finden. 

Indes  ist  iuebei  der  Unterschied  zn  beiUcksichtigeiif  welehor 
sich  ergibt,  jenachdem  die  Zahl  n-l- 1  nngerade  ist  oder  geisde. 

Wird  nämlich  diejenige  Ebene  beigezogen,  welche  dnixdi  die  Axe 
l/r gehend,  hinter  den  beiden  Spiegelflächen  UVA^  VVB\^ 
lieh,  gleiche  Winkel  mit  denselben  macht,  so  ist  in  dem  Eslle 
ungeraden  n+1  zn  bemerken:  das  Bild  £n^\*  (oder  das  mit  ihnen 
identische  ^n^  i")  liegt  bezflglich  genannter  Ebene  zn  dem  Urbild  Z 
symmetrisch,  so  dass  Jede  der  Strecken  CCWfi\  DD^\\  KBmv^*  ... 
dnrch  genannte  Ebene  senkrecht  halbirt  ist  —  Ist  aber  n-\-l  eiw 
gerade  Zahl,  so  sind  2  nnd  Sn^x*  in  solcher  gegenseitigen  Lsge, 
dass  jede  der  Strecken  CCm+i',  DDn^i  EE^\*  ...  durch  die  Gsnuie 
UV  senkrecht  halbirt  ist 

Die  Bedeutung  dieser  Angabe  zeigt  sich  an  folgenden  Bei* 
spielen: 

Ist  die  Oeflhung  2«<»  60^  {180:2«  =  3  —  n+l),  lo  wild  ah 
mittleres  Bild  eines  in  den  Winkelspiegel  mit  beiden  Aogcn  gleich- 
mftssig  hineinschanenden  Menschen  ein  solches  Menschenbild  encbei- 
nen,  dessen  rechtes  Auge  die  Abbildung  von  dem  linken  Augs  des 
wirklichen  Menschen  ist 

Hat  man  aber  2ft^  9(y»|180:2tt  «  2  —  n+l ) ,  so  wird  ab 
mitüeres  Bild  eines  in  den  Winkelspiegol  mit  beigen  Augen  gleid- 
mftsstg  hineinschauenden  Menschen  ein  sblches  Menschenbild  efscfco- 
nen,  dessen  rechtes  Ange  die  Abbildung  von  dem  rechten  Augs  des 

Urbildes  ist. 
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§  17. 

Sei  jetzt  augenommen,  dasa  Uie  Division  180:  SS«  einen  Rest  a 
lasse  (180  »  f>.2o-)-(o) ,  and  sei  eine  in  die  Oeffhnng  des  Winkel* 
Spiegels  eingeführte  Figur  Z  gedacht,  wie  im  vorigen  §. 

Das  (r»-f  l)te  Ililtsfacli  zum  ersten  Spiegel  wie  das  («+l)te 
zum  zweiten  ist  nnn  ein  Flächenwinkel  «  «>,  nnd  sofort  ist  zn  sagen: 

Es  crschcineD  jedeufalls  Abbildungen  £x  ...  £n  nnd  ü^"  ... 
£m',  jede  als  eine  vollständige  Abhildong  von  2^  und  es  sind  für 
solche  gnnz  dieselben  Bestiramnngen  zn  geben  wie  im  vorigen  $. 

Was  aber  iu  dem  (?i+l)teu  iiilfbfach  (dem  Schlussfach),  zu  dem 
eioen  oder  andern  Spiegel  gehörig,  zu  suchen  sei,  dasä  ist  jetzt  näher 
20  erörtern. 

Nach  d^^Ti  10.  und  12.  kauu  irgeud  ein  Punkt  P  der  Figur  S 
so  liegen,  dass  entweder  keines  der  Bilder  P«+i',  P»+i"  zu  Staude 
kommt,  oder  nur  ein  einziges ,  oder  beide.  Daher  ist  bei  jedem  der 
iwci  Schiassfächer  au  die  drei  Möglichkeiten  zu  denken,  dass  ent- 
weder gar  kein  Punkt  der  Figur  ^  in  demselben  zur  Abbildung  ge- 
iaoge,  oder  nur  ein  Teil  von      oder  £  in  ganzer  Aosdehauag. 

Indes  ist  eine  Constrnction  anzugeben,  welche  geeignet  ist,  für 
jeden  Fall  eine  ToUstiiudige  AuildärnDg  in  anschanlicher  Weise  zo 
gewähren. 

Ana  Axe  f7F  werde  znnftchst  innerhalb  des  «iten  Hilfsfachos  des 
ersten  Spiegels  ein  Ehenenstlick  l/FS  so  geführt,  daas  seine  Ab- 
weichung von  dem  EbeneosttLck  üVLn  o  sd.  Dann  ist  ans  §  6.) 
Y)  zQ  entnehmen:  was  von  der  Figur  2h  zwischen  den  Eboneu- 
itflcken  ÜVH  und  UVLn  sich  befindet,  das  nnd  nnr  das  erscheint 
auch  in  dem  Schlussfache  zwischen  UVLn  und  l/KiS,  so  zwar,  das 
jcdtm  Punkte  6,,'  um  Puukt  6'»,fi'  entspricht,  und  die  zwei  Punkte 
C»\  Cni^i'  zu  der  Ebene  UVLn  a>iiimeLriseii  liegen. 

Desgleichen  werde  aus  UV  innerhalb  des  nten  Hilfsfaches  des 
«weiten  Spie<rels  ein  Ebenenstück  UVdi  so  geführt,  dass  seine  Ab- 
wcK-Uuüg  vüh  dem  Ebeneustlick  UVIin  =  w  sei  Was  dann  von  der 
Figur  £n"  zwischen  den  Ebenenstücken  L  i  Oi  und  U'/'/i'i*  sich  be- 
findet, das  und  nur  das  erscheint  auch  in  dem  Schlussfache  zwischen 
VVRn  und  UVt,  so  zwar,  dass  jedem  Puukt  Cw"  ein  Punkt  r„+i" 
entspricht,  und  die  zwei  Punkte  Cn\  Cnfi"  zu  der  Ebene  symme- 
trisch liegen. 


Mach:  Der  WmkeUpie^, 


Man  siebt  hieraus,  dasa  unter  Umständen  die  ganze  Leistung 
des  Winkl'! Spiegels  mit  Hervorbringung  der  Bilder        £n"  erschöpft  j 
ist,  dass  aber  unter  andern  liraständen  Figuren  Xh+i',  £n^i"  ent- 
stehen, welchen  so  and  so  Tiel  dazu  fehlte,  ?oll«t&adige  Bildam 
£  zu  sein. 

Um  ftr  solche  ihre  BeiSehang  zu  S  genaiter  sn  erhennes,  tan 
man  zwei  weitere  HilfBebenen  einfilhreii,  beide  ans  UV  gelwid,  ii-  . 
nerhalb  des  Winkelapiegels  selbst:  die  eine  ÜV^  von  ÜVA  ab-  ! 
weidiend  nm     die  andere  VVflti  von  UVB  abweicheod  «m  - 
Sofort  sind  folgende  Angaben  zn  verstehen: 

I)  Ueber  die  etwa  zu  Stande  konmiende  Figor  £mW. 

Ist  n-|-l  eine  gerade  Zahl  ,  so  wird  Sn^i  congmeot  sein  mit 
derjenigen  Fignr,  welche  von  £  abjiPf^'pben  wird  in  den  Flächen- 
Winkel  zwischen  den  EbencnstQcken  VVB^  UV^^.  Genauer:  bleibt 
£„^i  in  fester  Verbindung  mit  den  zwei  Ebenen  Stacken  ÜVU, 
und  dreht  man  dieses  System  um  die  Azo  UV  (in  der  einen  oder 
andern  Richtung,  ohne  Gleitung)  bis  UVLn  mit  UV^B  sich  vereiaigt 
so  wird  jeder  Pankt  Cm-^i'  der  Figor  Sm^t-i'  mit  dem  ihm  eatip»* 
chenden  C  der  Flgar  £  vereinigt  sein. 

Ist  aber  n-\-l  eine  ungerade  Zahl,  so  wird  ^m-|.i'  symmetriscb 
gleich  sein  mit  derjenigen  Fignr,  welche  von  £  abgegeben  wird  ii 
den  Flächenwinkel  zwischen  den  Ebenenstacken  UVÄ^  CTFSi,  ud 
es  ezistirt  eine  die  ffF  enthaltende  Ebene,  mit  Bezog  auf  weli^je 
zwei  einander  entsprechende  Punkte  C^^i'  und  C  symmetrisch  liegss. 

n)  Ueber  die  etwa  zu  Stande  kommende  ¥1gnr  Sm-^i". 

Ist  n-f-1  eine  gerade  Zahl,  so  wird  2^«!?"  'onf^ruent  sein  lait 
derjenigen  Figur,  welche  von  £  abgcgebtii  wird  m  den  Flüchen- 
Winkel  zwischen  den  Ebenenstückon  r/r.l,  (7  rSj.  Gcnaner:  bleibt 
Zni-i"  in  fester  Verbindung  mit  den  zwei  f^benenstücken  IV^, 
UVEn,  und  drelit  man  dieses  System  um  die  Axe  UV  (in  der  oiaen 
oder  andern  Richtung,  ohne  Gleitung)  bis  WH»  mit  I.VA  sich  ver- 
einigt, so  wird  jeder  Punkt  Cn-i-i"  mit  dem  ihm  enlsprcche&dea  C 
der  Figur  £  vereinigt  sein. 

Ist  aber  n-\-l  eine  ungerade  Zahl,  so  wird  ^»+1"  symmetrisdi 

gleich  sein  mit  derjenigen  Figur,  welche  von  2  abgegeben  wird  it 
den  Flächcnwinlvcl  zwischeii  den  l'benenstiickeu  L'l'B^  L'r^\  und  es 
oxistirt  eine  die  Axo  Ur  enthaltende  Ebene,  mit  Bezug  auf  welcb« 
je  zwei  einander  entsprechende  Punkte  C'nfi"  und  C  &jrmmelr»eli 
liegen. 
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S  id. 

Ist  ein  Punktsystem  S  (so  wie  in  den  zwei  vorhergehenden  §§ 
oingeführt,  und  hat  man  180:2a  «+1,  so  ist  klar,  dass  von  den 
Bildern  .  Zn'  und  £"  ...  En"  keines  einen  Punkt  mit  dem 
aadern  gemein  hat;  von  diesen  Bildern  kann  also  keines  irgendwie 
das  andere  stören.  Aber  auch  bei  den  Bildern  21n-)r\  und  £h^\' 
triflt  letztere  Bebauptung  za.  Da  n&mlicb  Jeder  Punkt  inf  des 
einen  mit  demjenigen  Punkt  Pn\\"  des  andern  vereinigt  ist,  welcher 
desselben  Punkt  P  des  Systems  S  abbildet  wie  jener,  so  wird  durch 
die  Vereinigung  der  Bilder  (innerhalb  des  todten  Kau- 

w»)  tkea  dafftr  gesorgt,  dass  in  diesem  ein  einziges ,  nicht  bloss 
gios  eines,  sondern  sogar  in  Betreff  der  Helli^eit  begftnstigtee  Bild 
nm  £  sich  leigt 

Seben  wir  dagegen  auf  irgend  einen  derjenigen  Ffille,  wo  (wie 
in  §  17.)  I8ü  =  n.2a-|-«,  so  ist  nur  von  den  Bildern       ...  ^n-\ 
und  2"/'  ...  £n-\"  unbedingt  zu  sagen,  dass  keine  zwei  einander 
Htnron     Was  dagegen        und  Sh'  betriftt,  so  sind  diese  zwar  ge- 

vollständige  Bilder  von  2?,  aber  bei  jedem  von  iimen  ist  die 
Möglichkeit  zu  berücksichtigen,  dass  es  wrni^stens  teilweise  in  den 
ladten  Räume  falle,  auf  welche  vollends  -^h|i  und  ^n^-i"  in  ihrer 
ganzen  etwa  ergebenden  Ausdehnung  angewiesen  sind.  —  Ist  nun  % 
irgend  ein  Punkt  innerhalb  des  todten  Raumes,  und  läiit  nach  %  ein 
Bild  /"  von  eiuLin  dem  S  an^'clitirigen  Punkt  7',  so  sieht  man  leicht, 
dass  %  kein  Ort  ist,  sei  es  für  vu\  anderes  Bild  P\  noch  für  ein 
BÜd  P"\  uamentlieli  finrh  kein  Ort  für  ein  Bild  Q\  welches  ein  von 
/*  verschiedener  Punkt  U  des  2"  geben  möchte.  Dagegen  ist  immer 
die  Aufgabe  zu  losen:  man  soll  innerhalb  der  Oeifnung  des  Winkel- 
Spiegels  einen  Punkt  Q  suchen  von  solcher  Lage,  dass  er  ein  Bild  Q!' 
an  der  beliebig  gegebenen  Stelle  liefere,  wo  bereits  das  Bild  F'  sich 
befindet. 

Um  die  Auflösbarkeit  dieser  Aufgabe  und  dio  liiu/igkeit  der  Auf- 
lösung streu;,'  und  all^^emeiu  zu  erweibeu,  kann  man  die  tolgondc  Be- 
ruhtuug  äuütcilon,  welche  wesentlich  au  den  Satz  IV  a)  des  §  G. 
^knüpft. 

Man  stelle  äcb  der  Reibe  nach  vor  die  ans  Axe  ÜV  entsprin* 
senden  EbenensCIlcke  ÜVR^^  C/Kff,  ...  bis  zo  denjenigen  VVR»^ 
velcbes  als  letztes  vor  ÜV%  sieb  darbieten  wurd.  Nun  ist  sn  Punkt 
{  der  ihm  synunetiiscbe  mit  Bezng  anf  Ebene  üVRm  sa  nehntien, 
ni  diesem  abgeleiteten  Pankt  wieder  der  ibm  qrmmetriscbe  mit  Bezog 
Inf  Ebene  VVR^i^  so  diesem  abgeleiteten  wieder  der  Ibm  symmetriscbe 
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mit  Bezug  auf  Ebene  üVRx~%  n.  s.  w.  Durch  dieie  YeitnstaltaDg 
wird  offenbar  jenseits  der  scbliesslich  zu  benatzenden  Ebene  ÜY^, 
innerhalb  der  Oeffnnng  des  WinkelspiegeU  ein  solcher  von  %  abge- 
leiteter Pnnkt  gewonnen  t  an  denen  Stelle  ein  leuchtender  Punkt  Q 
gebracht  —  genan  an  der  vorgeachriebenen  Stelle  %  des  todtea  Bis« 
mee  dn  Bild  (t'  liefern  wird. 

Aus  dieser  Darstellung  rrliollt,  dass  und  wie  immer  diejenigeo 
Störuntii  ii  yn  ermitteln  sein  werden,  welche  bezüglich  der  Reinboit 
der  lu  dcu  todten  Raum  fallenden  Abbildungen  eines  Systems  £  sieb 
ergeben  mQgen« 

Im  ttbxigen  ist  gemäss  dem  snlotzt  Vurgetragencn  hersonnfaekei, 
d|tts  freilich  die  besten  Leistungen  des  Winkeisp iogels  im  Siaoe  der 
Henrorbriugung  schOner  Bilder  eines  beliebig  ausgedehnten,  in  aeise 
Oeffhnng  eingefflhrten  Oegenstandes  dann  sich  ergeben  werden,  wesu 
der  Oeffnungswinkel  ein  absoluter  Teil  von  IW  ist. 
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üetMnieht  des  Inhalts. 

Vorwort 

§  1.  £rstc  DetioitioneD. 

i  2.  Erste  OrienUraog  boxQglich  der  Bilder  eines  einzelnen  PnnkCee 
F;  Bezeiehonngen ;  zwei  Reihen  der  Bilder. 

S  3,  Zu  jeder  Reihe  zwei  Formeln  gegeben,  wonach  die  Lage  jede« 
Bildes  (gerader  uder  ungerader)  Ordnung  sirli  ])estininit.  — 
Zwei  Reihen  von  Gleichungen  entsprechend  den  zwei  Bilder- 
reilieiL  Au  sie  geknüpft  die  Frage  der  Bilderzahi. 

I  4.  LeiiFBitie,  die  itire  LOsaug  vorbereiten;  todter  Raum. 

I  5.  Beweis  der  !  Begrenztheit  der  Bilderzftbi  für  alle  Fftlle.  £nt- 
qirechende  Iiehrsätze  and  Aufgabe. 

§  6.  Lehrsätze  über  Zahl  uud  Lage  der  Bilder  iu  jeder  Reibe  für 
sieb. 

$  7.  Optische  Bedentnng  gewisser  im  vorigen  $  eingegangenen 
Hilfidinien.  Durch  sie  die  Abbildungen  der  zwei  Einzelspiegel 
in  einander  bestimmt 

§  8.  Genaueres  über  diese  Abbildungen  und  ihre  Bedeutung  für  die 
Hauptnntersucbuog. 

f  9.  Regulirung  des  Fortgangs  der  letzteren. 

1 10.  Genauere  Untersuchung  der  Bilder  eines  in  der  Hedianebene 
liegenden  Punktes;  vier  FftUe. 

i  11.  Desgleichen  der  Bilder  eines  seitlich  von  der  Mcdiaucbeue 
Uegeuden^  zwölf  Falle. 

f  13.  Zosunmenfusung  der  Ergebnisse  des  vorigen  $  in  sechs  Hnnpl- 
sAtzeo. 
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%  13.  Gegensatz  niid  Verwandtschaft  der  Angtbeo  der  |f  11.  ud 
12.  6eneralr«gel  tkber  die  Beatfrainiiiig  der  OeamtoiM  lUer 
Bilder  eioes  beliebig  wo  innerbalb  der  Oefliuiiig  eiageAbitei 
UefatpnnlEte. 

§  14.  Weitere  Aufkläraog  Uber  den  Ursprung  einiger  Sätze  des 
§  12. 

I  15.  Die  nWIglicbeii  Aendeniiigen  der  BUdembl  eines  PufclM, 
wenn  er  innerbalb  der  nnveriUiderUch  bleibenden  Oeffiinng  des 
Winitelspiegels  sieh  bewegt,  dorch  ein  charakteristisches  Bei- 
spiel erlftvtert. 

$  16.   Einftthmng  eines  Systems  von  Punkten  in  der  Oeffonng  des 
Winkelspiegels.  Zun&chst  diejenigen  Erscbeinunpen  betnriit  r 
welc!)o  sich  eichen,  wenn  die  Oeffnang  ein  aüqnoier  Teil 
Ton  ItiO»  ist 

I  17.   Aui^iüruug  der  Erscheinungen  in  den  Übrigen  Fällen. 

I  18.  Die  unter  Umständen  sich  ergebenden  Stftmngen  der  Bilder 
durcheinander. 
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II. 

Zur  Integration  der  Gleichung 

Von 

Herrn  Otto  Ohietorge. 


Das  Problem,  weichet  in  der  vorliegenden  Abhendlmig  behandelt 
«ird,  ist  folgendes: 

Es  sind  sämtliche  reelle  Fauctionen  u  zn  bestammen,  von  der 

BeMhnffenheit,  dass  sie  der  Gleichung  ^  +  ^    0  genflgen  nnd  \ 

aaf  einer  gegebouen  algebraischen  Carve  Torgeschhebene  Werte  an- 
Behmen. 

IKe  allgemeine  Lösung  der  obigen  Gleichnng  Ist: 

wo|  — und  ti m—iy  gesetzt  ist  Im  aUgemeinsten  Falle 
sind  2i  sowol  wie  vollständig  willkürliche  Functionen,  soll  ihre 
Somne  jedoch  eine  reelle  Function  von  x  and  y  darstellen,  so  müssen 
sie  eioauder  coi^ugirt  sein. 

i  1. 

Ich  bestimme  zunächst  m  so,  dass  es  constant  ist  auf  einer  ge- 
gebenen Cnrvf!.  Ist  (iios  der  Fall,  so  laotet  (iie  Gleichung  der  Curve 
liU)4~2s(^)  ^  Curve  soll  jedoch  eine  algebraische  sein,  mit- 
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hin  musB  durch  diese  Glcicliuiig  eine  algebraische  Relation  zwischen 
i  und  rj  ausgedrückt  sciu.  Hieraus  folgt  sofort  die  Form  der  Func- 
tion wenn  die  obige  Gleichung  durch  eine  algebraische  Beziehung 
zwischen  ^  und  tj  für  jeden  Wert  vou  a  erfüllt  ist;  es  kann  dies 
uamiich  nur  dann  stattfinden,  wenn  %  entweder  selbst  eine  algebrai- 
sche Function  oder  aber  höchstens  ein  elliptisches  Integral  erster 
Gattung  von  einer  algebraischen  Function  ist.  Besteht  aber  eine 
algebraische  Gleichung  zwischen  ^  uud  i]  nur  für  oineu  bestimmten 
Wert  von  so  kounea  auch  transcendcuto  FuuctioQon  höherer  Onl- 
.  uiuig  auitreteo. 

Nach  dieser  Betraehtitiig  kann  man  das  obige  Frobleoi  auch  auf* 
fassen  als  folgendes: 

Es  ist  ein«  Function  za  bestimmen,  deren  Additionstheorem  ge- 
geben ist. 

Ist  die  algebraische  Glelchnag,  die  das  Additionstbeorem  dsr 
beiden  F^netionen  xi  urd  herstellt,  so  beschaffen,  dass  dieses  Pro- 
blem ttberhanpt  eine  Lösung  besitzt ,  so  ist  diese  Lösrog  leicht  a 
finden,  da  der  Weg  hierzu  schon  Yon  Eulor  gegeben  ist 

In  der  Tat,  es  sei  9(1,  i|)  =  0  die  Gleichung  der  Corvo,  so  iit: 


Bestttnmt  man  nun  mit  ffilfo  der  Glolchiing  1})  =3  0  t  als  Iiu»> 
tion  von  1}  nud  ij  als  Function  von  i  uud  ersetzt  ia     die  ij  dorcb 

die  I  nnd  in  die  |  durch  die  ^,  oder  auch  umgekehrt,  so  i»i 
entweder 


oder 


uud 


odor  allgemeiner: 


oder 


«Bd 


odor 
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wo  uaturliih  auch  iu  welches  eine  willkürliche,  jedoch  symme- 
trische Function  von  |  nnd  t]  sein  muss,  entweder  die  §  darcb  die 
t;  oder  die  t}  durch  die  ^,  vermöge  der  Gieichuiig  i})  =  0  zu 
enetzeu  aiad. 

Die  Gleichung  der  Curve  ist  iu  Bezug  auf  beide  Variable  vom 
«teu  Grade,  es  fragt  sich,  welche  von  den  »  Wurzeln  zu  nehmen  siud. 
Die  Frage  erledigt  sich  daburch,  dass,  wenn  i  —  (o(fj)  und 
ist.  dass  alsdauu  w(t(^)}  »  {  sein  nmss.  Derartige  Wurzeiii  exiatiren 
«le  später  bewiesen  werdeu  wird,  stets. 

Hat  man  die  Functionon  %  so  bestimmt,  so  wird  der  Gleichung 
(j>(4, 17)  ^  0  durch  die  Beziehung  -\- %f(fi)  ==  «  Genüpe  tioleistet, 
bei  passender  BestimmuDg  der  Constauten  o,  es  hl  il  t  iiuii  noch  zu 
beweisen,  dass  auch  die  orhalteueu  Functionen  und  2t  einander 
cosjttgirt  sind. 

Die  Gleichung  qp(|,  >/)  --^  0  ist  entstanden  aus  dor  algebraischen 
Gieichong  ^(«,^)  =  0  dadurch,  dass  man  an  Stelle  von  «  iU-i*^)« 

und  la Stelle  von  y  gwetit  hat.  Da  oon  rifixyy)  eine  ratio- 

nale Function  von  x  und  y  ist,  so  cr^iebt  sich  sofort,  dass,  wenn 
fit.tj)  eine  reelle  Function  von  ^  und  rj  ist,  sie  auch  symmetrisch 
ist  in  Bezug  auf  i  und  i|:  ea  ist  demnach,  wenn  f     m(rj)  eine  Wurzel 

der  Gleichimg  ist,  auch  ij  «  o>(|)  eine,  ferner  ist      dieselbe  Func- 

tion  von  ^  und     wie  ^  von  t}  und  ^,  hieraus  folgt,  dass  u^^i 
dieselben  Functionen  sind. 

Ist  jedoch  9>(|,  tf)  eine  comploxe  Function,  so  lässt  sie  sich  stets 
auf  die  Form  bringen  4  +  — i?)^»  wo  A  und  ß  rationale  und 
lymmetrische  Functionen  sind.  Dieser  Ausdruck  gleich  null  gesetzt 
uid  die  so  entstandene  Oleifiknng  nach  g  aufgelöst,  gebe  |  —  miti) 
•l*ff(i|),  es  folgt  hieraus,  dass  fi  —  — ebenfalls  eineWnnel 
Min  maas. 

^'un  ist: 

nbstitBirt  niaii  hierin  Ar  i  nnd  Ar  ^  die  entsprechenden  Functionen 
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und  tramit  m  gleielier  Zoit  die  reellen  von  den  imaginim  Tdlii, 
(immer  lierflcluicfatigeDdt  da«,  wenn  B{m+iw):^F+9G ist,  B{m^k) 
—  10  erlillt  man: 

(alles  Fonctionen  Yon  |) 

da 

(aiies  Faactiooon  von  ij),  oder 

-  c-     Jt+  J!:(»-i?)  -tjö+ j-f 

Mithin  sind  ^  und  ^  coiyogirte  Fnnctionea,  alio  auch 

da  auch  M  dnrch  die  Snbititntion  {  nnd  t|  —  «(E) 

— $t(D  in  Bwei  conjogirte  Fonctionen  verwandelt  wird. 

Diese  Metbode  lässt  sich  leicht  ausdebnea  auf  den  Fall,  wo  u 
auf  der  gegebenen  Corvo  nicht  constant,  sondern  einer  beliebigen 
Function  gleich  wird. 

Es  sei  t(|.  17)  die  gegebene  Function,  so  wird  die  Gieicbttng  der 
Cnrve  enthalten  sein  in  der  Gleichung: 

X.(t)+XtW-»(t,i»), 
es  werden  also  die  beiden  (Heichnngen: 

nnd 

(x.'(J)  -  dt)   +  (»•'<')  -     ''^  « 

identisch  sein  musseu,  also 
nnd 
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mithin  wird 

Aichlii«  iai  Jffline  symmetriflche  Function,  and  auch  hier  »ind 
«Btirodar  die  t  durch  die  ^,  oder  die  dordi  die  |  vermöge  der 
Oldcbnng  9>({,  i^)  s  0  so  enetsen. 

Ist  T  ebenfails  eine  symmetrische  Fanction  oder  von  der  Form 
—       so  wird  Mch  u  eine  reelle  Fanction  von  0  and  y  sein. 

üebrigens  kaun  man  stets  eine  symmetrische  Fimctioü  lierstiülcn, 
die  auf  der  gegobeaeo  Curvc  mit  z  übereinstimmt 

In  der  Tnt,  es  sei  ^  irgend  eine  symmetrische  Fanction  von  | 
ODd  17,  ersetst  man  nun  in  I  nnd  i|  dnrch  «  nnd  tp  vermöge 

der  Grleichnngett  <  —  i (1,  ^)  and  9  »  ^(t,  1?),  so  irird  t({,  vi'^hM* 
aof  der  geben««  Corvo  aber  wird  4» 0,  also  t  nnr  eine  Fanction 
TOB  I,  mithin  symmetrisch  in  Bezng  aof  I  nnd  1?. 

Die  gefandene  Function  ist  insotV  rn  noch  willkürlich  als  M  will- 
kürlich ist,  Äf  müsstc  demnach  durch  vorgeschrit  lx  ik»  Stctigkeits- 
bedinpungeii  bestimmt  werden.  Diese  Anfgabe  würde  ohne  Zweifel 
änsserst  schwieriger  Natur  sein  ,  doch  kann  man  dieselbe  teilweise 
umgehen,  dadurch  dass  man  zu  dem  oben  bestimmten  n  diejenige  all- 
'^icinste  Function  m,  addirt,  die  auf  der  gegebenen  Curve  «.deich  null 
ist.  Diese  Function  kann  mau,  wie  in  dem  nächsten  Abschnitte  ge- 
zeigt werden  wird,  stets  ohne  Integrale  in  endlicher  Form  darstellen. 
Die  Erfnllung  der  Stetigkeitsbedingungen  bietet  alsdann ,  wenn  sie 
sach  allgemein  nicht  ausführbar  ist.  in  den  meisten  Fällen  keine 
grossen  Schwierigkeiten  mehr  dar.  Nur,  wenn  endliche  Unstctig- 
keiten,  die  aof  bestimmten  Linien  stattfinden,  zn  beseitigen  sind, 
könnte  man  anf  wesentliche  Schwierigkeiten  stossen. 


§.  2. 

Die  Metbode«  die  wir  soeben  entwickelt  haben,  führt  nnr  dann 
znm  2Sel,  wenn  die  Gleichung  der  gegebenen  Cnrve  irrednctibel  ist, 
wenn  also  nnr  eine  einzige  algebraische  Cnrve  gegeben  ist,  anf  der 
die  Function  constaut  sein  soll.  In  diesem  Abschnitte  werde  ich  eine 
Metbode  geben,  die  sich  auch  auf  Curvon  anwenden  lässt,  deren 
Gleichnng  redactibel  ist.  Sie  ist  jedoch  insofern  beschränkter,  als  u 
stets  coiiaUiut  sein  mnss. 
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Di(>  gesuchte  Funcüoii  u  kauu  iu  doppeller  Fem  daijgesteUt 
werden,  B&mlich  durch 

oder  doroh 

«— «  =  t{xi(^)  — Xi(ij)j. 

Ich  behandle  zuerst  den  Fall ,  dass  u  in  der  zweiten  Form  dar- 
gestellt wird.  In  diesem  Falle  ist  a  —  tt  auf  der  Curve  )  =  }!5(»?)t 
auf  der  gegebenen  Curve  jedoch  sei  ^  =  «?^f»;,  /)  und  t\  =  «]p(4,— *},  dem- 
nach iiiuss  sein  =  Xti<p{i)).  ist  9  eine  reelle  Fouction,  so  ul 
tt  =  Xs*  also  xi^) 

Zwilchen  |  und  jedoch  botleht  eine  ByaiiMtriicbe  Gleidmugi 
08  Ut  mithin,  wenn  ^  »  9>(|)  auch  |  *  9(17),  demnach  wird  stete 
eine  Wurzel  existiron,  bo  daes  tpivU))  •»  {I  iat 

Ist  nnu  r/)(|))  eine  symmetrische  Function  von  I  und  f(D 
und  bozeiehue  ich  dieselbe  mit  xCl)«  so  ist 

Wir  haben  also  erreicht,  dass  alle  u.  die  coustaut  sind  auf  der 
gcgcbcueu  turvc,  sich  darstellen  lassen  m  der  l'urui: 

^0  xi^^ffi^))  oine  wilikOrliche ,  jedoch  symmetrische  Function  von  i 
und  <pi^)  sein  muss. 

Ist  fp{i)  kdne  reelle  Function  von     so  ist,  wie  wir  schon  im 
ersten  Abschnitte  gesehen  hvben,  an  Stelle  von  ^(D  su  sotiea 
»t(|)  und  an  Stelle  von  ^(0  <»(i7)+*v(^)«  demnach  wird: 

«-«  =r  tixtf,  i»({)-f»(i))-x(t,  »W+ttCi?)} 

wo  X  wiederum  eine  reelle  und  symmetrische  Function  der  beiden 
Argumente  sein  muss. 

2)   n  habe  die  Form:  n  —  a^        +  erhält  man  leicht 

durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  oben,  dass  zu  setzen  ist: 

Es  sind  hierin  die  ^  und  %  stets  reeUe,  doch  wiHktrliche 
Funotioneii. 

Dass  übrigens,  wenn  an  Stelle  von  ;  g;(7j)  gesetzt  \iird.  die 
rechtem  Seite  versshwindet,  erkennt  man  leicht,  nur  muss  die  Bedm- 
guuffsgleichung  stattfinden 

9i9m = 
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Denrttge  Fanctioneii  ^fi^}  sind  aber  immer  vorhandeo.  Es  Ut 
fifit))  bmtimint  als  die  Wnrzel  oincr  algebraiflchoa  Gleichnngt  derea 
Unke  Setto  eiao  symmetrischo  FaDctiou  ist  iu  Bomg  auf  9(^(1))  und 
setzt  man  niin  an  Steile  von  l  ein,  so  erhftlt  man  eine 

Ofnimetriscbo  Gleiclinng  I  nud  9(1),  die  identisdi  ist  mit  deijenigon, 
dsreb  welche  als  Fnoction  von  |  bestimmt  wird,  diese  ist  also 
immer  erfOUt,  und  mitbin  ist  ^9»(lf)?— I  einoWoreel  der Qleichnng. 

Diese  soeben  aufgostollteii  Fuiictionou  u  besitzen  silintlich  auf 
der  gegebenen  Curvc  den  coustansten  Wert  a;  im  allgcmeincu  werden 
sie  nicht  nar  auf  dieser  einen  Curve,  sondern  noch  auf  verschiedenen 
aodern  gleich  a  sein,  es  bietet  sich  uns  jetzt  das  Problem  dar,  von 
diesen  Functionen  diejenigen  heraus  znsucheu,  die  auf  mehreren  ge- 
gebenen algebraischen  Cnrvon  constant  sind.  Zunächst  ist  klar,  dass 
je  mobrCunron  gegeben  sind,  desto  geringer  dio  Wilikttrlichlceit  der 
Foaction  %  sein  wird. 

Es  sei  iiuu  vorgcscliriebcn,  uiiic  Function  zu  bestimmen,  die  auf 
iIl'ü  boidoQ  algobraischon  Curveu  ^  =>  <Pi{ii)  und  k  =  SP»iv)  gleich  a 
wird. 

Diese  Ftoctioii  mass  sich  darstellen  durch  die  beiden  Formen: 

Uild 

diese  Qleichnngcn  gehen  dann  und  nur  dann  in  einander  Uber,  wenn 
I  eine  symmetrische  Function  ist  nicht  nnr  von  ^  und  sondern 
such  von  «(0  nnd  «(^(0),  wo  «» so  beschaffen  ist,  dass  ie(9i(l))  — 
^9s(0)i  M  ^fiM  Alflo  Bein; 

^  -  XiW«),  •(f,fö))-Ä<»(i|), 

Dass  die  rechte  Seite  verschwindet,  wenn  man  an  Stelle  von  C 
fi(ff)  oder  9^(17),  sieht  man  sofort 

Hätten  wir  n  dargestellt  durch  die  erste  Form,  also  durtli  dio 
^amme  zweier  i<'unctionen  wOrden  wir  zu  derselben  Function 
•(Q  gelangt  sein. 

Soll  t<  auf  den  a  vorgeschriebenen  Gnrven  C  »  9>i(f)  oder  gleich 
(wo  il  ->  1  ..  n)=:a  sein,  so  mnss  dtte  Function  m  den  Be- 

dmguugeu  genügen: 
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Em  fragt  sich  nuu,  wie  sind  derartige  FuQctioaeu  za  bestimmen? 
Die  Fnactonalgleidiiiiig  lOr  «  ist 

alsu  auch 
wemi 

gesetzt  wird. 

Ich  bilde  folgende  Fnnctioiienreihe : 

...  t-(ö  ... 

wo         bestimmt  ist  durch  die  Qleichang: 

t(t-i(5))-5  und  t-«(0  —  r-H»"*'^HO). 

Es  sind  nun  swei  FUle  tu  ttutencfaeiden ,  entweder  ist  die  Ab- 
zahl  der  so  gebildeten  und  von  einander  verschiedenen  FandioBeB 
eine  endliche  oder  nicht  Damit  der  erste  Fall  eintrete  .mn»  irgsad 
eine  Gleichnng  bestehen  von  der  Form 

ist  dies  der  Fall,  so  ist  ersichtlich,  dass  irgend  eine  symnelrlsohe 
FancUon  sftmtlicher  von  einander  nnterschiedenen  Fanctionea  f 
eine  der  gesachten  Functionen  »  ist,  man  wird  aber  anendliche  viela 
algebrüsche  Functionen  herstellen  hOnnen,  die  der  Fnnetionatgleichssi 
geattgen. 

Ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  existiren  aber  anendlich  viele  wm 
einander  verschiedene  Functionen  r,  so  wird  man  anch  hier,  um  « 
sn  erhalten,  ans  diesen  nnendlicb  vielen  Elementen  eine  symmetn- 
sehe  nnd  conveigente  Fnaction  bilden  mflssen.  Es  werden  aber  sar 
transcendente  Functionen  bestehen,  die  der  Fnnctionalgleichnng  §•* 
nflgen. 

Abgesehen  davon,  dass  man  diese  Reibe  nnr  anwenden  kann, 
wouQ  uttT  einer  Funclionalgleichang  zu  genügen  ist,  wird  die  Anf- 
stelluDg  derselben  schon  im  allgemeinen  unüberwindliche  Schwierig- 
keiten darbieten,  da  es  bei  einer  wenig  complicirten  Function  srhwer, 
oft  unmöglich  sein  wird,  das  »te  Glied  der  Reihe  in  independeater 
Form  darzostellen. 

Wir  veriassen  mithin  diese  Reihe  vollständig  and  tmAm  m 
schon  bekannten  Functionen  die  »  darzustellen. 
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DftB  Probidm  ItU  «ine  Function  »  so  sn  beBÜmmen,  dass 
0(f  )  ist,  irenn  swiadien  £  und  ^  eine  algebraische,  Jodocli  nicht  sjrra- 
me^ische  Gleichung  besteht.  Ein  Mittel  hiersn  bieten  die  periodi* 
seilen  Faoctionen.   In  der  Tat,  es  ist  z.  B,  siu^  «*•  sinii,  wenn  die 
Dicht  symmetrische  Gleichung  besteht  ^^tj  =  2n. 

Ist  aber  %  eine  periodische  Function  mit  der  Periode  er,  so  ist: 

wenn  t(ö-t(,)-.«  ist 

Soll  nun  diese  Oleichnng  eine  algebraische  Relation  zwischen  ^ 
nod  T}  darstellen,  so  mass  t(Q  entweder  selbst  eine  algebraische 
Fnoction  sein  oder  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  TOn  einer 
algebraischen  Function  von  ^ ;  in  diesem  Falle  wOrde  man  fllr  jeden 
Werl  ?on  a  eine  algebraische  Beziehung  erhalten.  Es  kann  Jedoch 
saeh  Uer  t  eine  transcendente  Function  h(>herer  Gattung  sein,  doch 
wirI  man  alsdann  nur  Ar  einen  bestimmten  Wert  von  «  eine  alge- 
biaiiche  Gleichung  erhalten.  Xsl  die  algebraische  Gleichung  swischen 
S  and  if  so  beschaffen,  dass  man  mit  Httlfe  dieser  Methode  zum  Ziel 
kommt,  so  kann  man  die  im  ersten  Paragraphen  gegebene  Methode 
benatsen. 

Diese  Fuijctioueu  siud  die  eiuzjgeu,die  man  mit  Hülfe  der  einfach 
periodischcu  Functionen  bilden  kann,  ik'uutzt  mau  mehrfach  ])erio- 
dischc  Fanctioneu,  su  wird  mau  auch  Functionen  eriudten,  die  dorch 
nehrere  Snbstitutionea  ungeändert  bleiben. 

Als  specielles  Beispiel  behandele  ich  den  Fall^  bei  dem  zwischen 
f  and  fj  eine  liueare  Gleichung  besteht  Es  ist  aber  eine  Function 
w  auüusteUuu,  gu  dabs 


Ich  nehme  an,  e»  sei  eine  Fancäon  von 


and  versnebe,  ob  sich  nicht  die  Constanten  a,  Z>,  c,  </  so  bestimmen 
IsBiffH^  dass 


ist 


Gs  moss  demnacfa  sein: 


also 
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/5c  +  (d  —  m)d  —  0  ow+ft  —  m{b  -f  Ar/) 

Ans  d«n  beiden  enteB  Gleieboogen  folgt  m  Bestfanmoiig  loi 
m  die  quadratische  Oleichnng: 

ferner  ist: 

rf  "     '« — m  ß        /Ja+(d — mjb* 

« 

bierans  folgt  zar  BeBtimmaog  voo  a  and  6: 

oder  da 

ßy  '=»  {a  —  m)  (d  —  m) 

Da  01111  I  nicht  gleich     sein  darf,  so  ntnss 

o-f  d—2m-^  0 

sein,  also 

m  ^. 

Dieser  Wert  in  die  Bestimmiingsgleichnng  fiftr  m  eingesetit,  giebt: 

Besteht  also  zwischen  den  €oefficien(ea  der  Snbstitiition  die 
Oleichnng: 

d.  h.  sind  dio  beiden  Wurzein  der  Gloichang 

(« —  tu)  (d  ~m)  —  ßy  =»0 

einander  gleich,  so  Iftsst  sich  stets  eine  Fonction  t(I)  an£rteUea,  so 
dass 


Ist;  also  ist  03  eine  Fuucüoii  von  t(^)  mit  der  Poriode  l.  Die?c 
Periode  wird  aus  den  beiden  noch  vollst&ndig  willkarlichen  Grössen 
a  und  b  besÜmmL 

3}  Diese  Bediugangsglelchong  finde  nicht  statt,  die  GUeichnog 

m**-(a+ d)  M+ «d— /}y  ST  0 
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habe  also  zwei  venchieden«  Wurzeln  1%  mtd  1%,  so  tftast  sieb  eteU 
ify»  Fnnctioii 

ufeteUoD,  80  dass 

In  der  Tat,  man  erhUt  zor  Beetimmnng  Ton  a^b^  c,  d  die  Qloi- 
dinagen: 

(e— m,)a  +  y5  —0  (« ^  —  m^) <r  +  yrf  -=»  0 

denen  immer  genOgt  werden  kann. 

In  diesem  Falle  ist  also  0»  eine  Function  Yon  logr(|)  mit  der 

7/1. 

Periode  log 

Sind  »»j  uii'l  VK^  reelle  Grössen,  ist  also  (« —  4  0}'>i),  so 
ist  aach  t(^)  stets  eine  reelle  FmiPtioQ;  sind  sie  jedoch  ('üini)lcx,  so 

mass  man  das  Additionsthcorcm  des  Arcus tangens  anwenden,  um 
reeUo  Functionen  2n  erhalten. 

Es  ist  , 

arctg  t  +  arc  tg  m  «=»  arc  tg  » 

wiedemm  sei 
also 

{ai+ß\  .  (att+by)i  +  aß  +  l'S 

wctgT  \^^)  -  arctg  j^iT+^yc+Te^+rfÄ 

und 

demnach  setze  ich: 
oder  geordnet: 

hieraus  folgt: 
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Wftren  die  Coefficienten  dieser  Gleichnngen  von  nall  verschie- 
den, 80  warde  man  erhalten  |  ^  |f  ttg)  wttrde  eich  also  mI  die 
Gonstante  redncircn,  es  ist  mithin: 

(a-l)«+y/l+mU«-0   «nd  1-.««+«) 

also 

also  reell. 

Sind  m  und  k  so  In  stimmt,  so  hsson  sich  zwei  GleichougeD  des 
Systems  aus  den  heidüii  audt^reu  ableiten,  es  bleiben  mithin  eodi  i 
übrig,  und  aus  diesen  folgt: 

(«  — J)a  +  2y&  2ßa-\-(i^a}b 

mithin: 

Ist  t(0  so  bestimmt,  so  ist 

arctgT^^^^j  =  arctgT(f)  +  aictgm. 

Nimmt  man  nun  irgend  eine  periodische  Function  Ton  aretgilO 
mit  der  Periode  arctgm,  so  ist  diese  Function  das  gesuchte  •. 

Wir  haben  für  r(^)  stets  eine  lineare  gebrochene  FunctioQ  ge- 
setzt, es  liegt  die  Frage  nahe,  ob  es  nicht  noch  gehrocheae  Fqdc- 
tionen  höherer  Geraden  giebt,  die  den  obigen  Bedingungen  genflgtst 

Stellt  man  die  Bcdingungsgleichung  flir  die  CocflficieuteD  einer 
solchen  Function  auf^  so  erkennt  man  dass  allen  Bedingungen  stets 
genügt  werden  kann;  eine  eingehendere  Untersnchnng  jedoch  erigiebt, 
dass  Zähler  und  Nenner  so  viele  gemeinsame  Factoron  besitzen,  oid 
auch  in  diesem  Falle  tif)  auf  eine  lineare  gebrochene  Fanctios  n 
reduciren. 

Teil  II.  Anwendungen. 

Die  soeben  entwickelte  Theorie  läset  sich  direct  und  ohne  grosse 
Schwierigkeiten  anwenden  auf  viele  Probleme  der  Analysis  und  der 
mathematischen  Physik,  da  bei  allen  diesen  AnwendnngeD  nur  dsfü^ 
zu  achten  ist,  dass  auch  den  Steügkeitriiedingungen  geottgt  wivi 
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Sind  z  B.  Functionen  zu  bestimmen,  die  stetig  sind  in  der  ganzen 
üoendlichen  Ebeue  mit  Ausnahme  des  Unendlichiicitspunktes  und  der 
von  tiiicp  oder  mehreren  Curveu  uingobcneii  Fläclie  ,  so  genügt  man 
den  Stetigkeitsbedingun^ren  meistenstentoils  schon  dadurch,  dass  man 
vou  allen  Functionen,  die  constant  sind  auf  deu  Bt'grun/,ungscurvcn 
und  die  die  gegebene  Unstctigkoit  in  der  Unendlichkeit  besitzen,  die- 
jenige auswählt,  die  dcu  bcstimmtou  constauteu  Wert  nur  auf  diesen 
Grenzcarren  besitzt. 

Asden  jedoch  stellt  sich  die  Sache,  wenn  Fonctioiieii  zu  be- 
stimmeii  sind ,  die  den  bestimmten  constanten  Wert  anf  einer  Gnr?e 
liesitsen,  in  derem  Innern  sie  in  bestimmten  Punkten  unstetig  werden 
sollen.  Die  Functionen  9(1}  und  9(1;),  die  wir  durch  Anflteung 
«Der  Gleichung  n  ten  Grades  gefunden  haben,  sind  hier,  direct  wenig* 
Btens,  meistenteils  nicht  anzuwenden,  da  sie  gewöhnlich  im  Innern 
der  Flflche  in  gewissen  Linien  oder  Punkten  endHcfao  Unstetigkeiten 
besitzen  werden,  oder  vidmehr,  da  sie  im  Innern  der  FlAche  gewisse 
linien  nicht  aberschreiten  dflrfen,  wenn  sie  am  Bande  der  FlAche 
mit  dem  vorgrschriebonen  Werte  ankommen  sollen.  Man  wird  in 
diesem  Falle  zurückgehen  müssen  auf  die  im  ersten  Paragraphen  ge- 
gebene ^Icthode  und  versuchen,  die  Gleichung  der  Begrenzung  dar- 
zuätelleu  in  der  Form: 

bd  weiteren  Rechnungen  sind  alsdann  nur  die  Functionen  x{^)  und 
anzuwenden. 

Als  speciellc  Anwendungen  werde  ich,  um  den  Umfang  dieser 
Abhandlung  nicht  zu  sehr  anwachsen  zu  lassen,  nur  zwei  Beispiele 
geben. 

§.  1. 

Die  G 1  c  i  r  1j gcAv ichts VC rte  11  ung  der  ElektricitUt  auf 
zwei  uueudiich  grossen  Cyliudern  mit  kreisförmiger 

Basis. 

Diese  Verteilung  ist  durch  die  Potentlalfunetion  ToUstftndig  be- 
stimmt Diese  Function  moss  den  bekannten  Stetigkeitsbedingungen 

genügen  und  constant  sein  auf  der  Peripherie  beider  Kreise. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Kroise  seien: 

s^-\-y*  «=  r-   und   ix'-a)*-\-y^  — 
oder  in  C  und  1}  ausgedruckt; 

Axtk.  i.  Math.  n.  rhy».  2.  £eihe,  TeU  IL  ^ 
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5.if  — r*  und  «(5+1?)  —  «* 

also  ist  auf  der  Peripherie 

if-j  und  1}  fZT«— 

Demnach  ist  zanftchst  eine  Ftanction  sn  bestimmen,  die  ongeiiidert 

bleibt  durch  Uic  Substitution:  15,  c-i — r~~«  i-  Um  unsere  frübertn 
.Entwiekeiangen  anznwendon,  ist  xn  setzen: 

die  in  m  quadratische  Gleichnng  wurd  mithin : 

also 

Diese  Gleichung  besitzt  zwei  gloidic  Wurzeln,  wenn  a*=(ri:p)' 
ist,  wenn  sich  also  die  beiden  Kreise  berflhren,  sehneiden  sich  die 
beiden  Kreise,  so  wird  die  Qoadratwnrzel  imaginftr,  liegen  sie  iSlEf 
von  einander  getrennt,  so  sind  die  Wurzeln  redl. 

1)   Die  beiden  Kxeiso  berUluen  sich,  und  es  sei  a  r-j-^ 

Ks  ist  znnftchst  die  Function  t(Q  aufzostellen,  diese  mfige  in  der 
Unendlichlceit  gleich  auU  werden  und  sich  durch  die  Snhstitntifm  m 
n  vermehren,  ich  setze  also: 

ferner  wende  ich,  um  u  aufzustcUcu,  diu  Forui  au: 

u-B  -  x(«(9)-)t(»(v(5)))+z(«(i7))-z(»v(ir)) 

und  setze,  da  u  in  der  Uiicudücbkeit  unendiich  werden  soU  wie  der 
Logarithmus  der  Entfernung: 

x(cüiS))  « i!logsinT(5), 

also  ist: 

,  ,       sinT(5),  sinT(9}) 
«^«  — it.  lüg 


Um  iit  aber 
«  whrd  also  gleich  «r  auf  den  Curven: 
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El  besieht  aber  folgende  Gleicbung: 
idtbin  ist  tt  —  or  aof  dem  CnrTeaqrBtem : 

oder  X  ond  y  eingefttbrt  auf  dem  Gnrvensyatem: 

Da  n  jede  beliebige  ZabI  sein  darf,  so  stellt  diese  Gleichaag 
ooeiidlicb  viclo  Kreise  dar.  Die  Entferoiing  der  Mittelpunkte  Tom 
Mollpimkte  sei     und  die  Radien  seien  Bn^  so  ist 

und 

(fiese  b^den  Kreise  sind  die  gegebenen. 
Fsrner  ist,  ivenn  »  positiv: 

nfr4-p)r  ,  r.p 

a»  «  ■    I    ,       nna  ~r  i  \  

slso 

Da,  wenn  «  >1,  i2»<  <»  ist,  so  liegen  diese  Kreise  sftmtlieh 
in  Innern  des  sweiten  Kreises,  nnd  ihre  Peripherien  gehen  doreh 
den  Bertbrnngsponkt 

Ist  «  aegatiT,  so  ist 

die  Bfittolpankte  liegen  also  in  dem  ersten  Kreise  nnd  ihre  Peri- 
pherien gehen  ebenfalls  durch  don  BorUhraugspunkt  Für 

«SS ±00  ist  e  =  r  nnd  ü^O. 

ille  diese  Krdse  sind  also  eingeschlossen  von  den  beiden  ge- 
gebenen; wenn  wir  mitbin  die  beiden  gegebenen  Kreise  als  Grenze 
des  insseren  Banmes  aniliisBen,  so  ist  «  im  ftnsseren  Baome  nnr  anf 
der  Oreue  gleich  «. 
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In  der  UneDdlieiikdt  wird  u  mieiidllch  wie  der  Logprithmu  der 
Entfenmiig,  die  ftbrigeii  Unatetlglceitspiiidrte  liegen  Im  iDiien  der 
Kreise,  wenn  man  den  Berflliningspiinlct,  wie  ee  in  diesem  Falle  «och 
sein  mnis,  m  den  inneren  Punkten  rechnet  üebrigeoB  kaoa  » is 
dem  Berflhraugspankt  keinen  anderen  Wert  bealtaen  ala  dies  fl^ 
koiat  man  leicht,  wenn  »  dardi  «  und  if  aasgedrlld^t  wird. 


£8  ist 

^    .  C08(T(g)  +  T(i;))  ^  COS(t(|)  -  t(i?)) 

»— o  =i;.log  .  — —  r— —  

cos  (tU)  +  Tin)  +  -  C08(»(ö  -  T(ia)) 

also 


»—  «  —  itlog 


cosfi--  M 


wo 


(X— r  1\ 


Diese  Functiou  ist,  wie  mau  leicht  li  kennt,  vollstiindig  eindeutig 
bestimmt  Ijis  auf  den  Bcrühruugspuukt,  Jiier  kann  u  jedni  bt  liebigea 
Wert  anneiimeu  und  dieser  Wert  wird  abhangen  von  rii  m  Wege  auf 
dem  man  7ii  dem  rtiTührungspuiiktc  gelaugt.  Da  man  aber  von 
einem  liiiu ck  hciid  uaiirn  Pnnkti  dos  äusseren  llaumes  zu  dem  Be- 
rührungspunkte nur  auf  der  geraden  Linie  x  =  r  gelangen  kano, 
so  wird  in  ihm  die  Kxpunentialgrüsse  unendlich  giOM«  dasAigoiieBt 
des  Logarithmus  also  gleich  1  und  mithin  «  —  «. 

2)  Die  beiden  Kreise  liegen  von  einander  getrennt  und  es  sei 

Die  beiden  Wurzeln  tn^  und  »n^  sind  reell,  mithin  ist  an 
da  fUr  I  »00,  logvU)  —  0  werden  soll: 


es  wird 


demnach: 


wo 


-     ti^-  sin(vlogT(|))Bin(»logT(iy)) 


sin  (v  log  (ÄT(|) ))  sin  ( v  log  (At(ij) )) 
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ZoDftcbst  eritennt  man,  dass  u  in  der  Unendlichkeit  unendlich 
wird  wie  der  Liogarithmiui  der  fiatfemniigi  es  wird  gleich  «  auf  deu 
Cnrvoii: 

o^  — (r'—m^)   01?  — (r*— m|)  ^  / mA» 

n  Wi 

10  stdlt  diese  Gleichung  die  raendlich  vielen  KtbIm  tos 

(1  — i»)ar« 


WO 


und 

Es  ifit  also 
ftfner 


^  ^  P  — jn,)  — ifc«.(r»  — m») 


Dieses  sind  die  beiden  gegebenen  Kreise,  diese  schliesseu  cbcüäo 
wie  im  vorigen  Falle  s&mtlicbo  übrigen  ein. 

Dieee  aoehen  aufgestellte  Fanetion  u  hat  denselheii  cottttaoteii 
Wert  auf  der  Peiiphene  beider  Kräse,  das  ist  oflleiibar  nicht  der 
lUgBBBeinste  Fall,  es  kann  ancb  «  auf  den  Peripherien  einen  ver- 
schiedenen Wert  besitzen.  Um  eine  solche  Function  zn  erhalten,  ist 
n  »  noch  der  Ansdmck  ^logT(C).T(i})  zn  addhren  oder 

Dieser  Ausdruck  ist  unätelig  uur  iu  den  Punkten 

*^*"Wh  — W4  A 

X  —  — jj-^,  y  —  0  und  x  =  — - — ^  y  —  0, 

also  in  Pnnkten,  die  innerhalb  der  beiden  Kreise  liegen.  Ferner 
wird  derselbe   auf    der   Feripberie    d^s   ersten  Kreises  gleich 


log  .      ^  nnd  anf  der  des  zweiten,  also  wenn 

gesetzt  wird,  gleich  auf  beiden  also  constaat 

In  der  Unendlichkeit  wird  er  null. 
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Um  nuu  u  im  aUgemeinsten  l  alle  aufzuöteilcü,  seUe  ich: 
(„-.(rt-«,))t+a"j^-^ 

und 

80  ist 
WO 

,     1»!        -         —  m, 

V  — »:log^-,  wj  — arctgiD 

Die  3  noch  wiUkflrlicIien  Gonstanten,  die  in  dieser  Fonnsl  snf- 
treten,  werden  bestimmt  dnrch  die  Werte  die  u  auf  den  beiden  Kreises 
and  in  der  Unendlichkeit  annehmen  soll.  Ist  die  Gesamtmasse  der 
Elektricität  gleich  null,  so  ist  auch  £  «  0,  also 

tt— a«*>  illogT. 

Der  Ausdruck  für  u  enthält  noch  zwei  vieldeutige  Fünctionen 
den  Logarithmus  und  den  Arcus  tangcns.  Der  Logaritiinius  arnss, 
da  i*  reell  ist,  ehonfalls  reell  «?ein,  also  ist  or  eindeutig  bestimmt 
Anders  der  Arcus  laugens.  Zunächst  ist  klar,  dass  man  an  Stelle 
von  arctg»  setzen  kann 

«  29  -J"  2n>f, 

wenn  9  der  Winkel  ist,  den  die  beiden  Verbiiiduug&iMen  der  Paukte 

"a*^*   y«0  und  «  — ^^-jÄ,  y  — 0 

mit  dem  Punkte  bilden.  Da  n  in  der  Unendlichkeit  logarithmisch 
unendlich  werden  soll,  so  muss  arc  tg  w  —  0  für  ^  00  sein,  hicnws 
folgt,  dass  n  ™  0  sein  muss ,  mithin  ist  auch  der  Arcus  tangens  eio* 
deutig  bestimmt 

Streng  genommen,  mOsste  ^  in  der  für  ^  positiven  Hnlbaxe 
entgegengesetzte  Vorzeichen  annehmen,  wie  in  der  fBr  y  negstiiea, 
wir  können  aber,  da  der  Wert  von  u  hierdnreh  nicht  geändert  iM 
festsetzen,  dass  q>  stets  das  positive  Yoneichea  hesitza 
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Ebenso  ^ic  ro  bat  auch  t  eino  ieicht  zu  übersehende  geomciri- 
scbo  Bedeutang.  Es  seien      und      die  Entfernungen  des  Punktes 
von  den  beiden  Pankten 


*  =  — - — y  •=»  ü  und  X  =  — y  *—  0> 

80  ist 


also  i&sst  sich  u  schliesslich  schreiben: 

cosf2vlug  ^i-)-^|(c2»'f-t-a-2«V) 
»— «  =  2^1ogj,  +iflog  — /  V  

C08(2V  log  ^  j  -  KcS'-y  +  c-^rv) 

Die  Unstotigkoitspunkte  rlor  Fuiictiou  u  liegen  sUiiitiich  auf  iler 
X  Acbsc  und  inuerhalb  der  beidou  Kreise  mit  Ausnahme  des  Unond- 
lichkcitspuuktcs.  Wird  n  =  r-(-p,  also  ^  m.,  so  geht  die  Func- 
tion, wio  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  über  in  die  für  zwei  sich 
berUhrende  Kreise  entwickelte  Potentialfunction. 

Liegen  die  beiden  Kreise  in  einander,  so  lässt  sich  die  Poteu« 
tiaUanctioii  leicht  aus  der  obigen  ableiten. 

3)   Die  beiden  iueise  mögen  sich  schneiden,  also 

r  +  ^>a>r— p. 

Es  ist  mithin  4f^Q^—(r^+if*^a*)*  eine  positiTe  OrOsse,  sie 
sei  gicicb  A*,  fener  sei  ^ 

so  setze  icli,  damit  IBr  i  =sq&  t(|)  =  0  wird: 

 Ji  

^  ^^^^  ~  2a6-(«»+r«— j«)  • 

lfm»  ist 
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arctg  r  (J)  -  arctg  ^ar^zr^a^^^-Q^n 

-  —  I arc tg r ( I) + arc tg  j  • 

und 

Feraer  ist 
aielgT(t) — aictgfCi}) 

Es  sei  min 


»  = 


A   _2a_  

V*  ^2«  


SO  wird 


wo 


V,  «=  7s:2arctgmi    -4  «=  arctg 

In  der  Uncudlichkeit  wird  r  ^  0,  mithin  miiss,  da  der  Cosinus 

gleich  1  werden  soll,  arctg  =  0  für  r 0  sein.    Dor  Arctg  wiH 

sich  aleo,  da  x  erst  unendlich  wird  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
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X  — 5- J -|-y»=:        oiaes  Ereues,  der  sich  nicht  im 

ionereo  Baume  befindet,  stets  in  dem  IntervaU  —  |  und  +^ 

finden.  Hieraus  ergebeu  sich  auch  sofort  die  Werte,  dioarctgm  und 
«w^g  «  1  \     st  MOTnehmen  haben. 

In  der  Tal,  t»  soll  dasein  anf  den  beiden  gegebenen  Kreisen ; 

l 

setzt  man  «*+^  =  r*,  so  wird  t  —  ^np^Tir^»  ^®  beiden  Co- 
sDUse  müssen  aber  einander  gldch  Verden,  dies  kann  nur  dann  ge- 
schehen,  wenn  anch  arctg^_|^^,_^|  sich  in  dem  Intorvalie  — 

and  befindet 

Setzt  man 

so  wird 

X 

Nnn  ist  aber 

m»  —  arctgl» 

demnaeh  mnss  damit  in  diesem  Falle  die  beiden  Cosinnse  einander 
gleich  werden  arctgm  dnrch  die  obige  Gleichung  bestimmt  seiu,  also 
ist  anch  arctgm  eindeutig  bestimmt 

Ich  gehe  nun  über  zn  der  geometrischen  Bedeutung  der  in  « «^a 
Toifcominenden  Functionen. 

Es  ist  ^  die  gemeinschaftliche  Sehne  der  bdden  Kreise,  die 

Entfernung  des  Sclnuttjuuiktes  dieser  Sehne  mit  der  Centralen  vom 
Nullpunkte  ist  — ^  — -  und  seine  Entfernung  vom  Mittelpunkte 

4-  — 

des  iweiten  Kreises  — ^   . 

Verbindet  man  den  Punkt  a-y  mit  deu  boiden  Schnittpunkten  der 
beiden  Kreise,  so  ist  der  Winkel,  den  diese  beiden  Verbiudunijslinicn 
miteinander  bilii«  u  rp  =-  arctgr,  wo  cp  positiv  oder  negativ  zu  nehmen 
ist,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist 
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Ferner  sei 


k 


und  ß  —  arc%  ^ 


X 


a  «  arctg 


80  sind  et  und  die  Winkel  den  die  Centrale  mit  den  beiden  IMn 
bildet,  die  einen  der  Scbnlttpiinkte  mit  den  beiden  Ifittäpiuiktn 
verbindet;  ^e  mflssen  Immer  spitze  Winkel  sein  nnd  baben  du  ih»- 
tive  oder  negative  Vorzeieben ,  je  nacbdem  das  Argument  ihres  Ar- 

cnstangcns  positiv  oder  negativ  ist. 

Die  Uüstetigkeitspnnkte ,  die  die  Fonction  besitzt,  können,  wie 
man  leicht  besonders  nnter  Zuhülfenahmc  der  geometriscbeu  An- 
schauang  findet,  niemals  ausserhalb  der  beiden  Ereiso  liegen,  foiglid 
ist  auch  die  Function  u  selbst  in  dem  allein  zu  betrachtenden  Raame 
eindeutig  und  stetig.  NatOrUeb  ist  hierbei  der  Unendlicbkeitspiiikt 
ausgenommen. 

Während  die  Niveaucurven,  also  die  Curvcu  «  Const  bei  dcu 
bisher  betrachteten  t  uiictloucu  stets  transceudcute  Cnrven  sind, 
können  bei  dieser  Function  auch  algebraische  Curvcn  auftreten,  die 
einzige  Bodiugung  dafür  ist  die,  dass  das  Verhältniss  tt:  aroig» 
eine  rationale  Zahl  ist.  Der  erste  hierher  gehörende  Fall  ist  der, 
dasa  sich  die  beiden  Kreise  rechtwinklig  schneidon,  alsdann  ist  osm- 

lieb  arctg m  —  ^: 

Zur  weiteren  Berechnung  wende  leb  die  Formel  an  bei  der  s 
nnd  y  noch  nicht  eingeführt  ist 

Es  ist  in  diesem  Falle 


a^  — r» 


ferner  ist 


nn(2arctgv(0)  =^ 


da 


a*  =    -j-  ist 


Demnach  wird 


(«*4-i^')((«-«)*+s^) 
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Ist  «  —  o,  SO  wird  die  Gleichung  der  Niveaacurve: 

ibo 

((•-a)«+|f»-(a«--f^))(««+s,«-r«)  -  0. 

Diese  Glcicbang  stellt  die  beiden  Kreise  dar. 

Man  hftite  übrigens  auf  diese  Function  dircct  auf  einem  äusserst 
leiebten  Wege  gelangen  können,  wenn  man  sich  die  Aufgabe  gestellt 
hitto,  diejenige  Potentialfnnctiou  zu  bestimmen ,  deren  Kiveaucurven 
Corres  fiorten  Grades  sind ,  die  sieh  Jedoch  für  einen  bestimmten 
Wsit  von  u  in  iwei  Kreise  serlegen. 


§.  2. 

.  Die  stationäre  elektrische  Strdmuug  in  leitenden 

Platten. 

Es  seien  ti «  die  Cnrven  gleichen  Potentials  and  ß  die 
StrSmungsUnien,  so  Ist  das  Problem  analytisch  ausgedrackt  folgen- 
des: 

Es  sind  diese  Functionen  derartig  zu  bestimmen,  dass  sie 

1}   der  Gleichung 

genügen,  dass 

S)  die  Gldchting 

01*  Bv  .du  Bff  ^ 

stattfindet,  dass 

3)  V  constant  ist  auf  der  Grenze  der  Platte,  und  dass 

4)  u  im  Innern  der  Platte  mit  Ausnahme  der  Ein-  nnd  Ans- 

strdmnngspuukte  eiudoutig  uud  stetig  ist ,  in  diesen  Punkten  jedoch 
auendiich  wird  wie  der  JLogaritbmuä  der  Kutferuuug. 

Es  sei 

5  —  ^(11)  oder  ^  —  9(0 

dis  Gleicbuug  der  Begreuzuug,  so  setze  ich: 

das 
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3t(«)+X(9(«))-a<i|)-2Wij))' 

80  sind  die  BedingiiBgen  1),  2);  3)  eiftUt. 

Um  der  Bodinguag  4)  Rechnung  zu  tragen,  sind  zunäihst  die 
Functionen  g>{^)  und  (p(ri)  zn  uotersachen.  Diese  FunctioDeo  sind 
Wurzeln  einer  Gleichung  n  ten  Grades  die  auf  der  Grenze  der  Platte 
übergehen  mOssen  in  ij  oder  i  D.  h.  wenn 

ist,  80  mnsB  kvi  der  Grenze  der  Platte  x  und  B  ^  werdoL 
Im  allgemeinen  wird  aber  dieses  nnr  stattfinden,  wenn  A  und  B  im 
Innern  der  Platte  gewisse  Linien  nicht  flberschreiteB.  Bldben  A  und 
B  stetig,  80  werden  sie^  wenn  diese  Linien  von  ihnen  flbersebiitten  sind, 
im  allgemeinen  mit  einem  andern  Werte  als  dem  veriaqgten  an  der 
Grenze  ankommen,  oder  aber  sie  mflssten  auf  dieeen  Linien  einen 
Spmng  machen,  dessen  Grösse  abhftngig  ist  iron  dem  Orte. 

Bei  der  Ellipse  z  B.  ist  die  Brcnnliuie,  oder  die  YerbindttHg- 
linie  der  beiden  BreunpuuiLte  eine  solche  Unatetigkeitslinie. 

Ist  dies  der  Fall,  so  kann  man  die  Function  q>iS)  und  also  aaoh 
die  obigen  Formeln  direct  nicht  anwenden.  Lftsst  sidi  jedoch  die 
Gleiehnttg  der  Begrenzung  sehreiben  in  der  Form : 

wo  CO  ciuü  rationale  Function  bedeutet,  so  kann  man  setzen: 
«-»  £Ai»Al0g(«»(Q— aA)(«(ll)*— «a) 

nnd: 


^—r^  —  XAiMAlOg 


Man  erkennt  leicht,  dass  diese  Fnnctioomi  allen  Bedingungen 

genügen,  auch  die  Lage  der  Einströmungspunkte  ist  leicht  zn  finden. 
Zu  bemerken  ist  noch,  dass,  wenn  die  Functionen  in  dieser  Fontt 

aulgL'sttllt  werden,  die  Einströmuugspunkto  sich  stets  auf  der  X  Achse 
befinden  müssen.  Siiui  nur  zwei  Unstetigkeitspunkte  vorhanden,  SO 
kann  man  dicts  stes  erreichen  dadurch,  dass  man  die  A'  Achse  durch 
sie  hiiuiurchlegt ,  siüd  jedoch  mehrere  vorbanden,  so  muss  inau  das 
Problem  teilen,  miiuer  zwei  Eiustroniuugspuukte  nehmen  und  die  d^o 
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gehörigen  Fonctionen  aufsuchou,  die  Suiiniu  der  so  erbalteneu  Fauc- 
tioneo  giebt  dann  schliesslich  die  verlaugte. 

Lisst  Bich  die  Gleichling  der  Begrenzung  jedoch  sieht  in  der 
obigfin  Form  daretellon,  so  kann  man  die  Functionen  9>(^)  anch  dann 
noch  benutzen,  wenn  die  endlichen  Unatetigkeiten  eonstant  sind,  d.  h. 
wenn  die  Difoeuz  der  beiden  Werte,  die  A  oder  B  anf  beiden  Seiten 
der  Unatetii^eitslinie  in  gegenflberliegenden  Punkten  besitzt,  stets 
znabhingig  ▼on  Orte  ist.  Die  Eiufübrang  einer  periodischen  Fnnc* 
tion  Ton  (p(^),  deren  Periode  gleich  dieser  Differenz  ist,  genQgt,  um 
diese  Unstetigkoiten  zu  veruichtcu. 

Sind  diese  Unstetigkeitcn  jedoch  abhängig  vom  Orte,  so  mflsste 
man,  nm  sie  fortzuschaffen,  eine  Function  zu  bestimmen  suchen,  die 
sich  nicht  ftndert,  wenn  man  zu  ihrem  Argnment  die  X^iffsrenz  der 
beiden  Unstetigkeitswerte  addirt 

Dieses  Problem  greileu  wir  uicht  direct  uu,  sondern  wir  vcr- 
sncheu,die  Unstotigkeit  coustaut  zu  machen.  TTier/.n  dient  die  im  <  rstou 
Paragrapbcij  ('iitwickeltc  Methode.  Die  mit  HuUl'  dit  ser  Methode 
gpfundenea  Functionen  sind  durch  Integration  bestimmt,  und  iu  der 
Gleichung 

7(iiJi)  +  liin)  =  «> 

die  die  Gleichung  der  Begrenzung  darstellen  soU,  tritt  a  als  Integra- 
tioDScottstante  auf,  die  lür  einen  bestimmten  Wert  die  Gleichung 
der  Begrenzung  giebt 

Siud  uuu  Xi  uiid  Xs  eindeutige  P'unctioneu  in  der  Art,  dass  sie 
keine  Wurzclgrössen  enthalten,  so  wird  auch  «  eindeutig  sein  Ist 
dies  jedoch  nicht  der  Fall ,  so  wird  a  im  allgemeinen  cbeusoviele 
veiachiedeue  Werte  aunchmcn,  als  diese  Functionen  vermöge  der  in 
ihnen  auftretenden  WurzelgrOssen  t)esitzen,  so  dass  zu  jedem  Wurzel- 
werte anch  ein  bestimmter  von  a  gehört.  Die  Functionen  %  jedoch 
werden  im  allgemeinen  beim  Durchiaufon  der  Platte  in  einander  über- 
gehen, es  wird  alsdann  auch  aus  dem  einen  a  ein  anderes  geworden 
sein  müsscu,  dies  ist  jedoch,  da  a  constaut  ist,  unmöglich ,  wenn  es 
Dicht  seihet  den  Sprang  ax-^o^  gemacht  hat.  Diese  Unstetigkeiten 
sind  aber  eonstant,  nnd  lassen  sich  stets  fortschaffen,  dadurch,  dass 
isan  an  Stelle  von  %  eine  periodische  Function  von  %  einführt  mit 
den  Perioden  ax—Vi  (X«l  ...  «),  wenn  ...  die  verschiedenen 
Werte  sind,  die  a  annehmen  kann.  Es  sei  <s  eine  solche  Function, 
so  wird  man  zu  setzen  haben: 

und 
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Berttcksichtigt  man  jedoch,  dass  die  Fonctionen  %  im  allgemeineo 
Abelsche  Integrale  sein  werden,  also  auch  die  Vieldeutigkeiten  der- 
selben besitzen,  dio.  da  ta  im  Innern  der  riutte  eiudeulig  sein  mius, 
aucli  fortzuschaffen  sind,  so  muss  man  dorn  o)  auch  noch  diejcuigeu 
reriodeu  erteilen,  die  hierzu  uutig  sind. 

Dio  Wim  den  obigen  Formeln  unterscheiden  sich  von  einander 
nur  durch  ihre  ^Nullpunkte,  es  soll  cda  in  dem  Punkte  ßji  gleich  onll 
werden. 

Das  elnfadiBte  Beispiel,  welehes  dm  dteneii  kann,  das  oben  (k- 
Bagte  zn  erlftatern,  iat  die  StrOmnng  durch  eine  elliptiaelie  Platte. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  sei 


oder 
alflo 

n  =  9(0  =       l (o" + ± 2 06 y e - (a« - b^) I 
hierana  folgt: 

J(6*-a»jl+(Äi'+a«)ij|€i|+{(6»-a»)i|-f  (6^+a«)f}rfij  - 

nun  aber  ist 

(5«— a»)5+(Ä»+«»)iy  -  +2afty5«— (««— Ä«) 

eingesetzt,  ergiebt; 

Vf^  —  («• — 0^)d^  +  y  §^  —  (a*  —1*)      —  0, 
demnach  iat: 

Die  Gleichung  der  liegrcuzung  ist  also  entweder: 

i^+VW-  (a«-  6«))  (,,+yij«  — («»—6»))  =  a, 

oder 

Ea  iat  «j  nnd  «5  zn  heatlmmen. 
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Beide  Gloicbiingen  mit  einander  multipHcirt,  gicbt: 
beide  Gleiehungcn  zu  einander  addirt: 

TOQ  einander  snbtrahirt: 

diese  qnadrirt: 

die  Wurzel  eliminlrt: 

Aus  dieser  Gleicliuug  folgt  nun: 

«1  — «j  =  +  4aÄ, 


and 

also  ist  uiiiwuder: 
oder  gleich  (a—b)* 
ood 

oder  gleich  (a+^)^. 


Im  Inoem  der  Platte  kann  jedoch  auch  {  in  zwei  verschiedenen 
Punkten  den  en^egengeeetzten  Wert  erhalten  nnd  man  kann  von  dem 
emen  Pankte  za  dem  anderen  immer  anf  einem  Wege  gelangen,  anf 
dem  die  Quadratwurzel  nicht  null  wird,  auf  dem  sie  also  ihr  Vor* 
zeidien  behftlt,  mithin  geht  alsdann  die  erste  Form  in  die  zweite 
Uber,  und  man  muss  von  log(5+  y^*— (a^Ä*))  eine  Function  bilden, 

die  die  Periode  2  log         besitzt,  femer  muss  diese  Function  aber 

auch  noch,  da  der  Logarithmus  unendlich  vieldeutig  ist,  die  Periode 
2zi  erhalten,  sie  wird  also  eine  elliptische  Function  sein  mit  den 

Perioden  Slog        und  2»». 

a  — o 

Bei  der  Aufstellung  derartiger  Functionen  muss  man  aber  stets 
die  einfachsten  nehmen,  ich  setze  demnach,  wenn  - 


»-l0g(l+y5^-(a^-A*)) 


Digitized  by  Google 


gQ  Ohn$»orge:  Zur  Ittt^fration  der  GUichung  4^u=s.O, 

z  »  8iuam(m2,  k). 

Die  beiden  constaDten  Grossen  m  und  h  sind  ans  den  beiden  Pcriodea 
zu  bestimmen. 

Ber  Modul  k  ist  eindeutig  bestimmt  dnrcb  die  Jacobi'sche  Grösse 

K 


da  aber 
und 

ist,  80  ist 
und 


4i:=.  2m.log ^ 
2K'  —  2mjj 


Auch  A'  und  K'  sind  durch     eindeutig  bestimmt. 

Es  werde  nun  v  unstetig  In  den  Punkten  i  —  (iu  H  ^  und 

sei 

-  log«+y5»-(a«-Ä«)) -log(fcl+  y^A« 

so  wird  die  Gleichung  der  Begrenzung 

«/.(5)4--;(^) 


=  loga+log.         yU*-(a*-48))(i»A+Vi?A*-(«^-^))  = 

deronacfa  setze  ich: 

—  XAiAAlog^nam--«u(6)  .  sioam  ^  zA(fl)  X 
sin  am     (/JA-a/(5))sinam  —  (ft— «A(i?))l 


und  also: 


sinam— «A(5).rinam  —(Px-nCQ) 


sin  am^       .  sinam—tf A-«(i})) 

Mit  Hülfe  der  soeben  entwickelten  Methode  ist  aber  das  Problem 
der  elelLtrischen  Strömung  vollständig  gelöst,  wenn  die  Begreu^nng 
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der  Platte  durch  eine  eibzigo  algebraJeche  Gldehnng  detgettellt  wer- 
den kenn. 

Bestellt  die  Begrenzung  der  Platte  ans  mehreren  algebraischen 
Cnnrea«  ae  hangt  das  Problem  ab  Tim  der  Bestinunang  ^ner  im  In- 
nern der  Platte  stetigen  nnd  eindentigen  Function,  die  sich  nicht 
ändert,  wenn  man  an  Stelle  des  Aiignments  eine  durch  die  specielleren 
Bedingungen  dee  Problems  bestimmte  Function  setzt 


iMk.  i.  Math.  1.  fki«.  S.  Btihai  Tfttt  U. 
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Die  Umkehnmg  des  Grundgedankens 
von  Hindenburg's  combinatorischer  Analyais. 

(FartMUmag), 

Von 

Friedrich  Roth. 


ib>  Die  wmlftr  f«wShali«h«B  CMnUiatlMim  ui  VarlfltItMii 

(Comb,  und  Yar.  mit  eingeschränkter  Wiederholung  and  Var.  n  be- 
stimmten Sammen.) 

In  dem  erften  Abschnitte  dieser  Abhandlung,  der  aof  8.  437— 
434  abgedruckt  worden  ist,  hatten  wir  diejenigen  Teile  der  Ck>D> 
binationslehre  behaudelt  ,  auf  die  man  sich  in  der  Ikigel  bei  dem 
Scliuluutcrnciit  bcBchraiikt,  Es  blieb«'  noch  übrig,  den  GrundgedaDken 
uuscTor  Arbeit,  der  sich  auf  dem  bisher  bclrachteten  Gebide  so 
fruchtbar  gezeigt  hat,  auch  auf  diejenigen  Zusammenstelluugtü  ge- 
gebener Elemente  anznwendcn,  welche  in  unserer  Zeit,  wo  die  Zwecke 
der  bt!liule  mehr  in  den  Vordergrund  getreten  sind ,  in  den  meisten 
LehrbüchiTn  —  (Beckers  Arithmetik  bildet  eine  mir  bekanute  Aus- 
nahme) —  keine  Beachtuug  gefunden  haben,  wahrend  sie  im  vorigen 
Jahrhundert  wegen  ihrer  Anwendbarkeit  auf  diü  Wahrscheiniicbkeits- 
rechnung  von  den  bedeutendesten  Mathematikern  der  wiederholten 
Erörteniiig  und  Untersnchnng  für  wert  gehalten  wurden.  Dass  der 
angebene  Grund  wirklieli  der  entscheindende  war,  erkennt  niim  so- 
fort, wenn  man  das  allgemeine  für  die  Cornbinatorik  als  grundlegend 
geltende  Werk,  die  ars  coujectandi,  etwas  genauer  ansiebt.  Nicht 
aUeiUf  dais  in  dor  Vorrede  l^ikolaoi  BernonUi  Yon  sich  sagt,  da» 
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er  for  HeraiMgftbe  des  Werkes  seines  Obeims  aufgefordert  worden 
tei,  weil  maa  tob  ihn  eine  Schrift  kannte,  In  welcher  er  die  von  dem 
letitenn  ansgehildete  Wissenschaft  aaf  Reditsfragen  angewandt  hatte, 
CS  ist  ancfa  der  erste  Abschnitt  des  Bnches  der  Berechnung  der  Wahr- 
seheuiliehkeit  heim  Würfelspiel  gewidmet,  während  der  zweite  Teil, 
der  die  eigentUche  Combinatorik  enthalt,  nnr  als  blosse  Zutat  er- 
schdnt,  ^ddisam  als  nnTormeidllche  Beigabe,  welche  die  HOifemittel 
bringt,  die  man  in  dem  für  praktisehe  Bedftrfnisse  entworfenen 
eisten  Abschnitte  gebrauchen  soll.  Ausserdem  wissen  wir  von  Pascal, 
dsss  er  durch  Aufgaben  aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  die 
BeCrachtang  der  Combinationen  geführt  worden  ist  Knn  wird  nie- 
fflsad  die  Wichtigkeit  bestreiten,  welche  die  Variationen  zu  be- 
stinnten  Swnmcn,  sowie  die  Combinationen  und  Variationen  mit  be- 
grenzter Wiedtfholaug  for  dio  Wahrscheinlichkeitsrechnung  besitzen, 
and  es  erklärt  sich  (bhcr,  warum  dio  Bfathematiker  Mherer  Zeit 
ihre  geistige  Kraft  mit  Vorliebe  an  diesem  Gegenstande  fibten.  Da* 
gef^n  ist  wol  der  Mangel  an  Durchbildung  und  wissenschaftlicher 
Strenge  dor  oinschlägigeu  Beweise  und  Formclu  daran  schuld,  dass 
gerade  dieses  Gebiet  bei  dem  Unterrichte  wenig  BcachtuiiL^  lindct. 
Tm  so  iuehr  scheint  es  gehoten,  gerade  hier  den  Versuch  zu  waireu, 
durch  neue  AufFassung  hesserc  Ablcilungcn  zu  schaffen  und  aligo- 
meino  Gesichtspunkte  für  solche  Aufgaben  aufzustellen,  die  bis  jetzt 
nnr  durch  rohes  Prob{r(m  und  dorch  Anstubrung  in  bestimmten 
Zahlen  gelöst  worden  sind. 

Betrachten  wir  zuiiäclist  die  Combinationen  mit  eingeschränkten 
Wiederhü laugen.  Hier  giebt  es  schon  eine  allgemeine  Formel ,  aber 
nicht  für  eine  bestimmte  Classe,  goudern  für  die  Anzahl  der  Com- 
ploiioncn  durch  alle  Classen  zusammengenommen ,  von  der  ersten 
aufsteigend  bis  zu  derjenigen,  welchf»  durch  die  Summe  allen  Wieder- 
holungscxponeuten  bezeichüet  wird.  Weingärtner*)  leitet  merkwür- 
diger Weise  diese  Formel  gar  nicht  ab,  sondern  teilt  sif  ohne  Be- 
weis mit  Er  entwickelt  nur  das  Gesetz  für  die  Anzalil  der  einzelnen 
Ordnungen,  d.  h.  derjenigen  Gruppen  dw  f  ormen,  die  dann,  wenn 
die  Elemente  aliiliabetisch  oder  umgekehrt  sich  folgen,  mit  je  einem 
P^leichen  Buchstaben  begiTtnon.  Im  llebrigen  verweist  er  auf  .lac. 
lienioulli.  Dieser  selbst  aber  reclinet  in  der  ars  coujectandi  ♦mit  rd 
lieh  nnr  ein  Beispiel  aus,  indem  er  vier  Elemente  a,  d  unnimmt 
and  als  Dimensionen  —  wie  er  treffend  die  hOchtmOglichste  Auzakü 


*)  Johami  Chiialoph  Weiagartner,  Conrtctor  hi  Erfurt»  Lahrbach 
d«r  eombinAtoriiehsn  Asalytit  na^h  d«r  Theori«  des  Prolrator  Hinden* 
b««s.  IfCiptigt  bei  Oarhard  FIdtcher  den  Jflngereo,  ISOD. 
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der  Wicderbolangen  nennt  —  nar  bestimmte  und  zwar  kleine  Zahlen 
wählt.  Daraus  folgert  er  ohuo  weiteres  die  allgeuK  ine  Regel.  Da- 
gegen findet  sich  ui  dem  Exemplar  seiner  Schrift,  das  ich  aus  der 
Göttinger  Universitätsbibliothek  erhalten  habe,  eine  lateinische  IUiiq- 
l)t iiierkung,  in  der,  allerdings  auch  nur  für  vier  Elemente,  ein  Be- 
weis auigoätellt  wird ,  der  es  mir  wert  zn  sein  scheint,  dass  er  der 
Oeffentlichkeit  übergeben  werde  Nacli  ( iiw  i  andern  Bemerkung  von 
gleicher  Tinte  und  gleicher  Handschrift  stammt  er  vom  Jahre  1736, 
könnte  also  nicht  von  Kästner  herrühren,  da  dieser  erst  zwanzig 
Jahre  später  nach  GOttiugcu  kam.  Der  Beweis  lautet  unter  Bei- 
behaltung der  InterpuQctiou  und  der  matbematiscbeu  Sclireibweifie 
seines  Urhebers: 

Sint  inveniendae  ooninnctioDes  littertr.  ^V^d»,  Fmtet  Bofi» 
a  dari  eouioBctioneB  m-)^!  qnaram  prima  est  altima  o*".  Hmni 
cnivis  st  aceedat  6,  dantar  noTae  cooimictionn  m-l-l)  et  hb  noiii 
si  addatur  alind  ^,  rmm  novae       1,  et  enm  haec  additio  proplv 

}/,  fieri  possit  r  vicibus,  patet  accedere  novas  coninnctioncs  rX"»-|-l. 

(^uare  numerus  coniuuctiottum  a^A'  est  f»+l  +  r  X         —  "+1 

X  r-f-1-  His  accedere  possoot  ob  ^  coniancüooes  »+l  X  »•+1 
X  t  in  quibus  est  c.   Qnare  fit  numerus  coniunctionnm  ai^b'^ » 

X  H^i X  rlT><  #  == 

sie  progrcdicndo  patet  accedente  di  summam  coniunct.   esse  ir-|~^ 

Xr+lxt+lxä+1. 

Ein  gaoz  all^emeiiier  and  Btreoger  Beweia  ist  mein«  WiMi 
noch  nicht  gefunden;  und  doch  giebt  es  nichts  Leidilsns  als  das, 
wenn  man  nur  die  HfllftnütCd  benntsl,  die  wir  im  eraten  Tdle  disser 
Abhandinng  augegeben  haben, 

Es  seien  gegeben  die  «  Eiemente  o,  6,  «...  die  bdefaste  ZsU 
der  erianbtea Wiederhoiangen  sei  hihw.  a^ß^y..,  ^i.  Dann wMe  die 
AnQsabe  nach  Hindenbnrg's  Ansdmcfcsweise  heissen:  Sache  die  As* 
zahl  der  Combinationen  für  den  Zeigw  aFhßtsr  . . :  m^.  Nun  hshes 
wir,  wenn  wir  die  Nullionen  mit  rechnen  und  die  einzelnen  Coa* 
plcziouGQ  durch  eiu  Pluszeichen  vorbinden, 

als  Arten,  die  nur  a  enthalten: 

1-f  a4-a2  +  a3  +  a*+  ...  -f  a«-»+o«, 

als  Arten,  die  nar  b  enthalten: 
als  Arten,  die  nur  c  enthalten: 
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eadkk  «It  Aften,  die  jnr  »  enfttMlten: 

1 4- 


Mit  Aiuiiahme  der  1  soll  jedes  Glied  aus  einer  dieser  »  wag- 
rechteo  Reihen  mit  einem  jeden  beliebigen  Gliede  der  anderen  Reihen 
zasammengestellt  werden ,  doch  so ,  dass  niemals  mehr  als  ein  Sum- 
mand aui>  derselben  Zeile  vorküinint.  Es  giebt  unter  den  durch  solche 
Zusamnieüstelluug  entstehenden  Trüducteu  anch  solche,  die  weniger 
denn  h  Potenzen  als  Factoren  haben.  Diese  multiplicire  ich  so  oft 
mal  mit  1,  dass  die  Anzahl  der  Fartoren  überall  n  beträgt.  Ordne 
ich  dabei  die  Buchstaben  nach  dem  und  füge  die  Einsern  an 

der  Stelle  der  fehlenden  Elemente  ein,  schreibe  also  z.  B.  für  ae^m* 
das  Product  a .  1 .  .  1 . 1  ...  1 .  i»*,  so  leuchtet  jedem ,  der  sich  die 
Regeln  der  Multiplication  vergegenwärtigt .  sofort  ein ,  dass  die  in 
der  Aufj/alie  l-;^ forderten  Combiuationen  weiter  nichts  sind  als  die 
Glieder  desjenigen  Polynoms,  dass  ich  bekoiniup ,  worin  ich  die  oben 
stehenden  n  wagerechten  Reihen  mit  einander  multiplicire  und  dabei 
d^n  Kinzelmultipiicator  immer  hinter  seinen  Miiltiplicaudcu  schreibe. 
Süllen  jedoch  die  Nullionen  nicht  mit  gezählt  worden,  so  muss  ich 
das  1»  wegnehmen,  das  durch  Multiplication  der  n  ersten  unter  ein- 
ander stehenden  Summanden  entsteht.  Wie  früher  verwandeln  wir 
die  Summe  des  polynomischen  Hauptproductes  in  die  Anzahl  der 
Glieder,  indem  wir  jede  Potenz  der  Elemente  gleich  eins  setzen.  Da- 
durch aber  wird  die  erste  wagerechte  Reihe  zu  l-h«i  zweite  za 
1+^  ^  9.  f.,  mitbin  die  gesacbte  Anzabl  der  Formen 


wo  den  im  Alpbabet  vor  f»  vorbergebenden  Boebstaben  be- 
leiebneL 

Ist  bei  den  Oombinationen,  nm  die  es  sieb  hier  bandelt,  und  bei  den 
esliprechenden  Variationen  die  einzelne  Glasse  Torgeschrieben,  so 
bat  man,  so  viel  mir  bekannt,  biitfetzt  znr  Auffindung  der  Anzahl 
der  Arten  weder  eine  eUgemeine  Begel  noch  eine  Formel.  Sind  die 
Wlederiiolnngegrenzen  in  bestimmten  Zahlen  gegeben,  so  lehrt  nns 
Jae.  BenionUi  Tabellen  entwerfen,  mit  deren  Hflife  man  die  gesncbte 
Grosse  ableiten  bann.  Doch  ist  dieses  Yerfabron  mttbselig,  weil  man 
die  niedrigeren  vnd  meistens  anch  die  nftcbst  höheren  Glessen  mit 
berecluwii  mnsa*  Betrachtet  man  dagegen  die  Elemente  einer  Jeden 
Cottptodon  ala  Factoren,  so  ist  nach  dem  oben  Gesagten  folgendes 
mmittelbar  klar. 


(l+«>(l  +  ^)(l  +  y)  ...  (1+^-1) (l+^)-l, 
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Sollen  die  n  ElonMiite  b,  c  ...  t  in  der  angegebenen  Weise 
zur  mter  Classc  zusammengestellt  werden,  so  ist  die  Aniahl  aller 
Arten  der  betreffenden  Variationen  ausgedrückt  durch  dio  Samine  der 
Coefficienten  der  poIynomiBchen  Bdbo,  die  dnrch  Awrechmog  vm 

(a+b  +  e+ 

cntst.  bt,  unter  Weglassung  aller  derjenigen  Glieder,  welche  oine 
solche  i*uteuz  der  ursprünglicheu  Summanden  a,  6  u.  s.  f.  enthalteu, 
detTU  Kxpoucu'  die  /ugehürigc  GrPii/e  der  Wiederholuugeu  über- 
schreitet. Die  Anzahl  der  ührifx  bleibenden  Glieder  gieht  um  zu- 
gleich die  MoTigL-  .irr  eiitsjn  f  <  ln  udeu  Combiuationeu.  Ist  keine  d  r 
Dimeusiuueu,  die  far  die  Wiederholungen  gestattes  sind,  kleiner  als 

«I,  so  bleibt  die  Potenz  der  ngliedrigen  Summe  a-|-&4~  ' 
ständig,  und  man  erb&lt  die  bekannten  Formeln  f&r  die  gemeioeo 
Variationen  und  Combinationen  m.  W.    Man  louin  also  die  zaletit 
gegebene  Regel  als  den  allgemeinen  Satz  ansehen,  unter  der  die  in- 
bescbrftokte  Wiederholung  als  besonderer  Fall  g^^hOrt 

Diese  Regel,  welche  dio  hier  zn  betrachtenden  Znsammeiutd- 
langen  auf  den  polynomischen  Lehrsatz  snrückfübrt,  bietet  znoftchit 
eine  £rlcichtening  des  Verständnisses  bei  der  Bereehmtng  der  Anzahl 
der  Comtänationen,  wenn  nur  fflr  ein  Element  die  Wiederholung  be- 
schränkt ist. 

Sind  z.  B.  unter  den  n  Elementen  fttr  t  allein  flir  s21e  aa- 
deren  dagegen  m  Wtederbohtngen  zulässig,  wobei  w  kl^ner  als  »  ist, 
so  fallen  in  der  Beihe  für  {a+6+e+  ...  alle  di^eniges 

Glieder  weg,  welche  Potenzen  von  t^^^  aufsteigend  bis  9*  eDthaltsa. 
Ton  diesen  Gliedern  sind  aber  so  viele  Yorhandeo«  als  sich  die  ttfarigss 

n — 1  Bachstaben  za  denjenigen  Classen  mit  Wioderholnogen  oosi* 
biniren  lassen,  deren  Dimensionen  mit  den  jedesmaligen  swiscbai 
w  +  t  nnd  m  liegenden  Exponenten  Ton  f  zusammen  m  antmadien, 

ihre  Anzahl  ist  also  unter  Benutzung  von  i) :  *) 


•)  Anmerkung.    Leider  ist  in  dem  ersten  Teile  meiner  Abhandlaug  auf 

der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ein  Druckfehler  öbcraehen  worden.    Ei  steht 

dort  "^CXO,  wofftr  selbstversUUidlich  <«C(n)  su  8eU«a  ist.    Will  man  abrigeu 
m  IM 

Gleichung  4)  mit  dem  von  Berob*  Eulcr  gefundenen  Sutse,  fUr  die  ich  m 
jener  Stelle  auf  Bakaer't  KUaottle  verwiesen  habe,  in  VergMchoog  brim«"* 
ao  letM  aan  n-f  m— r  ~lsj9>  dann  Untet  sie: 
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■C(«-1)+-C(ii— l)+*'C(n-l)+  ...  +«an-l))  +  *Crn-l) 
0  12  ••— 8  m—K-1 

Fttr  dai  in  der  Aotsabe  Oesoclite  ecgiebt  aich  mitbin 

Der  Vorteil,  den  dieae  Formel  gewahrt,  tritt  besoaden  dann 
hervor,  wenii  die  Qaseennlil  lehr  groie  iet  Mmi  versQche  z.  B.  die 
AuiU  der  Combimtioiieii  anr  100.  Claaae  IlBr  die  Zeiger  a^M^ioo^M 
Sit  HAU»  der  BemoQiU'achen  Tabette  sa  berecbnen,  und  man  wird 
bild  flimlldel  den  Arm  ainken  laaaen,  w&hrend  aie  nach  anaererVor- 
adirift  iia&cli  wird 

.«3)— c(a)  =  Q)- Q  -  mi-%1  -518a 

Bönen  &  CombinationeB  ao  aaageftbrt  werden,  daaa  bei  einem 
Teile  der  Elemente  die  Viederbolnngen  nnbeedirtailct,  bei  den 
aadem  dagegen  vorge achrieben  aind,  dergeatalt,  daaa  bei  dieaon 
air  eine  bestimmte  Menge  gleicher  Elemente  vorkommen  darf,  nicht 
mehr  nnd  nicht  weniger,  ao  haben  wir  eine  leichte  Anlgabe  vor  nna. 
Sollen  z.  B.  in  der  mten  daaae  von  den  Arten  Elementen  o,  ...  6 
daa  erale,  a  nnr  «mal,  b  war  ßmtX  n.  a.  f .  snlctzt  e  nnr  «mal  ge- 
teilt werien,  wihrend  die  andern  von  den  gegebenen  n  Elementen 
beliebig  oft  mal  wiederholt  werden  dOrfen,  ao  sind  ao  viel  Arten  vor- 

haDdcn,  als  diese  übrigen  n~k  Elemente  zur  nt~a  — «ten 
ClaMO  m.  W.  combiuirt  werden  können. 

Bei  den  entaprechenden  Variationen  entwickele  man  die  mte  Po- 
teoi  der  »gliedrigen  Somme  a+b+e+  in  der  Weiae,  daaa 
man  di^onigm  Elemonte,  deren  Wiederholnng  vorgeaebiieben  lat, 

eniieln  nimmt,  während  man  die  übrigen  n — k  aber  zn  einem  ein» 
zigen  Sommanden  zasammenfasst.   D.  h.  man  reebne  (a4^-)-...>{-04- 

/I  g  I  — 4~*~l~0*"  na-ch  dem  polynomischen  Satzo  für  die  Glieder 
h  ...  ß  and  aus.  Dann  eutbiUt  dacyenige Glied  der 


+e:;)rrv-+cr')('i:r) 
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entstehenden  Reihe,  in  weichem  die  Potenzen  o«*^  ...  e'  vorkorameu. 
die  gesuchten  Variationen.  Ihre  Anzahl  wird  gefunden',  indem  man 
unter  Beibehaltung  des  Coefficienten  für  jeden  Bnchatobea  1  letit, 
Dies  giebt,  da  dann  gi^ch  % — k  wird 

^'  o!/3!...£!(m-«--/J-...— f)!* 

Eine  Orappe  .von  Elementen «  die  in  jeder  Art  vorhanden  stin 
8oU,  beseichnete  man  froher  als  den  Kopf  der  ConMnafion  (cipit 
comhinatioais),  es  würde  daher  naoh  dieeer  Audmckawiriae  die  w 
ans  gelöste  Aallgabo  heiieea:  Saehe  die  Ancahl  der  ForiM  ftr  ik 
Combin.  nnd  Var.  dl  W.«  die  alle  den  GoadiiMlioBalnifif  «"l^...«* 
enthalten.  Fflr  die  Combiaatienea  ohne  W.  hat  sehen  Weliqlfliw 
in  dem  oben  •angeAlhrten  Boche  efaM  LOsnag  iBeisr  äsäff^  wi 
S.  264-5  nütgeteUt. 

Mit  Hülfe  der  Furinel  (8)  sind  wir  unn  im  St^andc,  auf  bcqucrrie 
Weise  die  Anzahl  der  \  arial  ionen  mit  ci unbeschränkten  Wiederholungen 
zu  berechnen,  wenn,  wie  wir  bei  den  entsprechenden  Combinationcn 
angenommen  hatten,  nur  für  ein  Element  eine  von  der  Classeozabl 
verschiedene  Dimension  der  Wiederholaagea  gegeben  ist  Weu 
nämlich ,  wie  oben ,  die  n  Ellemcnte  a,  6,  6  ...  l  in  der  m  ten  Clasie 
jedes  mmal,  t  allein  aber  nur  trmal  vorkommen  darf,  so  h&tten  wir 
in  der  Potenz  (a'4-i4~^+  ^  ^  nach  dem  hinonüschaa 

Lehrsätze  fOr  die  beiden  Summanden  a<4-A+  *.* «  wod  i  entwichBti, 
nnr  diejenigen  Glieder  wegamehmeai  welche  i  ia  -elaer  hihan  sb 
wten  Potenz  enthalten,  und  dana  onter  Beibehaltaag  der  Ceettei- 
entcn  fflr  jeden  der  Bochstabe^  o,  A <  eins  za  setien.  Ist  r  sin 
solche  Potenz,  r  mithin  eine  ganze  Zahl  zwischen  w  nnd  mt^  so  giabt 
uns  Fonnel  (8)  den  dorth  Aoslasooag  Too  I  wegftHe&den  Srnttasn- 
den,  indem  wir  r  lOr  «t  oder  ß  n.  e.  f.  schreiben  ond  die  ObHgss 
der  h  Grossen     ^  ... «  anll  werden  lassen.  Das  Gesodhie Ist dannlh 

r!(m-r)l      '^\m-rj^'"^'  * 

Die  Anzahl  der  Variationen  für  den  Zeiger  a^^b^^c'-^  [lu  der  hoa- 
dersten  Classe  würde  sich  demnach  bestimmen  als 

(2+1,--  (i  +  lf    +  ^+  f  2.  ) 

-  3*00  -(1  +  200+19800+1293600)  -  3^«^  — 1313601. 

ein  Ausdruck,  der  mit  Holfe  der  Logarithmen  weiter  aaszareclueo 
wäre. 
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Ist  dagegen  m  gleich  6  und  der  Zeiger  a^^'^c^d,  so  crhicltou  %vii 
fär  die  Anzahl  der  Complcxionon 

—  4096 -(1  +  18  +  135  +  540  +  1215) 
4096  -  190d  -  2167  =  3?. 

Bleibt  die  Classe  dieselbe,  aber  der  Zeiger  wird  so  äudert 

sich  in  der  letzteu  Gleicbuug  uur  %  uud  man  bekuinmt 

-729  -  (1  +  12  +  60  +  160+240)  -  739  —  473     256  =!  2« 


Wio  nir  fcbon  ia  der  Einleitung  2U  diesem  Abscboittc  ange- 
deutet haben,  war  eine  der  bekanntesten  Aufgaben,  an  der  niaucho 
bedentcnde  ICathematikor  des  17.  nnd  18.  Jahrhundorts  ihre  Kräfte 
?0Meht  baben,  die,  za  bestimmen,  wie  viel  Fälle  mflglicb  sind,  in 
denea  biU  einer  gewissen  Anzahl  von  Wflrfela  eine  verlangte  Snmmo 
von  Aogea  geworfen  werden  kann.  Diese  Aufgabe,  die  Jac.  Bernonlli 
doreh  fiatwerinng  einer  Tafel  gelöst  bat,  in  der  er  das  Gesnchte, 
schrittweise  an  einer  Immer  grosseren  If  enge  von  Wflrfeln  fortschrei- 
tead,  darch  ZasaamieBxftblen  einer  Reibe  lotrecht  unter  einander 
itsbender  Zahlen  berechnet,  führte  zu  der  Behandlung  der  Variationen 
in  gegebenen  Summen.  Die  Anzahl  der  Formen  in  jeder  einzelnen 
Qasee  hiefllr  durch  eine  allgemeine  Formel  anszudrftcken,  gelang  erst 
Hiadenbnrg.  Seine  Ableitung  ist  nach  Weingärtner  die,  dass  er  die 
erste  Zahl  der  Complezion  von  1  an  wachsen  lässt  so  hoch  als  mög- 
lich und  jedesmal  die  Möglichkeit  der  Yariationen  den  abrig  blei* 
beaden  Elemente  uatarsncht.  Indem  er  dieses  Yerfisbren  für  die  er- 
sten Classen,  von  der  ersten  aufrtelgend  bis  zur  vierten  durchlElhrt, 
ergeben  sich  fignrirte  Zahlen,  deren  Eigenschaften  er  ohne  weiteres 
verallgcnrelnert,  ohne  den  Enier'schen  Schluss  von  -m  auf  m  +  l  zu 
machen.  Abgesehen  von  dem  Mangel  an  wissenschaftlicher  Strenge 
und  von  seiner  Weitläufigkeit  hat  dieser  Beweis  noch  den  Nachteil, 
iiäs  Miau  nicht  recht  eiusiehL,  wo  eigeutlich  die  IJiiiomialcoefficienten 
iierkommcQ  bei  einer  Weise  der  Zusammenstellungen,  die  doch  schein- 
bar mit  den  Conibiuatioueu  ohne  W.  nichts  zu  tun  haben.  Sein  llr- 
hebcr  ahnte  nicht,  dass  in  dem  Grundgedanken  seiucr  cunibinatori- 
schen  Aualysis,  nilralich  darin,  dass  man  die  Elemente  in  den  Formen 
der  Combiuationen  m.  W.  als  Factoreu  betrachtet,  eine  viel  ein- 
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fachen)  und  gm  allgemeine  AbleiUiiig  des  fragKchen  Saint  nr* 

borgen  liegt 

Aufgabe.  Wie  grosa  ist  die  AniaU  der  ArtoD  derVaiiatnia 
m.  W.  in  der  mten  daaae  mr  Snnune  »? 

Auflösung.  Ich  schreibe  m  Buchstaben:  c  .  t  immer 
in  derselben  Reihe  hin  nud  setze  die  'zu  vanirenden  Ziffern  als  Ex' 
poncnton  derselben,  so  erhalte  ich  die  Abkürzungen  für  die  Combi- 
natidiit  11  m.  W.  der  m  Elemente  &  ,  c  u.  s.  f.  znr  n?ton  Classe, 
jodütb  nicht  vollständig,  da  kein  Buchstabe  verschwindon  darf  Dcon 
dann  würde  eine  jener  Ziffern  uuil  werden ,  was  nach  <lciii  Ijegriffc 
der  geforderten  Variationen  iiiclit  rrlaiibt  ist.  So  würden  wir  bei 
dem  in  Stahl's  *)  Gi  uudiiss  der  CombiuatioDsiehre  auf  S.  169  mi- 
geftthrtcu  Boiapielo  schreiben 

In  der  ersten  Form  statt  1117  a^li^^d^ 

„       22.      „            1441  aUMcf«, 

„       43.      „            2341  a^b*c*d\ 

„       64.      «           Söll  aMc*rf*. 

Sondere  itli  nun  in  dem  allRcmcineu  Falle  aus  jeder  Complexion  da? 
m  Faetoren  enthaltende  Product  a.b.c  ...  t  als  Coefficient  ab,  so  i>i 

der  übrig  bleibende  Factor  von  der  n  -mtcu  Dimension,  und  es  ist 
in  ihm  der  Wiederholung  der  Elemente  nach  keiner  Seite  hin  eiie 
Beschränkung  auferlegt.  Er  ist  also  die  Abkürzung  für  je  eine  Art 
der  gemeinen  Combinationen  mit  Wiederholungen  von  m  JBIemcrtss 

znr  warnten  GInsie,  mithin  bcxeiehnet  durch  die  Fonnel 

m(m-{-\)(m'\-2)  ...  (m  +  n  —  w  —  l) 
i.2.3.4...(ii  — m  -IX«  — m)  ' 

wofür  man  bekanntlich  auch  schreiben  kann 

(«•■m-fl)(ii  — m+2) ...  in  -  2)(i»-  1) 
1 .2 .3 . . .  (m  *3) (m -  2) (»  - 1) 

In  dem  letzten  Brnche  brauchen  wir  nur  den  Zahler  rttckwärt-  m 
lesen,  nm  darin  sofort  den  Hindenbnrg'schen  Ausdruck  in  erkesan 

9)  -/'"•^^ 

^'  (1,2,3,4...)  V»-l/' 


*)  Stahl,  Conr.  Dietrich  Martin»  Profeiior  ia  Jen«,  Qrmrfri«  ^ 
GonbinatioiMlehr«  nebet  Aawendaqg  dartdbea  aaf  die  Aaaljiii.  J«a 
Leipsig  1600.  Hemr  WoUgaqg  GOthe  gewidnet 
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diT  für  die  Variatiouen  m.  W.  in  der  mlcn  C  las  sc  zur 
Summe  n  gültig  ist  Dabei  haben  wir  nur  die  ältere  Bezcich- 
oaog  der  BmümialcocMcientou  in  die  jetzt  Übliche  umgeändert. 

Umere  Ableitnng  hat  uniser  dem  Toraige  der  Kürze  noeh  den, 
diK  wir  dnrcli  sie  wiedemm,  wie  es  oben  bei  den  gemeinen  Clombi- 
Bilionen  mit  nnd  denen  ebne  Wiederbolnngen  dw  Fall  war^  die  yer- 
adriedeoen  Teile  des  von  nns  betrachteten  Oeibietee  der  Mathmnatik 
nnter  einen  Oesicbtipnnlit  Tereinigen  nnd  so  Iftr  Lehrer  nnd  Ler- 
Mide  die  Arbeit  bedentend  Terringem.  Die  Variationen  sn  be- 
stiauntea  Snmmen  brauchen  jetzt  nicht  mehr  abgesondert  nnd  in 
gleicher  Betonnng  mit  den  andern  Znsammenstellnngen  behandelt, 
aoadetn  nur  anhangsweise  als  Beispiel  bei  den  Combinationen  m.  W. 
IwCraehtet  so  werden. 

Ansserdem  bietet  der  GcdankengaDg  nnsercs  Beweises  von  selbst 
dio  Lösnng  der  Aufgabe,  die  Zahl  der  Variationen  zu  bestimmton 
Sanunen  dann  m  finden,  wenn  der  Wert  der  Elemente  nicht  unter 
eine  gewisse  Ziffer  hcnnitcrgehen  soll.  Denn,  ist  diese  ^*,  und  setzen 
vir  wiedemm  die  Ziffernelemente  als  Exponenten  der  m  Bachstaben 
o,  e  ...  I,  so  können  wir  jetzt  aus  allen  Prodncten  der  Potenzen 
den  Coefficicnten  o^M«'  absondern,  sodass  die  Dimension  der 
Bseh  der  Absondemng  bleibenden  Prodncte  » -  km  wird.  £s  sind 

dem  also  so  viele  vorhanden,  ahi  sich  m  Grössen  zur  n  -Amten 
Ciasee  mit  nnbeschrinkten  Wtederholnogen  combiniren  lassen.  Nun 
ist  nadi  dem  schon  vorhin  erwähnten  Satze 


folglich  nach  vollzogener  Vereinfachung 

(ife,  Jb+1,         , , .)     V       «•  -  1        /  ' 
eine  Oleichnng,  die  sich  bei    «  1  in  (9)  verwandelt. 

Zlhlen  wir  in  den  hisr  betrachteten  Zosaauaenslellangen  die* 
jsnlgen  Complesionea,  in  denen  dieselben  Blemente,  aber  in  an* 
derer  Rtihenfolge  voriLommen,  immer  nnr  einmal,  so  erlmlten  wir 
die  Combinationon  sa  bestimmten  Snmmen.  Setze  ich  wieder  die 
Ziffemelemente  als  Exponenten  von  Potenzen,  deren  Grundzahlen 
»  Buchstaben  sind,  die  in  gewisser  Anordnung  hinter  einander  ste- 
hen, so  warde  es  Jetzt  gloichgttllig  sein,  welchen  der  Buchstaben  be* 
stimmte  Exponenten  zukommen,  wenn  diese  letzteren  Oberhaupt  nur 
in  e&ner  gewissen  Auswahl  vorhanden  sind.  So  wflrde  a.  B.  hei  den 
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Combinationen  der  4.  Classe  zur  Summe  10  die  Formen  a^b-c^, 
arb^cd,  abc^tl^  u  a.  nur  als  eine  goroebnet  werden.  Setzen  wir  nuo 
im  allgeujeinen  Falle  auß  der  durch  die  Potenzen  der  BuchsLabm  a, 
b  ...  t  gebildeten  Producten,  dii  wir  uns  durch  ein  Ploszoichon  ver- 
burulen  denken,  abe  ...  t  (im  eben  besprocbonen  Beispiele  ab  cd) 
heraus,  so  leuchtet  ein,  dass  die  in  der  Klammer  befindlichen  Sam- 
mauden  weiter  uichta  sind  als  die  Gattungen  der  gemeinen  Combi- 
nationen m  W.  von  m£leaieDten  zur  n— mten  Classc,  und  dasaibie 
Anzahl  gleich  ist  der  gesuchten  Anzahl  der  CombinatioBeQ  zur  SomiM 
n  in  der  m  ten  Ciasso.  Denn  dio  Gattung  (gemis)  oniCMit  ja  eben 
alle  solche  Arten  der  Combinationen,  in  denen  zwar  venehieiieM 
Elemente,  aber  mit  denselben  Verhältnissen  der  Wiederhohiiigen  vor- 
kommen. D.  h.  bei  3  Elementen  in  der  4.  Clane  wflrdea  ^ 
ab^.,  a<^,  l^e^  b<^  nor  eine  Gattung  der  gemeinen  CombinatioiieB  m. 
W.  bilden.  Eine  allgemeine  Formd  ftr  die  Combinationen  sn  be- 
stimmten Sammen  eigiebt  sich  bierans  niebt;  docb  kann  man  mm 
umgekehrt  die  fttr  letztere  von  Enler  entworfenen  Tabellen  dan  be- 
nutzen, um  dio  Anzahl  der  Qattangen  einer  jeden  Classe  bei  den 
Combinationen  mit  unbeschrftnbter  Wiederholung  zu  finden,  wenn  naa 
nur  die  oben  dargelegten  Beziehungen  zwischen  Classe,  Anzahl  dar 
Elemente  und  Summen,  wie  sie  unter  den  beiden  CbmbinationMrten 
bestehen,  zu  benutzen  gelernt  bat. 

So  bedeutend  der  Forfschritt  auch  war,  der  durch  die  Aufstel- 
lung der  Formel  fOr  die  Variationen  zu  bestimmten  Summen  gemsobt 
wurde,  so  genQgt  er  doch  noch  nicht,  um  die  Aufgabe  vom  Wflifel- 
spiel,  die  icb  oben  als  die  Veranlassung  zu  den  Untersuchungen  Iber 
diese  Art  der  Zusammenstellungen  gemacht  hatte,  YoUstftndig  zu  lösea. 
Denn  dieser  Formel  liegt  die  Annahme  za  Grunde,  daas  die  Zificm, 
die  zusammen  gleich  der  verlangten  Summe  shid,  den  böchstmOgiichen 
Wert  annehmen  kennen,  den  überhaupt  die  gegebene  daise  ge* 
stattet.  Bei  den  Worfeln  dürfen  dieselben  aber  nicht  Uber  6  hhu»- 
gehen.  Auch  dann,  wenn  man  mehrstellige  Zahlen  sucht,  deren 
Quersumme  eine  gewisse  GrOsse  haben  soll,  kann  man  den  Hfedea- 
burg'schen  Ausdruck  nur  dann  brauchen,  wenn  durch  diese  GiMe 
uud  die  Exponenten  der  Classe  die  HOglichkeit  ausgosehlossen  irird, 
dass  eine  Ziffer  Ober  9  hinaus  wichst  Unter  Beitetanng  der  ü»- 
wandlungon ,  welche  den  wichtigsten  Teil  unseitr  Idtatea  Entiricke* 
lungcu  ansmachton,  wftrde  man  hingegen  die  endgOltige  LOsaag  diefV 
Aufgaben  erreicht  haben,  wenn  es  gelinge,  eine  Regel  darftber  sif* 
zufnden,  wieviel  Complezionen  bei  den  Combikationen  Vit 
gloichmftssig  beschrflnkten  Wiederholtingeii  in  Jeder  be- 
liebigen Classe  möglich  sind.  Diesem  Ziele  führt  vis  aber  der  mver 
ganzen  Arbeit  zu  gründe  Hegende  Gedanke  um  einige  Scbrilte  alhar. 
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Wie  im  ersten  Abschnitte  behufs  Ableitung  »kr  Glcichnng  5) 
eutwickelü  wir  auch  jetzt  die  mto  Potenz  desselbeu  u  gliedrigen 
Polporos  nach  dem  binomischen  Lohrsatze  für  die  beiden  Summan- 

ilea  a-f-i-f"  •••  •  Von  den  Gliedern  der  entstehenden 

bimwiiscbeQ  Reihe  können  wir  nnn  aber,  wenn  er  die  Grenze  der 
crliibten  Wiederholungen  bezeichnet,  nur  diejenigen  branchon,  die 
wlelie  Poteniea  tob  t  enthalten,  deren  Exponenten  zwischen  0  und 

r Uegen.  Die  IhUenden  Potenzen  des  ersten  «-I  gliedrigen  Sum- 
naaden  warden  bd  einer  Toilslftndigen  Reihe  mit  dem  Exponenten 
m  begfamen,  nach  der  Jetzige  Yoranssetzung  können  sie  aber  im 
gttutigslMi  Falle  erst  bei  ia+b+  ...  an&ngen,  und  sie 

nteeDf  da  Ihre  Exponenten  sich  mit  denen  von  i  zn  m  ergänzen,  mit  der 
rten  Potenz  abschliessen.   Ist  daher  m  <^  (n — i)r^  so  besteht  die 
brauchbare  Reihe  aus  r+1  Gliedern,  von  (a-|-*+  ...  bis 
fa-j-i-f-  •  •  ist  aber  m  grösser  als  (m — l)r,  so  hat  sie, 

.1  die  crsteu  Glieder  wegfallen,  eine  geringere  Aubdehnuug  nui  bei 
«r ,  endlich  ist  nur  eine  Stelle  bi  auehljar,  nämlich  die  letzte, 

weil  alle  vorhiTgeliuudeu  soiclic  Potenzen  des  n  -1  gliedn^^en  ersten 
Summanden  enthalten,  deren  Exponenten  über  («  —  l)r  Bioigen.  Kr- 
■aubeu  wir  uns  imu,  damit  unsere  Darstellaug  nicht  gar  zu  schlep- 
pend wird ,  für  die  Anzahl  der  Combmatioueu  von  x  Eleineiiteu  zur 
tten  Ciasso,  wenn  jedes  der  Ict/.teren  höchstens  r  mal  vorkommen 
ö&ri,  dass  Zeichea  ^CXx)  (äuztäuhron^  so  würden  onsore  Schlüsse  unter 

Aivendnag  der  in  dieser  Abhaadlmig  m  Genftge  erörterten  Sitse 

zu  der  Folgerung  führen: 


/  Wenn  m  >  »— l.r,    'C{h)  —  •'C(n— Ij+'^C'C«— 1)+... 

11)  {   

i       „    m<«l— l.r«  —  »^Ctn— l)+»-an~l)+.., 

I  m—r  m—r  f  1 

\  m^l  m  M— r  1>i«  m 

Diaser  Sats  führt  also  die  su  lösende  Aufeabe  auf  dieselbe  Auf- 
gabe, aber  mit  einer  um  eins  geringeren  Zahl  der  Elemente  zorick. 
£r  ^ebt  mis  dadurch  dm  Fingerzeig,  von  der  niedrigsten  Zahl  der 
letzteren  anszngehen  nnd  stufenweise  fortschreitend  zu  den  höhem 
au£nisteigen.  Dass  für  ein  Element  in  jeder  Classe,  wenn  m  gleich 
r,  nur  eine  Complexion  möglich  ist,  bedarf  keiner  Erwähnung.  Sind 
7wei  in  combinircnde  Grusseu  n  uud  l  gegeben,  so  sind  die  brauch- 
a^iea  Arten,  in  Potenzform  ausgedrückt,  lolgeude: 
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Verbinden  wir  diese  Complexionen  durch  das  Piaszeichen,  so  könoeo 
wir  ans  der  dadurch  entstehenden  algebraischen  Summe  den  Factor 
^m-rim-r  hentussetzen ;  der  Exponent  dof  ersten,  die  Beihe  in  der 
Klammer  beginnenden  a  wird  dann  r— (m — r),  d.  i.  2r  —  m,  ood  da 
die  Exponenten  der  folgenden  a  immer  uro  eins  fallen,  die  von  b 
dagegen  in  derselben  Weise  steigen  bis  zu  so  leuchtet  ein, 

dass  die  KUmmer  diejenigen  Einzelproducte  enthält,  welche  ^  ab- 
gesehen von  den  Goeffidenten  —  die  Glieder  des  durch  AnsreehiBig 
von  {a+b^^  sich  eitsebendea  Poljmomes  bilden.  Die  AuaU 
dieser  Glieder  ist  aber  bestimmt  dnrcli  '*C(2),  folglich  haben  lir 

2r-m 

unter  Anwendung  der  oben  von  uns  angenommenen  Bezeichnongt- 

welso: 

12)         'C(2)  =  •^C(2)  -  ••a2r — m-flj  -  2r  -  i»+ 1. 
M  Sr—M  t 

Ist  r  kleiner  ab  ^m,  m  also  grosser  als  8r,  so  ist  gar  keine  Cmsbi- 
nation  von  der  geforderten  Eigenschaft  mOglich. 

Gehen  wir  zu  drei  Elementen  über,  so  lehrt  uns  Gleichung  11), 
dass  wir  den  Fall  wo  2r,  unterscheiden  müssen  von  dem,  wo 
m  unter  diesen  Wort  herabsinkt.  Nehmen  wir  zunächst  den  erstes 
Fall  und  setzen  m  gleich  2r-{-x,  wo  z  eine  ganze  positive  Zahl  be- 
deutet, die  kleiner  als  r  oder  ihm  gleich  ist  Dann  ist  das  Gesncbte 
nach  dem  ersten  Teile  von  11)  eine  Reihe,  welche  antegt  mit  'C{2) 

und  aufhört  bei  ^C{2),  während  die  Ausdehuuiig  (dimeuäio)  der  Lldsyä 

immer  um  eins  steigt  Knn  ist  der  erstare  Ausdmck  nach  der  lotsten 
Gleichung  glmcfa  der  Anzahl  der  Combinatiooen  mit  nnbeschr.  Wie- 
derholung von  2  Elementen  zur  (2r— r4-«)ten,  die  aar  r  -«leo 
Classe,  und  das  letzte  Glied  der  Seihe  wird  nach  demselben  Sst» 
zu  *6X2),  während  fttr  die  dazwischen  liegenden  Stellen  in  der  est- 

0 

sprechenden  ebenfalls  aus  (12)  abgeleiteten  Formel  die  Classe  immer 
um  eins  niedriger  wird.  Lesen  wir  die  Reihe  umgekehrt,  setzen  ftr 
X  seinen  Wert  m  —  2r  ein,  wodurch  sich  r  -  a:  in  9r  •  «•  verwandcK^ 
so  erbalteii  wir  unter  Benutzung  von  (4)  oder  (5): 

13a)   Wenn  m ^  2r,  «^C(3)  -  l+^C(f}+*C(i)+^C(2)+ ... 

2r  ISS 

Sr-w-l     Sr-w  »r-w 

Ist  dagegen  der  Olassenezponent  m  kleiner  als  2^,  so  setse  w 
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zunächst  m  gleich  2r~q  und  entwickele  nach  dem  binomischen 

Lehrsätze  die  Potenz  (a-^b-^c)*"  für  die  beiden  Summanden  a-{-6 
und  c.  Die  für  uns  brauchbaren  Gliedir  sind  dadurch  bestimmt, 
daas  der  £zponent  von  c  nur  bis  r  steigen  kann,  sie  sind  Also 

(a  +  6}ar-f-f  (a4-i)2r-f  .  .-f-  (a  -f  bycr-9  +      +         *  +  ... 

lo  dieser  Reihe  liegt  eine  Grenzscbeide  bei  (a-f-^)''-  Denn,  während 
bei  den  folgenden  niedrigeren  Potenzen  von  a-i-b  nur  von  unbe- 
schränkter Wiedarholoog  der  Saramanden  a  nnd  e  die  Rede  sria 
kann,  fallen  die  vorhergehenden  unter  Formel  (13).  Das  dritte  £ie- 
Bent  e  kann,  weil  seine  Potenzen  immer  nnr  eine  Stelle  geben,  kei* 
nen  Einflnss  auf  die  Anzahl  der  Coroplesionen  ansftbeD,  die  Jedem 
einielBen  Gliede  obiger  Blnomiafareihe  lukomnen.  Da  nun  Sr  q 
^Ml  »  iat,  10  betiigt  nach  12) 

bei  (a4-&)^~>    die  Anzahl  der  brancharen  Formen  ^C^2), 

„  (a+b)^-r-l   „      „      „         «  „  «£(2), 

•  •  • 

nleCzt  bei 

Bilden  wir  die  Summe  und  sählen  zn  ihr  i:*'C(2)  einmal  podtiT  und 

0  bis  2r-m-l 

ciiiiB&l  negativ  hinzu  und  verwandeln  die  dadurch  gebildeton  lu  ihm 
nach  4),  so  erhalten  wir  für  die  ticaamtzahi  aller  hier  in  Betracht 
kommenden  Combinationen 

a)  £»C(2)  —  X^C(2)  =  »^3)  -  •0(3). 

OUtr     Sktofr-M-l  r 

Wir  haben  nun  in  obiger  Binomialreihe  noch  diejenigen  Potenzen 
zo  betrachten,  deren  Eiponeaten  unter  r  herabgehen.  Hierbei  ist  die 
Gesamtzahl  der  Comploxtonen  leicht  zu  bestimmen  als  eine  Reihe, 
4ie  mit  •'C(2)  beginnt  und  bei  *'Ct2)  abschliesat  Zn  dieser  z&hle  ich 

r-q  r— 1 

wiederum  eine  mit  1  besioaende  und  mit  *C\2)  aul  hureude  gleich- 

vtige  Beibe  eimnal  pontiT  und  einmal  negativ  hinra,  aetie  für  q 
Minen  Wert  Sr—m  ^  schreibe  demBenAas  lllr  r  -  9— 1  das  gleiche 
1  «Dd  wende  4)  an,  m  kommt 

Iii)  ^ct2)  -  2;«6i(2)  -  "ttS)  -  «»cta). 
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Bevor  wir  nun  (J)  und  (II)  rounmien  nefamen,  mftdieii  «fr  m 
der  schon  anf  8.  90  cor  Ableitiing  von  9)  bennttten  Umiiudfanif 
Gebrancbf  so  dasa  wir  haben: 

Wenn  2r  ^  m  >  r,    '  6\3)  -=  «"C^r  + 1)  +  »^ar)  —  «C{2r  -  w) 

— »OC»  -r). 

Die  beiden  mton  Sumniunden  lassen  sich  noch  durch  Zasammen- 
ziohrn  viTeiiifaclicn ,  indem  man  die  bekannten  Werte  fär  sie  ein- 
führt, dann  r-pl  lieraussetzt  und  seine  Coefficieaten  2r-\-2  dorcb 
2  hebt.   Dann  gestaltet  sich  das  Gosochte  zu: 

13  b)   Weiia  2r^i»>r,   ^'(3)  —  (r+l)«-»C(2r -») 

M  t 

Solango  nicht  mehr  als  drei  Elemente  gegeben  sind,  können  v^ir 
jede  Aufgabe  über  die  Cumbinationen  mit  gleichmässig  beschränkter 
Wiederholung  lösen.  Will  ich  z.  ß.  wissen,  wie  oft  mal  mit  3  Wür- 
feln 13  Augen  geworfen  werden  können,  so  betrachte  ich  die  Würfel 
als  Stellen  einer  Variation  ra  W.  zur  Snmmn  13,  Denke  ich  mir 
nun  die  zu  summirenden  Ziffern  einzeln  als  Exponenten  von  a,  h  und 
c,  so  verwandle  ich  durch  Absonderung  des  Factors  abe  die  Anfgabe 
in  die  andere:  Wie  oft  mal  lassen  sich  3  Elemente  zur  10.  Classe 
combiniren,  wenn  jedes  nur  5  mal  voikommea  darf?  Gle^chang  13a) 
gibt  nne  daranf  die  Antwort; 

•-(7(3)  -  «C(S)  -  •'C(6)  =.  ^  -  2L 

2.6-6  6  ^  2 

Ebenso  nach  13  b): 

(5  + 1)2  -  '"^(0)  -  ^Cib)  -  «6-0-^-21. 

%  2  I.,s 

Wie  man  sieht,  gelten  beide  Formeln  ISa)  und  b).  Es  mnss  dies 
aach  so  sein,  da  nach  unsom  Annahmen  nichts  im  Wege  steht,  # 
Bowol  als  y  noll  werden  zu  Jassen* 

Sollen  mit  derselben  Würfelzahl  12  Aogen  geworfen  werden,  lo 
erhalte  ich  die  Ldsang: 

6€r(3)  -  & ^^C{\)-^C{4)  -  86         -  l 'I  * ^ 
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Diese  Ergebnisse  stehen  in  Ucbcreinstimmung  mit  der  erwähnten 
lieruouUi'sclicu  Tabelle,  das  letzte  auch  mit  Bockors  Aritlnnetik, 
2.  Buch ,  §  29  Beispiel  2.  Doch  besitzt  unsere  Furiie']  den  Vnr/.ug 
der  Allgemeinheit,  wahrend  jene  Tafel  für  jede  andere  Wiederhulungs- 
greoze  neu  entworfen  werden  mnss,  und  in  dem  letztem  Buehe  die 
Variationen  ^Yi^klicll  ausgeführt  werden.  Der  Vorteil,  den  der  von 
uns  vorgeschagene  Weg  bietet,  tritt  besonders  dann  hervur.  wenn  die 
gegebenen  Grossen  sehr  grosso  Zahlen  sind.  Würden  wir  z.  B.  die 
Fragf^  zu  beantworten  liabcn,  auf  wieviel  verschiedene  W^eisen  man 
1<H>)  Mark  so  unter  Ii  Personen  verteilon  könne,  dass  jede  nicht 
weniger  als  lÜJ,  aber  nielit  mehr  als  tiu)  M.  erliielte,  so  würde  für 
JEntwerfung  jener  Tabelle  das  Papier  und  das  Auge  nicht  ausreichen. 
Denn  man  hätte  501  Einsen  neben  einander  zu  schreiben,  dann  diese 
Reihe,  indem  man  immer  eine  Stelle  nach  rechts  rückt,  noch  500  mal 
darunter  za  setzen,  um  die  Summe  zu  bilden.  Wenn  man  dies  nan 
auch  durch  die  aufsteigenden  und  nieder  fallenden  natürlichen  Zahlen 
ersetzen  würde,  so  hätte  mftn  immer  noch  die  entstehenden  1001 
Ziffern  501  mal  schief  unter  einander  zu  schreibon  and  die  lotrechten 
Beihen  zusammenzuzählen.  Wir  dagegen  denken  ans  die  drei  An- 
teile als  Exponenten  der  Buchstaben  a,  b  und  c,  sondern  a^w^b^^c^'^^ 
tbenül  als  Factor  ab  und  können  so  die  gesuchte  Anzahl  der  mög- 
liehen  Fälle  ausdrücken  durch  13  b).  Es  ist  r«*500,  m  =  700,  m  also 
kleiner  als  2r.  Danacii  ergibt  sich  als  Ldsang: 

•*»C(8)  —  6012— »C(800)  — «C(2üO)  «=  251001  —  45150  —  20100 

TW  S  S 

-  185761. 

Wenn  wir  nun  die  Zahl  der  Elemente  von  3  an  immer  am  eins 
steigen  liessen,  so  wOrde  ons  die  Gleichnng  11)  die  Mittel  an  die 
Hand  geben,  die  betreffende  Formel  flür  jede  Zahl  der  Elemente  and 
bei  Jeder  beliebigen  Glasse  abznleiten.  Doch  wftrde  ans  das  za  weit 
flkfaitui.  Wir  beschränken  ans  daraaf  zu  zeigen,  wie  durch  die  An- 
wendong  des  Gmndgedanfcens  dieser  Abhandlang  noch  eine  einfache 
Beziehung  und  die  Yerallgemeineraag  zweier  schon  for  engere  Grenzen 
entwickelten  Sätze  aufgefunden  werden  können. 

Man  denke  sich  nämlich  alle  Formen  der  Combinationen  der  n 

Buehstaben  a,  l,  c  ...  i,  von  denen  ein  jeder  nur  r  mal  geset/t  ^ver- 
dtti  darf,  in  der  mten  Glasse  wirklich  ansgefOhrt,  betrachte  die  Ele- 
mente als  Factoren  and  teile  mit  einer  jeden  Complezion  der  Reihe 
nach  in  «^2^^  ..r:  dann  geben  die  Qnotienten  ditf  verschiedenen 

Formen  der  Siebartigen  Zusammenstellangen  in  der  «ir— taten 
GUusei  Und  zwar  sind  diese  letzteren  voUständig  vorhanden.  Denn 
feder  «tea  Dimension  eines  Elementes  in  den  orsprünglichen  CSombi- 
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nationci)  entspricht  immer  eine  r  —  «te  Dimension  desseibea  Badh 
ßtabens  in  den  Quotienten.  Wenn  x  von  0  bis  r  steigt,  fällt  r— r 
von  r  bis  0.  Nan  entateben  soviele  Qaotieuteii,  als  DivisoroA  da 
sind,  mithm  ist 

oder  in  Worten  ausgedrückt:  Es  sind  immer  gleichviel  ArUu 
in  je  zwei  solchen  Classen  voriiauden,  deren  Dimensionen 
gleich  weit  von  0  and  von  »r  abstehen. 

bt  nim  11»  grosser  als  (n— l)r  oder  ihm  gleich,  so  Ist  «r— « 

kleiner  als  r  oder  ihm  gleich;  die  Combinationen  sor  nr—w ten 
Classe  haben  also  dann,  aneh  wenn  jedes  Element  höchstens  r  msl 
vorkommen  darf,  unbeschränkte  Wiedwholung ,  folglich  nach  der 
letzten  Gleichung: 

14)  Wenn  m>(«— IK  —  •'CC«), 

m  nr—m 

eine  Verallgemeinerang  und  Beatfttigmig  von  12)  und  13  a). 

Wenden  wir  dies  auf  die  öfters  erwähnte  Aufgabe  vom  Wttrfel- 
spiol  an  und  fragen:  „Wieviel  Ffille  sind  möglich,  dass  man  mit  6 
Würfeln  ;i2  Augen  werfe",  m  wäre  bei  den  ensprechenden  C  ombi- 
nationen mit  glnichmässig  Li  s(  hr.  W.  r  5,  n  =  6,  «r  3^*,  »  = 
32—6.1  =  260  5.5),  mithin  das  Gesachte 

-^m)  -  -0(6)  -  -  126. 

Dasselbe  kommt  heraas,  wenn  m  gleich  i  ist,  oder  wenn  6+^  ^ 
10  Augi!u  geworfen  werden  sollen,  Eii^ehnisse,  die  dnrch  dieBer> 
nonUi'sche  Tafel  bestätigt  werden. 

Denke  ich  mir  5  regelmässige  Dodekaeder  nnd  bei  einem  jedcu 
aaf  den  12  Seitenflächen  der  Reibe  nach  1,  2,  3  u.  s.  f.  bis  12  Punkte 
eingravirt,  so  finde  ich  fttr  die  Anzahl  der  F&Ue,  in  denen  die  oben 
auf  liegenden  FlAchen  zusammen  50  Angen  zeigen,  nnter  Bereclinvng 
der  von  ans  gegebenen  Vorschriften 

"6(5)  —  »0(6)  =  -CCll)  —  1001. 

Hatten  wir  femer  dfe  Frage  m  beantworten,  wieviel  ZaUea  unter 
einer  Hillion  zur  Qnersnmme  37  haben,  so  lassen  wir  bei  ta  sar 
Somme  37  zn  variirenden  Ziffern  die  Noll  zn.  Solche  Gomplerionen, 
bei  denen  voroo  Nullen  hinter  einander  stehen,  geben  ans  dicgen^en 


Digitized  by  Google 


99 


Zahlen,  die  weniger  als  5  St.  lk  ii  haben.  Bei  den  zogehörigon  Gom- 
bioationen  mit  gleicbm.  besciuriüikteii  Wiederb.  ißt  jetzt 

das  Geraehte  also: 

^6  (6)  -  "0(5)  -  "0(9)  -  495. 

Obgleich  eg  bis  jetzt  immer  von  Erfolg  begleitet  war,  wenn  wir 
die  Variationen  zu  bestiromteo  Summen  auf  die  Combinationen  mit 
ortipreeliendeD  Wioderbolun^en  zarQckllliirten ,  so  will  ich  doch  den 
YersQcb  mAchen,  den  bei  der  Ableitang  der  bekanntesten  Combi- 
nationsformeln  von  mir  gebrauchten  Kmiatgrift  noch  einmal  zum 
Scblnaso  bei  der  Löaong  der  Aufgabe  ansnirenden:  Wie  gross  ist 
die  Ansaht  aller  Variationen  za  einer  bestimmten  Summe 
aller  Classen,  von  der  ersten  aufsteigend  bis  zur  hflchst* 
■dglichen? 

Wir  bilden  uns  nun  das  Prodnct  aus  den  n  Factoren 
fl(*+«i)(«+«t)(*<+«i)  ...  (r+«b-s)(#+««-^(#+««-i), 

wo  ff,,  »2  ...  on-i  Grössen  von  der  Eigenschaft  bezeichnen,  dass  ste 
die  Gestalt  de^enigen  Summanden  des  unmittelbar  vorhergehenden 
Factors  annehmen,  an  welchen  sie  bei  der  llultiplication  angefügt 
werden.  «,  wird  also  dann  zu  a,  au  i  oder  «j ,  zu  e  oder  Uf 
a.  s.  fort  Fahren  whr  nun  die  Multiplication,  wie  im  ersten  Teile 
dieser  Abhandlung  8.429—31  In  der  Weise  aus,  dass  wir  den  Einzel* 
taor  in  einem  sp&teren  Binome  immer  hinter  dem  betrolTendett 
GUede  des  unmittelbar  vorhorgehonden  Binoms  anfügen,  so  erhalten 
wir  die  wiederholt  auftretenden  Buchstaben  ttberall  neben  einander 
stehend,  durch  kefai  von  ihnen  verschiedenes  Element  von  einander 
getrennt. 

Denken  wir  uns  zweitens  die  Variationen  m.  W  /ur  Suiiuu  '  « 
"50  eutstantlen,  dass  wir  eine  Ucihe  von  n  Einsen  neben  einander 
hinschreiben,  und  dann  eine  bestimmte  Menge  der  letzteren  zu  <len 
Elementen  der  Variation  zusammenfassen ,  so  kanu  dies  gar  niebt 
anders  bewerkstelligt  werden,  als  dass  wir  neben  einander  liegende 
Einsen  zusammen  nehmen. 

Schreiben  wir  nun  in  der  angegebenen  Multiplieation  die  iu  dem 
Gesammtprüducte  vorkommenden  rote-üzeu  iu  üwvt  ursprLluglii  heu 
Gestait,  d.  b.  als  Productc  gleicher  Factoren,  von  denen  jeder  die 
erste  Potenz  eines  der  Elemente  a,  6,  c  u.  s.  w.  ist,  su  tritt  eben- 

7» 
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Jiotfij  Die  LmkeJirung  des  Grundgedankens  etc. 


falls  an  die  Stelle  des  Zablcucxpuuenteu  eines  einzelnen  BnchsUben 
eiuo  Kciho  von  ncbca  ciaandcr  stehenden  Einsen. 

Die  Yergleidiiiiig  beider  Darstellangvweisen  seigt  nasweidfliitig, 
dass  die  Poteozexponenten  in  den  bei  obiger  Multiplieation  ent- 
stehenden  Einzelprodncten  die  Elemente  der  Variation  zn  einer  Im> 
stimmten  Samme  vorstellen,  dass  folglidi  die  Anzahl  dieser  Prodide 
gleich  ist  der  gesuchten  Menge  der  Complexionea  der  frs^cto 
Variationen  durch  alle  Classen.  Die  Einzolproducte  sind  aber  die 
Glieder  der  polynomischen  Reiho,  welche  durch  AusmnltiplicireB  des 
Prodactes 

<'(*+«i)(«-|-«f)  (»+«»»-s)(<+««-i) 

erzeugt  wird.  Die  Summe  der  ganzen  Ueilie  verwandelt  sich  aber  in 
die  Anzahl  ihrer  Sammandcu,  wenn  wir  einen  jeden  derselben  gleich 
eins  sctzeui  und  dies  erreichen  wir  dadurch.  da«s  wir  für  jeden  Bach- 
staben 1  schreiben.  Auf  dieso  Woiso  erhalten  wir  iur  die  in  onsrer 
Auijgabo  gesuchte  Grösse: 

15)  1.(1  +  1)«-»  «2^». 

Man  wird  mir  vielioicbt  einwenden,  dass  dieses  Ergebnis  ja  Tid 
schneller  so  herzuleiten  gewesen  wäre,  dass  man,  wie  es  bei  Weis- 
gärtner  geschehen  ist,  in  der  für  die  mte  Glassc  geltenden  Formel 
9)  die  Menge  (m)  der  an  einander  zu  fügenden  Ziffern  TOii  1  bis  n 
wachsen  lAsst  und  dann  die  Biuomialooeffidentieft  zusammenzählt 
Wozu  also,  wird  man  vielleicht  fragen,  dieser  Aufwand  Yon  Aibat 
und  von  Kachdenken,  wenn  die  Sache  doch  dnüscfaer  zu  machen  ist? 
Dagegen  erwidere  ich,  dass  es  mir  in  dieser  Abhandlting  gerade  da^ 
auf  ankam  zu  zeigen,  wio  durch  die  Anwendung  der  Regeln  der 
Multiplieation  eine  jede  Formel  der  Gombinationslebro  selbständig  ^ 
fuDden  werden  kann,  ohne  dass  man  eine  der  andent  zn  keDses 
braucht  Es  ist  Ja  sdlerdings  bequemer.  Aber  einen  Fluss  mit  desi 
Boote  zu  &hren,  als  ihn  zn  durchschwimmen,  aber  das  YeigsIgeB 
der  KrafUeistnng  geht  dann  verloren.  Ebenso  mögen  dic({eaigei, 
welche  die  Vorzüge  des  in  dieser  Schrift  angewandten  Beweisfer- 
fahrens  nicht  anerkennen  wollen,  meine  Entwickelungen  als  eine  iit 
geistigen  Turnens  betrachten,  meinetwegen  nur  als  ein  aadeheodes 
Spiel,  bei  dem  es  darauf  ankam  zu  zeigen,  wieviel  GoIdkMer  in  dsffl 
Grundgedanken  der  combinatorischen  Analysis  Hindenbnrg's  verboigeB 
liegen,  wenn  man  dieselbe  Oberhaupt  als  die  innige  Yerwmndtscbsft 
auffasst,  die  zwischen  der  Gombinatiouslohre  und  der  Molttplioatiofl 
mehrstelliger  Grossen  besteht 

Buxtehude  im  Aprü  1884. 
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VI. 

Miscellen. 


1. 

Ein  Beitrat  snr  SeMtealeiire* 

Werden  die  Tangenten  zur  Selbstscbattengrenze  der 
schiefen  Schraubenfl&cliü  bei  parallelen  Lichtstrahlen  con- 
stntirt,  so  bedient  man  sich  gewöluUich  des  Dufan'scbeu  Theo- 
rems*). Ob  zwar  die  dazu  nötige  Constmction  genng  einfach  ist, 
kann  man  sie  dennoch  ohne  Benutzung  des  genannten  Thcorem's  da- 
darch  TereinÜBtchen ,  indem  man  den,  znr  Constraction  der  Selbst- 
sfhattengrenze  nötigen,  Linien  eine  andere  Bedeutong  gibt 

In  der  Figur  sind  die  horizontalen  Projectionen  der  Axe  A 
der  schiefen  Schraubcntiäche,  und  der,  im  bestimmten  Sinne  sich  be- 
wegenden, Erzeugenden  /' dieser  Fläche  dargestellt.  Die  Erzeugende 
P  schneidet  die  Axe  im  Pnnkto  a  uud  die  Entfernung  ihrer  horizon- 
lalen  Spur  m  von  der  Axe  gibt  den  Parameter  ?•  der  horizontalen 
Spur  der  SchranbontlaLhe  an.  Die  Gerade  welche  den  Punkt  a 
enthält,  und  ihre  Spur  im  Punkte  m'  hat,  bestimmt  die  Richtung  der 
parallelen  Lichtstrahlen. 

Um  ebe  TOrteübafte  YereinfiMdiang  der  weiteren  Constmetion 
SD  eneidieii,  setst  man  gewöhnlich  Torans,  dass  die  Projections- 
Ebene  sich  mit  der  Erzengenden  P  bewegt  Wir  werden  nns  aber, 
dieser  Toraassetzong  entgegen,  dmken,  dass  sich  die  Erzeugende  in 


•)  „Traitb  de  gi^o ra t'tr ic"  doscri ptive"  p*r  Jale«  de  la  Ooor- 
a«ri«.  Xroisi^iM  parti«,  art.  994,  lOU. 
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jeder  ihrer  Lagen,  samt  ihrer  Berilhrangsebeno  in  der  normalen 
Riclitun«?  '/«r  Projections  Kbeae  so  weit  bewegt,  bis  sie  den  Pankt 
a  ontlialt.  Dann  bilden  alle  Geraden  P  ...  eine  Eegelfläcbe  K  (deü 
Richtnugskegol),  nnd  ihre  Spnrpimkte  befinden  aieh  in  einem  üniie 
als  der  Spnr  dieaer  Flftcbe. 

Die  Geraden  P  und  L  bestimmen  eine  Ebene  B,  die  zn  des 
Lichtstrahlen  parallel  ist.  Um  den  Bcrühningspunkt  d  dieser  Et)eBe 
mit  der  Schraubentiache  zu  bestimmen,  errichten  wir  zu  der  Pro- 
jcction  der  Erzengenden  f  niae  Senkrechte,  und  tragen  auf  diese  :a 
bestimmter  Richtung  mitteist  dos  Kreises  K  den  Parameter  r  über. 
Vom  80  erhaltenen  Punkte  /  ziehen  wir  eine  zweite  Penkrechte  luf 
die,  durch  die  Punkte  m  und  m'  bestimmte  Spur  M  der  Ebene  B. 
Diese  Senkrechte  ist  die  borizontale  Projection  einer  Geraden  des 
grOsflten  Falles  F  {in  der  Ebene  B),  welche  die  Gerade  P  in  dm 
gesuchten  Bertthningspiinkte  d  schneidet,  liire  Spar  befindel  aick  m 
Punkte  A. 

"Die  Prnjectionen  aller  dieser  Geraden  des  grössten  Falles  F.  . 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  <,  der  auf  einer,  in  der  Projecüoü 
des  Punktes  n  zu  der  Projection  der  Geraden  L  errichtetea  Senk- 
recbt*^Ti  liegt,  und  dessen  Entfernung  von  der  Axe  A  der  KiitfernanK: 
der  Spur  m'  von  derselben  Geraden  gleich  ist.  Darnm  bildeu  die 
Geraden  F ...  ein  einschaliges  Hyperboloid  H,  dessen  Leitlinien:  die 
Gerade  L,  die  horizontal -projicirende  Gerade  Z  nnd  der  Kreis  J7 
(welcher  die  Sporen  aller  Geraden  F,,,  enthftlt),  als  dessen  boriioih 
tsle  Spur,  sind. 

Die  constmirende  Selbst schattengrenze  S  können  wir  als  die 
Schnittcurve  dieses  Hyperbolüi{is  mit  der  Kegelfläche  K  betracliten 
und  auf  Grund  dessen  ihre  Tangenten  als  den  Schnitt  der  beiden, 
im  Punkte  a  zu  beiden  Flächen  construirten  Berührungsebenen,  be- 
stimmcu  Die  Tangente  im  Punkte  m  zu  dem  Kreise  K  ist  die  hori- 
zontale Spur  der  betn  tTendcn  Berührungsebene  der  KegclflSrhe.  Die 
Berührungsebene  des  iiyperboioids  im  Pnnkte  d  ist  dur^  h  die  Ge- 
raden /'  des  einen  und  G  des  zweiten  Systems  bestimmt.  Durch  die 
Spurpunkte  h  und  h'  dieser  Geraden  geht  die  Spur  dieser  zweites 
Berührungsebene.  Der  Schnittpunkt  p  der  Spuren  beider  Eknm 
bestimmt  mit  dem  Ponkte  ä  die  gesuchte  Tangente  T.  — 

Diese  Construction  der  Selbstschattencurve  so  wie  ihren  T^- 
genteu  hat  volle  Geltung  auch  für  die  gerade  SchranbenfUc^« 
als  einem  Special&Ue  der  schiefea  Schranbenflftdie. 

Die  Kegcltiäciie  K.  gelit  in  eine  mit  der  Projectionsebene  pttll* 
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Mp  Ebene  über.  Diese  Ebene  schneidet  das  Hyperboloid  H  in  einem 
Kreise,  in  dessen  Projcction  sich  Wiek  dio  SelbstAChatteucurve 
dieser  Schraabenfläche  projicirt 


In  Johns  Hopkins  IJniversity  Circnlars,  Baltimore  1882  p.  17b. 
findet  sich  der  folgende  interessante  Satz  ohne  Beweis  aufgestellt 

^ebt  man  panlldl  allon  Hauptnormalon  einer  geschlossenen 
Corre  Tom  Mittelpunkte  einer  Kugel  Radien,  so  teilt  die  Corre  der 
Endpunkte  die  Oberfliche  in  zwei  gleiche  Teile." 

Da  die  «sphärische  Curve  geschlosBcn  sein  muss  nm  einen  Kugel- 
Üäcbenteil  zu  begrenzen,  so  sct/t  der  Satz  otfonbar  Stetigkeit  der 
Urcorre  mindestens  bis  anf  2.  Ordnung  voraus. 

Sei,  ZOT  Prafang  des  Satzes,  der  Kugelmittelpnnkt  Anfang  der 
x^,  der  Radius  «  e.  Dann  ist,  wenn  (xya)  einen  Punkt  irgend  einer 
geschlossenen  sphärischen  Cnrre  bezeichnet,  und 


geselEt  wird,  der  KngelflflchenteU  zwischen  der  Corre  nnd  der 
Ebene  (Aeqnator) 


wo  k  ganze  Zal,  und  die  Flächen  auf  negativer  Seito  des  Ao^uators 
negativ  zu  rechueu  sind. 

Bezeichne«  fgKf'gh\  Imn  die  Richtungscosinus  der  Tangonto, 
Hauptiiornuilo .  Binormale  der  Urcurve  *  ,  dann  vcrlaugt  nach  Sub- 
stitatiou  vuu  c/',  eg',  ch'  für  xt^z  der  SaU,  dab^ 


F.  Prochizka. 


Bemerkaug  zu  einem  Satze  von  Craig. 


3 


(1) 
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Mi.  Ans  der  letaEtern  GleidimiK  findet  man,  wenn  dv,  da  die  Cooli- 
genzwinkel  der  Tangente  und  Emmmnnpaxe  bedeitteii: 

daher 
nnd 

wo  die  ganze  Zahl  zunächst  unbekannt  bleibt.  Ihr  Wert  hängt 
von  der  Anzahl  der  VorzeichenwcchBel  von  /  und  /  ab.  Da  /  für 
sich  nur  eine  i:cradc  Anzahl  Wechsel  erfahren  kann,  so  muss  ge- 
rade sein  und  sei  —  2k^.  Dann  zeigt  die  erste  Gl.  (1),  dass  (wofen 
nicht  /'  constant     1  ist) 

sein  muss.   Macht  also  die  Hauptnormale  nur  einen  Umlauf  um  die 
9  Axe,  so  dass  k  =  l  wird,  so  ist        0  nnd  der  Satz  richt^. 

Gehe  ferner  ^,  und  v,  mal  l  bei  positivem  /*,  ia^  und  mal 
bei  negativem  /  vom  -J-  zum  —  und  vom  —  zum  +  über,  dann  ist 

Es  mnss  aber  sein 
folglich  ist 
oder 

_   .  *äi  =  (»i— Vi-*  — (m-v,)  (9)  i 

Da  ferner 

f  ^ 
b  arctg  j  ==»  -  öarctg^  I 

ist,  so  lägst  sich  bei  Bestimmung  von  Jt«  auch  die  Tangente  mit  der 
Bioormalo  vertauschen,  während  ^  nur  seiu  Yorzeicheu  wechselt 

Ansreicliendo  nnd  notwendige  Bedingung  des  Satzes  ist  alio,  dm 
der  Winkel  zwischen  der  Binonnale  nnd  einer  beliebigen  Genden, 
in  Intervallen  wo  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  nnd  Jeaer  Ge> 
raden  spitz  ist,  ebenso  oft  ans  einem  spitzen  in  einen  stnmpfen  Aber- 
geht  als  umgekehrt. 

Tst  diese  Bedingung  ftir  eine  Gerado  erfüllt  so  ist  sie  es  für 
jede,  üeberdics  ist  sio  dann  mit  vertaascbten  Rollen  Ton  Taageate 
nnd  Binonnaie  erfollt  nnd  umgekehrt 
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Gleicbwol  möchte  dieser  weitesten  Ausdebmwg  des  Satzes  eine 
cogerc  Begrenzont?  vorzuziehen  sein.  Er  uinfasst  uuuüicli  auch  Fälle, 
wo  zu  seiner  Venhcation  Flflchenstürke  auf  der  einen  Seite  doppelt, 
.laf  der  andern  negativ  gerecluiet  müssen,  und  verliert  darch  diese 
uütwrndigen  IntorpretatioüOü  seine  Einfachheit.  Solche  Falle  können 
iades  nur  statttiudeu.  ^vo  die  sphärische  Curve  Doppelpunkte  hat. 
Schüesscn  wir  aher  Doppclpunkte  aus,  so  tritt  das  erstgenannte  Kri- 
terium in  Kraft;  denn  dann  kann  die  sphärische  Curve  einen  Punkt 
der  Kugeliiäche  um  oinninl  mnlrmfon  Mit  den  Doppelpunkten  wer- 
den dann  zuglcit  h  liio  nieliniials  durciilauieuen  Curven  ausgeschlossen, 
filr  welche  der  Satz  nie  richtig  iat  Letzterer  würde  nun  lauton: 

Ein  Kugelradius  in  gleicticr  Richtung  mit  der  Hauptnormulo 
einer  geschlossenen  und  bis  auf  2.  Ordnung  stetigen  Curve 
ijpführt  zeichnet  aof  der  KugelHilcho  eine  gesclilnsscne  Cnrvc,  die, 
wenn  sie  keitio  Doppclpuukto  hat,  die  Kugeldäcbe  in  zwei 
lleicbe  Teile  teüL 

Das  Vorstehende  lässt  es  ungewiss  erscheinen,  ob  es  geschlossene 
Cor?6n  gibt,  für  welche  die  Bedingungen  des  Satzes  nicht  erltdlt 
thid,  für  welche  also  nicht  null  ist  Den  einfachsten  Beweis  fQr  deren 
Existenz  geben  aber  ilie  Curven  cyklischer  Torsion  ♦).    Denn  deren 

Hauptnorniale  hat  constaute  Neigung  K  gegen  eine  feste  Axe,  so 
dass  die  hphanschc  luivc  ein  niciiLgrüsster  Kreis  wird.  Ihre  spc- 
iiüäclic  Gleichung  ist 

=  cot^a  (a  eonstant) 

wonu  sich 

/'  »  sin  a;    A     4i(;K8iA  o 

ergibt  Setzt  man  sina  gleich  einem  rationalen  Brach  nnd  $  propor- 
tional der  ErOmmangsbreite  A,  so  schllesst  sich  dio  Urcarve  stets 
Osch  einer  Variation  Ton  iL  am  ein  VielfMsbes  ?on  4R,  nnd  k  erweist 
och  als  beliebige,  dnrch  sin«  darstellbare  Zahl.  Dio  Kagelflache  wird 

beliebig  rational  geteilt 

Da  ein  Beispiel  sum  Boweiso  genflgt,  sei 

sinor  =  Ii    «  «  öA 

dann  wird 

««-—2^ COSA;  y  -  ^(3slnA+Jsin31) 

»  sss  —  ^(3co8  A+icos3A) 


*)  Hoppe,  Analytische  Ocometrio  §.  60.   Oron.  Arch.  LVI.   S.  SS» 
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Diese  Gurre  sdilieBBt  sich  nach  Variatton  Ton  i  um  4R  and  htt  in 
diesem  Intervalle  keinen  Doppelpunkt  Ihre  Hanptnonnale  hat  ^ 
Richtiingscosbns: 

/'-i;  ff  ^■iii2Xi  A'=^cos2i 

woraus 

daiier  wird  der  sphärische  Kreis  zweimal  dorcblaofcn.  Zwischca  ihm 
und  dorn  Aeqaator  liegt  die  Zone 

iA-2Rc2  — ~.8Rstna 

daher  ist  k^%»  Ferußt  findet  man : 

/  =      8inX;    /  «      OOS i 

worans  man  leicht  erkennt,  dass 

=      vi=0i  ^  —  1 

Demnach  wird  die  Kngelfläche  im  Verhältnlss  1:3  geteilt,  was  die 
Allgemoingttltigkeit  des  Craig'schen  Saties  angenfäliig  wideriegt 

R.  Hoppe. 


3. 


£iu  bai£  Uber  Dctermiuauteu. 


Es  soll  lulgcoder  Satz  bewieäeo  werden: 

Die  Determinante  von  4  Determinanten»  deren  je  8  in  eisv 
Reihe  stehende  nnr  eine  ungleiche  Yerticalreihe  haben,  ist  gldch  dem 
Prodnct  der  2  Determinanten,  die  man  ans  den  erstem  dorcb  die 
allein  noch  flbrigen  Comhinationen  der  2  nngleicheii  Bdhen  ciUlt 

Bezeichucu  wir  abkürzend  durch  ^abrf  die  Determinante 
eiwcs  Systems,  dessen  HorizoTitalreihen  aus  der  Reihe  ahtf  «lurch 
HiozafOguug  von  ladices  hervorgehen;  so  bohanptet  der  Satz,  dass 


I  aet  ...  1 1  adt  ...  | 
\he%  ...  1 1  hd€  ...  } 


=s  ]  ad«  ...  1  •  l  0<le  ..  •  I 


sei. 
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^erst  ist  nämlich  leicht  zu  bev.oiscn,  dass  jeder  der  2  Factoren 
der  Rechten  Factor  der  Linken  isL    Dcim  lässt  man  den  Factor 
abt  ...1  verscliwiudoii,  80  ist 


and  nach  Einsetzung  dieser  Werte  verscliwiadet  die  Linke.  Das 
gleicbe  gilt  vom  Factor  i  edt  ... !. 

Fernor  er*5ioht  man  nnrh  sogleich ,  das?»  beide  Fait(jrcn  der 
Kechien  unter  einander  keinen  Factor  ßfemcin  haben,  wenn  alle  ver- 
Sf^hifden  bezeichnete  P^lenicnte  unabhängig  sind.  Denn  betrachtet 
mao  den  entera  aod  den  letztem  als  lineare  Function  der  Unab- 
hängigen a,  bzhw.  r,  rj ,  so  würde  jeder  gemeinsame 
Factor  beider  gemeinsamer  Factor  von  allen  Coefticienten  dieser  Un- 
abhängigen d.  i.  von  ihren  entsprechenden  Unterdeterminanten  sein 
mfissen.  Ein  solcher  mOssto  dann  irgend  welche  Elemente  beider 
Systeme  eotlialten,  und  diese  Elemente  mOssten  in  allen  Unterdeter- 
minanten vorkommen.  Dies  ist  nicht  der  Fall;  denn  jedes  Element 
Mi  in  iigend  einer  Unterdeterminante. 

Ans  beiden  flrgebnisscn  folgt  nun,  dass  die  ganze  Rechte,  d.  i. 
^Aasdmck  von  gleichem  Grade  mit  der  Linken,  Factor  der  Linken 
ist,  Bo  dass  beide  Seiten  der  Qleichniig  bis  anf  einen  numerischen 
Fietor  gleich  sein  mOssen. 

Um  letztem  za  bestimmen,  setie  man  alle  Elemente  der  Beeilten 
ausser  den  IHagonalen 

ab^c^  . . .    und    ctle^  . . . 
BoU,  dann  wird  die  Linke 


etc. 


ttdgCg  ... 


also  der  Rechten  gleich,  nud  der  Quotient 
fänglichen  Satzes  folglich  vollständig. 


1,  der  Beweis  des  au- 
R  Üoppe. 


108  MisetU^m, 


Veber  die  Grenze  der  Stabilitttt  eines  lontritodiiml  eanprinlrtei 

^rtden  elastischen  Stabes. 

In  einem  Aufsatze  über  Biegung  prismatischer  Stäbe,  Poggen- 
(iortr  Ann.  CIL  S.  227—215,  1857,  habe  ich  (S.  237)  bewiesen,  dass 
ein  gerader  elastischer  Stab  durch  LongitudinalcomprcssioQ  erst  dann 
gobogcn  wcrdeu  kaun,  vscuu  dieselbe  eine  gewisse  eudltchü  Grenze 
überschreitet,  und  diese  Grenze  bestimmt  Eine  abweichende  Annicht 
war  mir  damals  nicht  bekannt.  Später  bin  ich  aber  wiederhult  der 
anf  Rechnung  gestützten  Ansicht,  die  ich  für  die  gewöbnliehc  halten 
muss,  begegnet,  dass  ein  gerader  Stab  bei  der  geringsten  Corapressiou 
sich  zu  biegen  anfängt  Der  Grund  der  Abweichung  liegt  nicht  in 
Principieu  und  Voraussetzungen,  sondern  in  der  Rechnungi  ihn  za 
zeigen  ist  der  Zweck  des  Folgenden. 

Unveränderlichkeit  des  Normalschnitts  ist  gemeinsame  Annahme 
der  beiderseitigen  Rechnungen;  ihre  Zulässigkelt  kann  wo!  hier,  wo 
es  sich  um  keine  oder  eben  beginnende  Biegung  bandelt,  nicht  w 
Frage  kommen.  Die  Curve  der  Mittellinie  (d.  i.  Ort  des  Querschnitts- 
Schwerpunktes)  war  eben.  Auf  beliebige  einzelne  Punkte  derselben 
wirkten  Krfiftc  in  dieser  Ebene.  Aus  der  Gleiebnng  der  virtaeUen 
Geschwindigkeiten  ergaben  sich  die  2,  von  den  Grenzbediogoogea 
iinabhAngigen  Differentialgleichungen: 

i[('-7)-+vK,:.)]=«  j 

wo  a  den  ungesponnten,  #  den  actnellen  Bogen  dor  MitteUinie  bis 
zum  Pnokte  (a^),  der  Accent  die  Differentiation  nach  9  den  Krflm- 
mnngsradins  von  /  den  Qnersehnitt»  bf  sein  Trftgheitsmoment  filr 
die  Biegnngsaxe  bezeichnet.  Aach  diese  Gleichnngen  finden  nch  noch 
überall  in  Uebereinstiinmung. 

Iii  er  setst  nun  die  gewöhnliclH'  Rechnung,  mit  Vernachlässigung 
höherer  Potenzen  der  Transversal verschiebnngen,  vor  der  Integration 

1 

^  ^  OX-  ^  transversal  gerichtet  sind)  (3) 

und  behandelt  die  Gleichungen  als  lineare.  Ltat  man  sie  aber,  in- 
dem man  sie  als  genau  geltend  betrachtet,  unverändert,  so  sind  sie 
ohne  alle  yemachlfts8ignng  in  geschlossener  Form  iatdgrabel.  Du 
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letztere  ist  in  meiner  Rechnung  ii^escbebcD.  Es  zeigte  sieb,  dass  der 
Bogen  zwischen  2  succes^iivcn  Angriffspunkten  stets  ein  Stflck  der 
Curvo  eines  freien  Stabes  ist,  auf  dessen  Enden  entgegeuROSctzte 
Kräfte  in  der  Richtung  der  Sehne  wirken,  einer  Curve  deren  Pfeil 
jede  beliebige  Grösse  haben  kann.  Die  Sehne  zur  £  Axo  genommen, 
ergab  sich  als  Integral  der  Gl.  (1): 

'  "  2ilP?  f  \  ^'^^'^  ~    ^^""^  ^'"'^  -  2(  1  -  5)  sin'^y  j  ^ 

y  c  2y  Ä  ^jrj^  Va  y  COS^/S  —  3  SiU^y 


(3) 


0 

—  »(1  — *)  (cwV  -  «sin^y)  (8ina/3 — (1 — »)  8in«y) 


wo  r  durch  Gl.  (3)  bestiniuit  wird,  uud  ßy  y  lulegrationsconstantcn 
bedcQtea.   Die  Kräfte  sind 


Sintis 


£  Elasticität  des  Stoffes. 


Vemündert  mau  bis  der  Stab  gerade  wird,  so  verschwindet 
mit  y  die  Constante  y,  und  man  hat,  wenn  der  Index  1  sich  auf  die 
Mitte  der  Curve  bezieht: 

 KV^„_ 

*  ^  anßcosß 

» :  • :  ff  —  a?! :  *i :  (Ti 
und  nach  Elimination  von  ß: 

Die  Verkttrzang 

-  — 

nalieni     2R% :  ffi  also  nnabhängig  Tom  Material. 
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Die  80  bestimmte  eudliche  Compressiou  ist  diejenige,  in  deren 
Grcuzou  die  gerade  Gestalt  des  Stabes  stabil,  eine  Biegung  uomög- 
lieh  ist. 

Wendet  man  ^'Cgen  die  Geltung  dieses  Resultats  ein,  dass  eine 
BerücksichtiguDg  der  hoiieru  I'oteuzeu  der  Trausversaiverischiebang 
illusoriseh  sei,  sofern  sie  die  Grenzen  der  ElasticitÄtstheorie  über- 
steige, so  kann  mau  aus  dioscm  Gesichtspunkt  böchsteus  die  Ge- 
iiuui^keit  des  gefundenen  StabüituisiutervaUs  in  Zweifel  zielien,  nicht 
aber  folgende  Cousequenzen  bestreiten. 

Ist  das  aul  die  liuearc  Form  der  I>iliereutialgleichuugen  gestützte 
Ergcbniss  in  Bezug  auf  Transvorsalvorschiebnng,  Gestalt  der  BiegUDgs- 
curvo,  Spannung  u.  s.  w.  das  Aeusserstc,  was  die  Elasticitätethoorie 
/u  leisten  vermag,  so  ist  die  weitere  Folgerung  auf  eiu  Stabiliiäti- 
iutervall  =  0  eine  Ucbcrschrtitung  ihrer  Compotenz,  weil  sich  d&s 
Resultat  als  abhängig  von  den  als  unbekannt  vernachlässigten  Ele- 
menten erwiesen  hat,  und  ein  Rechnongsfehler.  Die  auf  diesem 
Fehler  beruhende  gewOlinliche  Ausicht  hat  gegenttb^  der  ?ontelie&- 
den  AulstoUimg  koiuen  Ansprach  auf  Geltang. 

Das  Vorstehende  will  ich  noch  in  Vergleich  stellen  mit  dem,  was 
Grasshof  in  seinem  Werke:  „Festigkeitslehre  1866"  Ober  den  ange- 
regten Punkt  sagt.  Kr  nennt  gleichfalls  die  Methode,  welche  zu 
einem  Stabiiitätsintorvall  <>  führt,  die  gewöhnliche  und  erklärt 
ebenso  das  irrige  Kesultat  durch  die  in  der  Substitution  (2)  began- 
gene Vernachlässigung.  Uebereinstimmend  ist  auch  das  durch  Be- 
rücksichtigung der  Differenz  von  ihm  berechnete  Stabilitätsintervall 
(abgesehen  von  der  uumerklichen  Abweichung,  dass  in  Gl.  (3) 
statt  «,  er,  steht).  Seine  Rechnung  selbst  hingegen  ist  ganz  verschie- 
den :  eine  genaue  Integratioa  vollzieht  er  nicht ,  sondern  leitet  den 
gesachton  Wert  approximatiT  mit  elemeutarea  Mitteln  her. 

Die  Vergleichung  liefert  mir  manche  willkommene  Rechtfertitun;?. 
Zunächst  kann  ich  mich  auf  Grasshofs  weiter  reichende  ErfabrunK' 
berufen,  iudem  ich  jene  irrige  Ansicht  die  gewöhnliche  genannt  habe. 
Ist  sie  nun  9  Jahre  nach  ihrer  Berichtigung  trotzdem  die  gewöhn- 
liche geblieben,  so  bürgt  nichts  dafür,  dass  sie  es  nicht  auch  heute 
noch  ist,  und  kann  die  hier  behandelte  Frage  dnrch  ihr  Alter  nidit 
gegenstandsIoB  geworden  sein. 

R.  Hoppe. 
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5. 

Zir  harmoiiisclieii  leilimg. 

Jakob  Steiner  stellt  (ges,  Werke  I.  400.)  u.  A.  die  Aufgabe:  man 
soll  die  gegenseitige  Lage  der  IG  (oder  H)  Punkte  untersuchen,  aus 
welchen  sich  4  harmonische  Punkte  einer  Geraden  durch  ein  ge- 
gebenes harmcniisches  Büschel  projiciren  lasseu.  Wir  werden  im 
Colgeoden  versaciiea  sie  za  erledigen. 

Um  zunächst  zu  den  16  Ponkten  zu  gelangen ,  aus  welchen  eine 
htm.  Pnnktreihe  ABCD  sich  durch  ein  gegebenes  harm.  BUschcl 
projiciren  lässt,  haben  wir  nur  ül)er  den  conjugirteu  Strecken  der 
Pnnktreihe  Kreise  zu  beschreiben ,  welche  Wiukel  fassen,  die  gleich 
(Im  Winkeln  a,  ß  der  conjugirteu  Strahlen  des  Büschels  sind.  Dies 
gibt  8  Kreise.  Jeder  Punkt  nun,  in  dem  eiu  den  Winkel  et  fassen- 
der Kreis  einen  den  Winkel  jS  fassenden  triflFl,  ist  ein  Punkt,  welcher 
die  erwähnte  Eigenschaft  besitzt.  Dies  gibt  uns  16  Punkte,  welche 
sich  symmetrisch  zur  Geraden  AD  verteilen.  Sind  nun  ferner  M,  iV 
die  Halbirungspuukte  zu  den  coiyugirteu  strecken  AC^  i/Z>,  uud  ist 
i£N  in      u  so  geteilt,  dass 

FM  :  I*N  ^  QM  i  QJSl     AC  i  BD 

80  finden  wir  ohne  Schwierigkeit,  dass  wenn  wir  irgend  einen  der 
16  Pnnkto  mit  irgend  einem  der  4  Punkte  3/,  N,  l\  Q  verbinden, 
diese  Verbiudungsliuie  noch  durch  einen  zweiten  der  16  Punkte  geht 
Das  gleiche  findet  statt  für  den  Punkt  7?,  für  welchen  RA  .  HB  «=> 
RC .  RD  ist;  jedoch  liegen  die  Puuktepare  nicht  mehr  auf  derselben 
Seite  von  AD. 

Femer  finden  wir,  dass  wenn  z.  B.  V  und  IT  2  der  16  Punkte 
sind,  welche  auf  einer  Linie  mit  einem  der  5  Punkte  /*>  Q,  R 

lieh  befinden,  ihr  diesen  Punkt,  etwa  Q,  stete  QV.QW^  const  ist. 
Ans  letzterem  Umstände  folgt  aber ,  dass  jeder  durch  V  und  W  und 
einen  dritten  der  16  Punkte  gelegte  Kreis  notwendigerweise  noch 
durch  einen  Yierten  gehen  muss.  Berflcksichtigen  wir  dies  in  Bezug 
auf  8  auf  einer  Seite  von  AD  gelegene  Paukte,  so  ergibt  sich  hieraus 
mit  Hflife  der  Punkte  Jlf,  P,  Q,  dass  alle  8  Punkte  auf  einem 
Kreise  liegen  mOssen*  Fassen  wir  diese  Resultate  sosammen,  so 
finden  wir  folgenden  Satz. 

Die  16  Punkte,  aus  welchen  eine  gegebene  harmonische  Punkt- 
reihe  sich  durch  ein  gegebenes  harmonisches  Büschel  projiciren  lässt, 
hegen  zu  je  8  auf  2  Kreisen;  die  8  Punkte  eines  jeden  Kreises 
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liegen  aberdies  parweise  mit  jedem  der  4  liarm<miecli0ii  Punkte  if, 
P,  Q  KJkt  ÄD  in  einer  Geraden,  nnd  jeder  der  Punkte  dee  cimi 
Kreises  liegt  mit  einem  Punkte  des  andern  und  einem  festen  Psnkt 
R  auf  AD  in  einer  Geraden. 

Ik'trfi'-liteu  wir  lerner  die  b  Puukte  eines  jodeu  der  beiden  Kreise, 
80  linden  wir,  dass  wenn  wir  den  Kreis  iu  einem  bestimmteu  SiiiDC 
durchlaufen,  dio  Verbindungslinien  des  1.  uad  5ten,  2.  uad  Gteo, 
3.  uud  7ten,  4.  und  8teu  Punktes  sick  in  einem  Punkte,  dem  Pole 
der  Linie  AD  in  Bezug  auf  dem  Kreis,  schneiden.  Der  1.,  3.,  5., 
7tc  und  ebenso  der  2.,  4.,  6.,  8te  Punkt  bilden  Überdies  auf  des 
Kreisen  barmoniscbe  Würfe. 

Weingarten,  im  October  18S4. 

B.  Sporer. 
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V. 

üeber  die  Curven  vierter  Orduims: 
mit  drei  luliexiouskuotcii. 

Von 

Herrn  p,  H.  Schoute, 

TrofcMor  in  Groningen. 


Erster  A1>se1inStt. 

Einleitondo  Sätze. 

1.  „Sind  CX  und  CY  (Fig.  1.)  die  Asymptoten  und  p  und  Q 
2WGi  Punkte  dner  gleichseitigen  Hyperbel,  nnd  constrnirt  man  auf 
PQ  ftls  Diagonale  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  zu  den  Asyinptoton 
parallel  laufen,  so  gelt  die  zweite  Dia;,'onalc  /uS  dieses  Keditceki^ 
dnrch  den  Mittelpunkt  C  der  Hyperbel.  Und  haben  umgekehrt  die 
PoTikte  /'  und  (i  in  Hc/ug  auf  die  seiil%rf(;iit  ;iu[  ciaauder  stehenden 
Gi-rädLii  CA'  und  CT  eine  solclit'  La^u ,  ua.ss  die  zweite  liia^' -nale 
des  auf  rCl  mittelst  Puralh'It'n  vn  tX  und  CY  b'^sciiiid/ineu  U^ciit- 
ecks  durch  C  geht,  so  sind  r  und  U  Punkte  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  mit  den  Asymptoten  CX  und  C'l  ", 

Dieser  Satz,  der  bei  Krsetziiii.%'  vom  Keeljteek  durch  Taiiiile- 
lognimm  ;:auz  allgemein  für  uü^leicliseitige  ilyperbelu  ^ui,  ist  über- 
bekannt. Mau  kann  ihn  gi  (niietriseh  beweis^Mi  mittelst  Anwemlung 
des  Pascarschcn  Satzes  auf  das  oingoschriebtue  Si'ehsofk  A'A7M'r(2, 
wenn  unter  A'  und  Y  die  unendlich  fernon  Punkte  der  Asymptoten 
Terstanden  werden. 

Afck.  4«r  Mfttti.  n.  Pby«.  S.  B«ik«.  Ten  U.  8 
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iSc haute:  Ueber  die  Curven  vierter  Ordnung 


Zur  Abkürzung  werde  ich  die  gleichseitige  Hyperbel,  welche  CX 
und  CY  zu  Asymptoten  hat  und  durch  die  Punkte  P,  Q  ...  hindurch 
geht,  ilurrh  das  Symbol  JI{CX,  CY;  P,  U  ...)  andeuten.  Weiter 
mag  das  mittelst  i'aralleleu  zu  CX  und  C  Y  auf  iler  Sehne  PQ  als 
Diagonale  beschriebene  Rechteck  als  „das  Asyn^pLütenrechteck  iQ" 
der  Hyperbel  bezeichnet  werden.  Und  endlich  werde  ich  zwei  Ge- 
rade, die  wie  die  Diagonalen  J'u  und  JiS  dieses  AsyaiptoteDrecht- 
ccks  räch  verschiedenen  Seiten  mit  jeder  der  Ayinptoten  gleiche 
Winkel  bilden,  ia  Bezug  auf  CJiT  und  CY  ^tiparallel'^  zu  eioander 
nennen 

2.  ^ie  Tuigente  der  gleichseitigen  Hyperbel  H(CX^  CF;  P) 
im  PaBkte  P  ist  antiparaUel  su  CP  in  Bezug  anf  die  Asymptotes'*. 

Wenn  man  den  Punkt  Q  i^Vig.  1.)  der  Hyperbel  entlang  dem 
Punkte  J*  fortwährend  näher  treten  I&sst,  so  werden  J'U  und  RS 
immer  autiparallel  zu  einander  bleiben  in  Bezug  auf  die  Asymtotcn, 
l'Q  in  die  Tangente  der  Hyperbel  in  TIS  in  cr  übergeführt  wer- 
den. Ks  ist  also  dieser  eben£all8  sehr  bekannte  Satz  eine  Folge  des 
Vorhergehenden 

3.  „Wenn  mau  (Fig.  2.)  die  Seiten  I^Ji  und  PS  des  Asymptotcn- 
rechtecks  PQ  der  gleichseitigen  Hyperbel  tiiCX^  Ci  -,  P^  Q)  m 


1)  Wenn  man  den  besonderen  Charakter  der  von  den  conjngirteo  Dnrtb- 
SDCsscrn  der  gleichseitigen  Hyperbel  gebildeten  quadratischen  Involation, 
welchem  die  Asymptoten  die  Teilstrahlcn  sind  ron  ilcn  rem  Irgend  einoa 
Paare  conjugirtcr  Durchmesser  gebildeton  Scheitelwinkeln,  als  bekannt  »o« 
nimmt,  so  wird  oben  stehender  Satz  auch  bewiesen  mittel&t  der  B»  mf^rknug, 
dass  die  Gerade,  welche  (]  mit  der  Mitte  der  Strecke  IXl  vei bindet,  als  lu 
der  Sehne  FQ  conjugirter  Durchmesser  antiparalle!  7u  PQ  int  in  Bezug  &if 
die  Asymptoten  und  die  deshalb  mit  iler  zweiten  Diagonale  des  A5}CDp»otc»' 
rechtecks  FQ  zusaniraenfällt.  Da  eine  yeocuctrische  Behandlung  des  Lfkr» 
i>tu£fc8  den  Fascarttcben  bau  unmittelbar  an  die  projcctiTiscIie  Brsengnog  der 
Kegulschnitt«  festknüpft,  so  habe  leh  et  vorgezogen,  den  dieaea  Seoe  (■l* 
nommenen  Beweis  mnsncleateii. 

In  tciuer  allgcmcincD  Turm  fOhrt  der  Satz  zur  Construction  einer  Hjrptf* 
bei,  von  welcher  drei  Tunkte  nnd  die  BichtaQgeo  der  Asymptoten  gcgebei 
sind  („Le9ons  de  gtfonftrie  nnalytique*  de  Briot  et  Boaqnet,  dixibne  ÜSAsm, 
livre  3,  ebepitre  9,  exerdee  4  et  livre  3,  chap.  3,  «sere.  14). 

2)  Auch  dieser  Satz  folgt  aus  dem  besonderen  Charakter  der  von  im 
conjngirten  Dnrehmessern  gcbildeIeD  Involntion.  Nach  dieeem  wird  «hcIi  im 
Verbindungslinie  der  Mitisa  awder  einender  nnter  einem  gegebeoea  Widtd 
sehneideoden  Sehnen  der  gleichseiligen  Hyperbel  aas  dem  Ifittelpankte  üem 
Carre  immer  aoter  dem  ninliehea  Winkel  gesehen  (,Trail6  de  g^Moteie  sas« 
Ijrtiqae"  de  Piqoel,  tome  I>  §  167,  exerdoe  8).  . 
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ibre  eigene  Läuge  bis  in  T  und  U  verlängert,  die  neuen  Endpunkte 
T  und  U  mit  C  verbindet  und  die  Schnittpunkte  V  und  W  von  CT 
mit  SQ  und  von  CU  mit  JiQ  bestimmt,  so  hat  man  in  V  und  W  zwei 
Punkte  der  Taugente  in  P  au  H(CX,  CT;  P,  Q)  erhalten.  Und 
amgekehrt  liegt  Q  auf  der  Hyperbel  H  {CX,  CY;  P)  und  ist  PVW 
die  Tangente  dieser  Curve  in  y\  wenn  die  auf  der  angegebeueu  Weise 
aus  Q  und  den  senkrecht  auf  ein  iuj«  r  stehenden  Geraden  CX 
und  CY  hervurgehendeu  Punkte  V  und  W  auf  einer  durcii  P  gehen* 
den  Gerade  liegea^S 

Ist  Q  eiu  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel  H{CX,  CY-,  P),  so 
gebt  nach  Artikel  1.  die  wegen  der  Umkebrung  des  Satzes  In  der 

Figur  nicht  angegebene  zweite  Diagonale  RS  des  Asymptotenrecht* 
ecks  IKl  dorch  C.  Wird  nun  CP  von  den  Seiten  Q5  und  QR  in  r, 
aod  \\\  getroffen,  so  folgt  aus  jPÄ  =  Ä!Z'uud  7«  = /St/ unmittelbar 

\\S  «  6'1'und  \\\n  =^  RW.  Und  diese  Relatiouen  zeigcu,  dass  PV 
Uüil  7'ir  nach  Artikel  2.  mit  der  Tangente  der  Ilypcrbel  in  P  zn- 
sattuaciii'alleu. 

Ist  amgekehrt  wol  bekannt,  dass  die  anf  die  angegebene  Weise 
ans  i*,  Q,  CX^  CF  abgeleiteten  Punkte  TT  mit  P  in  einer  Ge- 
raden liegen,  nicht  aber  dass  Q  ein  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel 
H{CXj  CY\  P)  und  PVW  die  Tangente  dieser  Cnrve  in  P  ist,  so 
kann  man  wie  folgt  verfahren.  Die  Geraden  Vü  und  2'lKsiud  parallel, 
da  sie  wegen  der  Relationen  1*S  ->  8ü  nnd  PR  -»  i^r  antiparallel  zu 
PVW  sind  in  Bezog  anf  die  Asymptoten.  Deshalb  ist  CVi  VW^ 
aViCT  nnd  da  auch  CViCT=i  CV^iCP  ist,  so  ergiebt  sich 
CUtCW'^  CFi :  CP^  d.  h.  die  Geraden  VV^  und  WP  sind  parallel. 
Also  ist  das  Viereck  Pruv^  und  ebenso  das  Viereck  W^TWP  eine 
Baute;  ausserdem  sind  diese  Vierecke  ähnlich  nnd  ähnlich  liegend 
mit  dem  Punkte  C  als  Aehnlicbkeitspunkt  und  liegen  deshalb  ihre 
einander  entsiffeehenden  Mittelpunkte  R  und  S  mit  C  in  einer  Ge- 
raden, d.  h.  es  i^eht  die  gleichseitige  Hyperbel  H(CX,  CY\  P)  nach 
Artikel  1.  durch  Q.  Offenbar  sind  dann  endlich  anch  die  Geraden 
CF  nnd  PVW  antiparallel  in  Bezug  anf  die  Asymptoten  und  ist 
PVW  also  die  Tangente  der  gleichseitigen  Hyperbel  H(CX,  CY-, 
Q)  in  /*. 

Mit  dem  Auge  auf  Artikel  2.  brauche  ich  kaum  hurvorzuheben, 
dass  ich  mit  dem  Satze  dieses  Artikels  nicht  die  Anweisung  einer 
Construction  der  Tangente  iu  einem  Punkte  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel beabsichtige.  Vielmehr  wird  er  uns  im  Fulgenden  die  Er- 
kennung einer  bestimmten  Geraden  als  Tangeute  einer  bestimmten 
gleichseitigen  Hyperbel  in  einem  bestimmten  Punkte  erleichtern 

3)  MuQ  vergleiche  den  dritten  Abschnitt,  Artikel  91. 
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4.  ^ne  gloidiBeitige  Hyperbel  ist  für  irgend  eins  ihrer  Pinn 
Ton  einander  gegenaberliegenden  Panktea  r^y  (Fig.  3.)  der  Ort 
der  Punkte  P,  far  welche  die  Geraden  PP|  and  PP«  antipiraüel  aad 
in  Bezog  auf  die  AsTinptoten**. 

Da  die  Büsckol  der  in  Bezug  auf  dio  zwei  einander  senkrecht 
Bcbneidenden  Geraden  CX  und  CT  autiparallei  zu  einander  durch 
Pj  und  I\  gelegtou  Geraden  }\r  und  P^P  projcctivisch  sind,  so  ist 
der  Ort  der  Punkte  P  ein  durch  /\  und  P^  gehender  Kegelschnitt. 
Ist  P^F  zu  CX,  resp.  CY  parallel,  so  ist  J\P  es  auch;  also  ist  der 
erzeugte  Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  zu  CX  und  CY 
parallelen  Asymptoten.  Endlich  sind  die  Tangenten  dieser  Cune  m 
den  Punkten  P,  und  P^  beide  antiparallel  zu  PiP«,  also  zu  einander 
parallel,  d.  k  der  Mittelpunkt  C  der  Strecke  PJ\  ist  Mittelponkt 
der  Curve,  und  diese  Cnrve  also  anch  die  gleicheeitige  Hyperbel 
H{CX,  CY,  P,,  P,) 

5.  „Bewegen  die  Geraden  PQ  nnd  RS  sich  antiparaUel  zu  di* 
ander  in  Bezug  auf  iigend  eine  feste  Gerade  CF,  and  ist  dies  mit 
den  Geraden  PQ  nnd  Tü  in  fiezng  auf  irgend  eine  andere  feste  Ge- 
rade CW  der  Fall,  so  ist  der  von  RS  nnd  TU  gebildete  Winkel  tob 
nnverftnderlicher  Grösse. 

Sind  PQ  nnd  RS  antiparallel  in  Bezug  auf  die  Asymptoten,  iH] 
nnd  Tü  antiparallel  in  Bezug  auf  die  Achsen  einer  gleichseitiges 
Byperhel,  so  stehen  RS  nnd  TU  auf  einander  senkrecht**. 

Lassen  wir  im  ersten  Teil  des  Satzes  an  die  Stelle  der  ge^ 
gehenen  Geraden  PQ, ,  RSy  Tü  ihre  durch  den  Schnit^nkt  C  rat 
'  CV  nnd  CW  (Fig.  4.)  geführte  Parallelen  CL,  CM,  CN  treten,  to 
ist  mi.  MCL  —  2  Wkl.  VCL  und  WkL  NCL  —  %  WkL  WCl, 


4)  Di«  Benerknng,  dasi  die  VerhindaDgalioien  P,P  und  P,P  von  P| 
nnd  P,  mit  irgend  einem  Pnokte  P  der  Cnrre  H(^CXy  CY\  P^,  P,)  snppk- 
nentire  Sehnen  dieeer  Cnrve  sind,  wenn  P|  nnd  P^  ^nnnder  dienelnd  g(|M- 
fibeiUegen,  fUut  in  Verbindung  mit  dem  beionderen  Chnrekler  der  InTolvti« 
der  eonjngirlen  I>nrcbaeafer  ebenfnlle  snm  Beweiie  des  Sntieei  weldttr  in  im 
bekannten  meebaniidiai  Probleme  der  Laterne,  die  mitteilt  dnet  flibar  tv« 
niebt  eben  hoch  Übende  Punkte  gespannten  Seile  gehoben  wird,  eine  ißt* 
•triite  Einkleidung  gefanden  hat.  Da  der  geometriaebe  eher  in«  ebca 
gegebenen  Beweise  führt,  habe  ich  diesen  Toigesogen. 

Man  vergleiche  « Jaeob  Sldner'i  gesammelte  Werke't  erster  Baad,  Sete 
44t,  Sats  18,  Hnks  b) 
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also  nach  Subtraction  auch  Wkl.  AfCN  ^  2  Wkl.  VCW^).  Und  im 
xweitOB  Teile  des  Satzes  ist  Wkl.  FCIK»  45^  also  Wkl.  ifCJV»  SQo. 

6.  ,,Die  vier  Schuittpunkte  riues  Kreises  mit  irG:cnd  riiiem 
Kegelschnitte  Ä'  lif  grn  dreimal  auf  zwei  in  Bezog  auf  die  Achsen 
von  K  zu  einander  antiparallelen  Geraden. 

Der  Krümmungskrois  irgend  eines  Punktes  P  (Fig.  5.)  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  bestimmt  in  dieser  Cnrve  eine  zum  Durch- 
messer 67'  des  Punktes  P  senkrechte  Sehne  PQ.   Diese  Bemerkung 

fuliii  za  einer  einfachen  Construction  des  Krümmungskreises,  indem 
der  Krttmmungsmitteipuiilvt  Mp  und  C  das  eine  Paar  und  r  und  die 
3Iittc  M  von  ru  das  andere  Paar  Gegenecken  eines  Parallelugr&mmes 
bilden 

Den  bekannten  ersten  Teil  des  Sat/.cs  beweist  man  geometrisch  am 
leichtesten  mittelst  der  von  den  beiden  Curveu  auf  der  unendlich 
fernen  Gerade  ga  bestimmten  Involution.  Man  erblickt  nainlich 
unmittelbar,  dass  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  den  Achsen 
Ton  Ä'  die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind.  Denn  diese  Doppel- 
punkte sind  erstens  auf  gra  harmonisch  getrennt  von  den  unendlich 
fernen  Puiiktcn  n  tu  K,  also  auf  jr«  conjugirte  Punkte  in  Bezug 
auf  K,  d.  h.  Schnittpunkte  von  ff  r  mit  conjugirten  Durchmessern 
vun  A'.  Aber  ebenso  sind  die  Doppelpuiikie  zweitens  Schnitt  punkte 
vou  mit  conjugirten  Durchmessern  des  Kreises,  d.h.  die  Doppel- 
pnnkte  liegen  in  auf  einander  senkrecht  stoheudeu  Richtungen  auf 
.7x,  sind  also  die  unendlich  fernen  Punkte  der  senkrecht  auf  ein- 
ander stehenden  Durchmesser,  der  Achsen  von  K.  TInd  hieraus  folgt 
dann  weiter,  dass  jeder  Kegelschuitt  des  von  K  und  dem  Krei^n  ge- 
bildeten Büschels  frn  in  zwei  Pnnkten  schneidet,  deren  Verbindungs- 
linie mit  irgend  einem  Funkte  im  Endlichen  in  Bezug  auf  die  Achsen 
von  K  zu  einander  antiparallel  sind ;  was  dann  auch  gilt  fttr  die  drei 
in  Geradenpaare  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Bttschels 


5)  Hieraus  folgt  auch,  dass  die  zwei  Durchmesser  Ton  irgend  zwei  glcich- 
«etlTgcn  Hyperbeln,  welche  einer  nSmlichcn  Richtung  conjagirt  sind,  einander 
unter  einem  nicht  von  dieser  Richmng  abhängenden  Winkel  schneiden  (Pic- 
^aet  a.  a.  0.,  tomo  I,  §  167,  cxcrcice  9). 

*5)  Schon  ah  ich  diese  Conslruction  lin^t  gefunden  hatte,  bemerkte  irb, 
iass  sie  vorkümmt  in  A.  Milinowski's  .,Elcmcatar-syntbeti9che  Greomeirie  der 
gleichseitigen  Hyperbel",  Seite  55,  Artikel  84. 

7)  Der  analytische  Beweis  des  Satzes  folgt  iaa  der  Bcmerknn'^,  dass  die 
Gleichung  F  ~  -f- ?  —  0  d?'r  Ke'^-'f'hf'hnittc  durch  die  Schnittpunkte  des 
g^ebenea  Mittelpuaktskegelachuitte»    tp  ^  Ax* -^ßijf^-^C         mit  irgend 
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Nach  dorn  nnn  bewiesenen  ersten  Toile  des  Satzes  ist  die  Sehae 
I'U,  welche  der  Krüinmungskreis  im  Punkte  P  von  irgend  einem 
Kegelschnitte  in  dieser  Curvo  bestimmt,  antiparallel  zu  der  Tani^  nie 
in  P  in  Beznp;  auf  dif  Ar)ise?i  des  Kegelscbnittes .  was  daun  auch 
schon  Steiner  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmittelpunktt  s  verwendet 
hat  "j.  Aber  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  führt  die  Anwendung  des 
/.weiten  Teiles  des  vorhergehcndeD  Satzes  auf  die  oben  angedeutet« 
Lage  der  Sehne  l*Q.  Ist  nun  weiter  M  die  Mitte  von  PQ^  so  ist 
CM  als  zu  der  Sehne  PQ  conjugirter  Durchmesser  antiparallel  za 
in  Bezug  auf  die  Asymptoten  und  also  auch ,  da  CP  auf  PQ.  senk- 
recht steht,  antiparallel  zu  CP  in  Bezug  auf  die  Achsen.  Ebenso 
ist  CF  antiparallel  zu  der  Normale  PMp  in  Bezug  auf  die  AchMii 
da  antiparallel  ist  zu  der  Tangente  in  i'in  Bezug  auf  die  Asym- 
ptoten. Also  sind  CM  und  PMp  beide  antiparallel  zu  CP  in  Betng 
auf  die  Aehsen  und  deshalb  zu  einander  parallel.  Da  nnn  der 
Punkt  Mp  offenbar  der  Schnittpunkt  ist  von  der  Normale  PMp  nit 
der  in  M  auf  PQ  errichteten  Senkrechten  MMf^  so  ist  eben&Us  CP 
zu  MMp  parallel  nnd  PCMMp  ein  Parallelogramni. 

Ist  nnn  von  H  ansser  den  Asymptoten  nur  der  Puukt  P  ge- 
geben, 80  findet  man  den  Krttmmungsmittclpunkt  folgendermaasseo. 
Man  errichtet  in  P  eine  Senkrechte  anf  die  Verbindungslinie  von  V 
mit  sucht  die  Mitte  M  der  von  den  Asymptoten  auf  dieser  Senk- 
rechten bestimmten  Strecke  P«Py  nnd  macht  die  Strecke  MMp  gleicb 
nnd  parallel  zn  CP. 

Die  Ton  Steiner  gegebene  Constructiou  des  Krümm nngsmiuel- 
Punktes  wird  illusorisch,  wenn  P  einer  der  Scheitel  der  gloichseitigeii 


einem  Kreise  y»  =  x* -f-^* -|- i*r -f  Cä^y-f*  Ä  =  0  offenb&r  kein  Glied  J^r  cM- 
hUu  Denn  wenn  die  das  Glied  xy  nicht  enthaltende  Gleichang  F  3s  0  ii  dto 
Gleichungen  m|X-{-nt^-|-p,  =0  and  m^x-f  y -f  Pi  =  ®  aerftUt,  Int  ■■■ 
0,  d.h.  die  beiden  Geraden  Mx^ny-fp=sO  lisd  Uli* 
panUIel  In  Bessg  a«f  die  Aebfen. 

EiMn  Midemi  Bewtfe  giebt  Sdnum  («A  trattiMon  couc  ■ecliom*,  ndh 
adiiioD,  Art  «44). 

Ans  dieser  Quelle  flicsst  anch  die  Löiang  dea  Problcoies,  weichet  tai* 
sagt,  dMi  die  TeilttrahlenpaAre  der  yoii  den  Gegenseitenpaaren  einet  Krni- 
Tierecks  gebildetin  Scheiielwinkel  drei  an  drei  parallel  sind  (Brioc  m  BoaqM 
a.  a.  0.,  lim  t,  chapitre  3,  eaardce  17,  oder  in  der  vraprft^illdieB  Fassasf: 
Steiner,  a.  a.  O.,  erster  Band,  Sdte  198,  Sato  1\, 

Man  Teiglmcbe  ancb  j,Die  Geometrie  der  Lage^  Ton  Dr.  Tb,  Berfe,  Sit  | 
Anllage,  1.  Abtetlnng,  Saite  184,  Atifgabe  119.  | 

8)  Steiner,  a.  a^  O.,  aw«ler  Band,  Seite  17,  Satz  6). 
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Hyperbel  ist  Für  diofni  Fall  er^bt  meine  Construction,  dass  der 
Krünmiongsradiiis  dem  Kadias  Vcctor  CF  gleich  ist. 

Durch  irgend  einen  Pankt  Q  von  ff  gehen  drei  ihrer  Krflm- 
mogBkrelee.  Denn  der  anf  CQ  als  Dnrchmesser  hesehriebene  Kreis 
Mhneidet  H  ansser  Q  noch  in  drd  Punkten. 

7.  ,,Die  Betrachtung  der  Ellipse  als  ProjectioD  des  Kreises  und 
der  ungleichseitigen  IIy})erbel  als  Projection  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel führt  zur  Kenntniss  der  Krümmuagshalbmcsser  des  Mittel- 
ponktskegelschnittes  in  seinen  Scheiteln'^ 

Ist  E  (Fig.  6.)  die  gegebene  Ellipse ,  Kr  der  über  ihrer  grossen 
Achse  AB  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis,  sind  P«  und  A  ein- 
ander entsprechende  sich  in  P  auf  AB  projicirende  Punkte  dieser 
Cnrvon  und  schneidet  der  durch  gelegte  Kreis,  welcher  /;  in  A 
berührt,  die  Achse  zum  zweiten  Male  in  Q,  so  hat  man  AJ\  PQ  => 
W  and  AF.FB  — "  FFi\  also  durch  Division,  wenn  a  und  b  wie 

PQ 

gewöhnlich  die  Halbachsen  von     andeuten,       «        Ersetzt  man 

Qon  die  Punkte  P«  und  Fk  durch  einander  entsprechende  Punkte  von 
E  und  Kr^  deren  gemeinsame  Projection  P  dem  Scheitel  A  immer 
niher  rttc3ct,  so  findet  man  an  der  Grenze  fUr  deu  ErOmmnugshalb- 

messer  Ma  der  Ellipse  E  in  A  deu  Wert  — .  Ebenso  findet  man  mit- 
telst des  auf  der  kleinen  Achse  you  B  als  Durchmesser  bescfariehenen 
Kreises,  wohei  mau  allerdings  den  Kreis  als  die  Projection  der  Ellipse 
SU  betrachten  liat,  fb*  den  Krttmmungshalbmesser  Mb  der  ElUpse  in 

den  Eüdponkteu  der  kleinen  Achse  den  Wert  ^* 

Fflr  die  reellen  Schdtel|  der  Hyperbel  findet  man  mittelst  der 
Bemerkung  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Artikels  auf  ganz  gleiche 

yiem  die  üeiatiou  ^  —  ~.  Dabei  hat  man  die  ougleichseitigo  Hy- 
perbel als  Projection  der  gleichseitigen  Hyperbel  mit  gleicher  re- 
ellen Achse  zu  betrachten  oder  umgekehrt  die  gleichseitige  Hyperbel 
als  Projection  der  ungleichseitigen,  Je  nachdem  diese  letztere  Gurve 
inierhalb  der  scharfen  oder  innerhalb  der  stumpfen  Scheitelwinkel 
ihrer  Asymptoten  enthalten  ist 


9)  Einen  mehr  allgemeinen  Satz  findet  man  icbon  in  Dupin's  „Dcfeloppe- 
MBli  4it  g^om^trie^  (pag«  29). 
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8.  „Die  Fusspunktc  der  Normalen ,  welche  man  von  einem  gc- 

gi  boiion  Punkte  /'  auf  einen  gegebenen  ^TittolpunktskcgelschniU  K 
läiien  kaim,  sind  die  Schiüttpuukte  von  iC  mit  einer  durch  die 
uoemilicli  fernen  Pnnkte  A  und  Ii  der  Achsen  von  A'  und  den  Mit- 
telpunkt r  von  A' ^'eilenden  gleichseitigen  Hyperbel.  Und  nmgekehrt 
scluieidet  jede  gl nrhseitigo' Hyperbel  durch  vi,  V  den  gegebenen 
K<  i:(  Isclinitt  A'in  vier  Punkten,  wofordie  aaf  errichteten  Normalen 
durch  einen  Punkt  geben^^ 

Dieser  dem  ApoUouius  von  Perga  (247  v.  Chr.)  zugeschriebene 
Satz  wird  leiclit  geometrisch  bewiesen.  Ist  uäniUcb  PQ  (Fig.  7.) 
irgend  eine  Gerade  dureh  /*  un  l  CQ  der  Durchmesser  von  JT,  wel- 
cher in  A'  dem  senkrecht  auf  Pil  stehenden  Dorcbmenser  conjogirt 
ist,  so  bilden  die  Stiahleu  PQ  und  CQ.  zwei  projectivische  BHachei, 
uud  ist  der  Ort  dos  Schnittpunktes  Q  von  PQ  nnd  CQ  also  ein 
durch  /'  uud  C  gebender  Kcgelachnitt,  der,  wie  man  unmittelbar  er* 
blickt,  auch  durch  die  aneudlicb  fernen  Pnnkto  A  und  B  geht  Biese 
Curve  ist  also  eine  gleichseitige  Hyperbel ,  deren  Asymptoten  zn  den 
Achsen  von  K  pai*allel  sind.  Und  die  Schnittpunkte  dieser  Cnrve 
mit  K  sind  offenbar  die  Fusspnnkte  der  von  P  an  JT  möglicben 
Tangenten 

Umgekehrt  schneidet  jede  gleichseitige  Hyperbel  durch  Sy  € 
die  gegebene  Curve  K  in  vier  Punkten ,  wofOr  die  auf  K  errichteten 
Normalen  durch  einen  Punkt  gehen.  Ist  nämlich  Pder  Schnit^nkt 
der  Xurmalen  an  K  in  zwei  der  vier  Schnittpunkte  von  K  mit  dieser 
gleichseitigen  Hyperbel ,  so  hat  die  dem  Punkte  P  zukommende  Hy- 
perbel dos  Apollonins  schon  fünf  Punkte  mit  der  angenommenen 
gleichseitigen  Hyperbel  gcmoiu,  nnd  fallen  also  die  beiden  Cnrven 
zusammen  ^'). 


10)  £ine  merkwürdige  Ableitung  dieser  Hyperbel  gab  Poncelet  («Tlrail^ 
de«  proprietö»  projecdvcs  des  ftgnrei",  S»*  i'dition,  tome  l,  art  493). 

Jede  Hyperbel  des  Apollontus  ist  dem  Quetgentliehen  Poldreieek  ABC  «oo 
K  umgcsohriebcn  und  enthält  also  die  Eekpnnkte  einer  einfadi  anendliekoi 

Anzahl  von  Poldreiecken  von  K  (Reye.  a.  a.  O.,  I.  Abteilung,  Seite  llt; 
Picquct,  i..  a.  O. ,  tonit'  1.  s'  200  —  216).  Die  Seiten  dieser  Poldrciccke  am- 
hüllrji  eine  Fariibel»  Poliirtimir  iler  Hyperbel  von  Apollonios  in  Bcr.uf;  auf 
A'  (..KIcniontnr-i)ynthrtisilic  Geometrie  der  Kegelschnitte*  von  A.  KilinowsU« 
i>ätze  iniil  Auf;;iihr'ii.  Nr.  yo— 95). 

11)  Die  (1(11  vorsohtcilcncn  Punkten  P  der  Ebene  zukommenden  Hyperbeln 
de«  A|><*lloniu>-  bilden  '-in  Netz  mit  drei  Basispunkten,  den  Punkten  Ä,  ß,  C. 
l»?cs  Netz  ist  l-i  l::it  ntl'<  Ii  ziuri  ebenen  Sy-t'Miie  der  Punkte  P  projectivlsch. 
und  es  Ändert  sich  uud  seine  Verwandtschaft  zum  ebenen  Systeme  der  Ponite 
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9.  „Die  Punkte  Q  daer  gegebenen  gleichseitigen  Hyperbel  B 
tut  dem  Mittelpnnkte  C  (Fig.  8.) ,  für  deren  jeden  die  Tangente 
9  za  der  dnreb  einen  gegebenen  Pnnkt  P  geführten  Geraden  QP 
•ntjptraltel  ist  in  Bezug  auf  irgend  einen  Durchmesser  CT?,  sind 
die  Schnittpunkte  von  J7mit  einem  durch  C  und  P  gehenden  Kreise. 
Und  umgekehrt  schneidet  jeder  durch  C  gehende  Kreis  die  Cnrve  B 
in  vier  Punkten  Q,  fQr  wdcbe  die  zn  den  Tangenton  q  in  Bezug  auf 
CR  antiparallel  durch  Q  gelegten  Geraden  durch  einen  bestimmten 
Ponkt  dieses  Kreises  gehen**. 

Sind  CX  und  OY  (Fig.  9.)  die  Asymptoten  der  gegebenen  gleich- 
seitigen Hjrporbd  //,  ist  P  der  gegebene  Punkt  und  CJi  der  gegebene 
Darcbmesscr,  so  suchen  wir  den  Ort  des  Scbuittpuuktes  Q  von  jeder 
durch  P  gehenden  Geraden        mit  dem  Durchmesser  C'Q  von  //, 
welcher  dem  zu  I'Q  in  Bezug  auf  CM  autiparallelen  Durchmesser  CS 
Ten  // conjugirt  ist.   Xun  findet  man  leicht,  dii-s  der  Winkel  FQC 
coDstaut  ist,  denn  da  PQ  und  CS  aatiparallel  siud  iu  Bezug  auf  C/?, 
and  ( Q  antiparallel  sind  in  Bezug  auf  CJT,  so  ist  nach  Artikel  5. 
immer  Wkl.  PQC  «  2  Wkl.  BCX.    Also  ist  der  Ort  der  Punkte  Q 
ein  durch  C  und  P  gehender  Kreis        Da  nun  die  Schnittpunkte 
Ton  H  mit  diesem  Kreise  nach  der  Entstohungswoiso  von  diesen 
offenbar  die  in  dem  Satze  angedeuteten  Punkte  Q  sind,  und  umgekehrt 
Jeder  Pnnkt  Q  des  Satzes  dem  gefundenen  Kreise  angehören  muss» 
ist  der  erste  Teil  dfss  Satzes  bewiesen.  Und  die  Umkehmng  wird 
ganz  so  behandelt  wie  jene  des  vorhergehenden  Satzes 

Zur  Abkürzung  nennen  wir  die  durch  den  Punkt  Q  von  /f 
(Fig.  8.)  in  Bezug  auf  CR  zu  der  Tangente  q  von  //  in  Q  anti- 
parallelc  Gtradc  ^^y-*die  „Auti-Normale''  von  //in  ii  für  Clt.  Und 
'ic  Curve,  welche  von  dieser  Anti-Nornialo  eingehüllt  wird,  wenn  Q 
Je  gleichseitige  Hyperbel  H  durchläuft,  möge  hiermit  in  Uebcrcin- 
sümiAung  die  „Anti-Evolnte^*  von  H  fur  CR  heisson  ^^).  Diese  Anti- 


P  nicht«  wenn  man  die  Aehien  von  K  in  dem  nftmlichen  Manne  TergrOasert 
oder  Terkleinert.  Man  v«rglMche  Steiner*«  Abhandlung  „Ueber  algebratsciie 
CoTTcii  nnd  ntdien**,  a^  a.  0.»  aweiter  Band,  Seite  S27). 

IS)  Wenn  »an  auf  das  Zeiehen  der  Winkel  achtet ,  so  siebt  man  un- 
BUtt^bAr,  daaa  die  an  vertehiedenen  Seiten  von  CP  liegenden  Kreissegmente, 
vddM  man  erhält,  wirldich  einni  Vollkrcis  bilden. 

13)  Dia  den  versehiedeneu  Punkten  P  der  Ebene  snkommenden  Kreise 
bildcD  ebenfalls  ein  dem  ebenen  Systeme  der  Punkte  P  proJectiTlsches  Nets, 
daa  sich  nnd  seine  Vemandtschaft  au  diesem  ebenen  Systeme  nicht  ändert, 
wcfui  man  die  gleichseitige  Hyperbel  H  vom  Centrnm  C  aus  in  irgend  einem 
Maas—  vergrössert  oder  vericleinert. 

14)  Obgleich  dies«  Ami«Konnale  nnd  Attti*Bvolnta  einen  besonderen  Fall 
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Evoluten  können  nach  Artikel  5.  üffeubar  auch  betrachtet  werden  als 
die  Einhülleuden  der  Geraden,  welche  die  centralen  Radien  Yectorcu 
von  deu  Punkten  von  //  in  diesen  Punkten  unter  bestimmiea  uad  im 
bcstinimteu  Sinne  gezählten  Winkeln  schneiden. 

10.  „Die  Anti-Evoluten  von  H  in  Bezug  auf  ihre  verschiedenen 
DurchmesBer  CE  sind  couceuiriscbe  und  einander  ähnliche  Curveo**. 

Ist  r/?  (Fig.  10.)  irgend  eiu  Durclimcsser  und  CD  eine  Achse 
von  //,  sind  Q  und  Q'  zwei  au  einander  grcnzeude  Punkte  dieser 
Curve,  und  Q'R^  die  Anti-Normalen  von  //in  Q  und  W  für 
CR,  und  sind  QD^  und  Q'D^  die  Auti-Normalen  von  //  m  Q  und  (f 
für  CD,  so  liegen  einerseits  die  Punkte  6',  Q\  7?,  aul  emeni  Kreise, 
da  \Vkl.  Ji.QC  =  Wkl.  ie,(2'6'(=  2  Wkl.  JiCX)  ist,  und  andererseits 
die  Punkte  Q,  Q',  da  Wkl. Wkl.  DjQ'C(=  2  Wkl. /)C1) 
recht  ist.  Beim  Grenzübergange  des  Zusammenfallens  der  Tankte 
Q  und  Q'  liegen  also  die  dem  Punkte  Q  von  H  entsprecheoden 
Punkte  Ji^  und  i>,  der  Anti-Evoluten  für  CR  und  CD  so  auf  einem 
durch  C  und  Q  die  //  in  Q  berührenden  Kreise,  dass  die  Kreisbögen 
CRi  und  CDj^  in  Graden  fortwährend  die  nämlichen  Werte  bei- 
behalten, wenn  Q  sich  der  //  entlang  bewegt-,  denn  man  findet  ao- 
mittelbar  Bog.  C7?,=4  Wkl.  7iC'.:^  und  Bog.  C7.>i=4  Wkl.  DCX^m 
Und  hieraus  folgt,  dass  die  Anti-Evolute  für  CR  aus  jener  für  CD 
abgeleitet  wird,  indem  man  diese  letztere  nm  C  über  einen  Winkel 
2  DCR  dreht  und  zur  selben  Zeit  ihre  von  C  ausgebenden 
Badien  Yectorea  durch  MnltipUcation  mit  C082Wia.X>6'i2  veridtt- 
nert**). 

Die  Anti-Evolute  von  H  in  Bezug  auf  die  Achse  CD  ist  naoi 
ihrer  Entstehungsweise  die  erste  negative  Fusspunktencurve  von 
i/  in  Bezug  auf  den  Centrum  C.  Also  ist  die  Anti-Evuluie  von  H 
in  Bezug  auf  C  R  die  erste  negative  Fusspunktencurve  von  der  gleich- 
seitigen Hypt  rljul,  die  mau  durch  Drehung  von  if  um  C  über  den 
Winkel  =  2  DCR  und  Verkleinerung  der  Durchmesser  mittelst 
Multiplication  mit  cos 2  Wkl.  DCR  erhält  ebenfalia  in  Bezog  aof  da» 
Ceutrum  C, 


bilden  ton  der  Quasi-Normiile  und  Quasi-Evolute  (^Anal}  tische  Gcoatftn« 
der  höheren  ebene u  Curven"  von  G.  Sfllmon  ,  deutsch  von  Dr.  W.  Fidflff, 
2te  Auflage,  Art.  10b)»  so  achte  ich  mich  der  Merkwürdigkeit  des  beioadMi 
Falle«  wegen  doch  berechtigt  etaen  nenen  Vameii  eiBinfUhreii. 

15)  lieber  die  Aiiwendung  dieser  Multiplication  vergleiche  m»n  Jaü« 
riHersen's  in  fasl  alle  moderDen  Sprachen  überfetztea  Wcrkcheo  ,Methodei 
uad  Theorien*'. 
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Der  Kurze  \v<  u'f  n  dcutf  n  wir  im  Folgenden  die  Ciirvo,  welche 
ans  einer  gc^^«  1)(  iien  Mitteipunktscurve  0  durch  Drehung  um  den 
Mittelpunkt  im  Sinne  der  Uhrbewegung  über  den  Winkel  a  und  Muili- 
plication  der  centralea  Radien  Veetoreu  mit  m  abgeleitet  wird,  mit- 
telst des  Syinboles  (!>(«,  i»)  an.  Ks  ist  dann  die  so  eben  gefundene 
gleichseitigo  Hjfperbel  aU  Wkl.  DCE^  cos2  Wkl.  VCU)  zu  be- 
leicbaea. 

Die  ADti-ETolnte  von  H  in  Bezog  auf  die  Aclisen  ist  in  Fig . 
11.  vorgestellt;  sie  bat  in  der  Richtung  von  jeder  der  beiden  Asym- 
ptoten von  H  einen  parabolischen  Ast  von  besonderer  Beschaffenheit ; 
wir  kommen  im  folgenden  Abschnitte  auf  diese  merkwürdige  Curve 
zurück  *^). 

11.  „Ersetzt  man  eine  ungerade  Anzahl  der  Schnittpunkte  von 
einem  Mittclpuuktskegelschnitte  K  mit  irgend  einer  gleichseitigen 
Hyperbel ,  deren  Asymptoten  zu  den  Achsen  von  A'  parallel  sind, 
durch  tlie  ihncu  in  A'  diametral  gegenüber  liegeudeu  Punkte,  so  er- 
halt mau  vier  Puukte  eiues  Kieiäeä. 

Ersetzt  man  eine  ungerade  Anzahl  der  Schnittpnnlste  von  dner 
gletebseitigen  Hyperbel  H  mit  irgend  einem  Kreise  durcli  die  ihnen 
in  diametral  gcgenllbcr  liegenden  Punkte,  so  erhslt  man  vier 
Puukte,  die  so  mit  einander  zusammenhangen^  dass  jeder  von  ihneu 
der  Höhenschnittpunkt  ist  des  von  den  drei  anderen  bestimmten 
Bräecks^ 

Ist  von  den  vier  Fnsspunkten  N^y  Ai  (Fig.  12.)  der  aus 

iigend  einem  unbekannten  Funkte  auf  X  zu  fiUlenden  Normalen  nur 
die  Yerbinduagslinie  p  von  zwei  aus  ihnen  gilben,  so  findet  man, 
nach  den  schdnen  Untersuchnngen  Joachimsthals  ^^),  dieVerbindungs* 
linie  p'  der  beiden  anderen,  wenn  mau  zum  Pole  P  von  p  fSit  X  den 
in  BÜug  auf  das  Centmm  C  symmetrisch  liegenden  Punkt  be- 
stimmt und  die  senicrechten  Projectionen  dieses  Punktes  auf  die  Achsen 
von  K  mit  einander  verbindet  Dabei  ist  dann  die  supplement&re 
Sehne  N^N^  '^^^  ^i^i  parallel  zu  Pi'C^  also  antiparallel  zu  N^N^ 


16)  Mit  Ver^'eisnng  nnt  Artikel  27.  bemerke  ich  hier  nur  noch,  dasi 
die  in  den  Rit  htung-Mi  der  Asymptoten  von  ö liegenden  Pm  rührungspunktc  der 
tiTien<lUch  kruen  Geiailon  mit  der  Anti-Evolnte  Uuckkthi juinkte  dieser  Ciirvc 
.«md,  was  sich  dadurch  verrat,  dais  die  beiden  einer  nämlichen  Asymptote  von 
Ii  lakommcnden  Acste  in  entgegengeseuten  Bichtungen  in's  Unendliche  ver- 
•ebwinden. 

17)  ^Ueber  die  Normalen  der  Ellipse  und  dos  Ellip-^oids"  (CrcUe's  Joar> 
umI  für  reine  und  angewandte  MathcmatLk,  Band  XXVI,  Seite  179). 
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in  Bezug  auf  die  Achsen  von  K,  und  sind  deshalb  die  Panktc  A*/, 
-^31  "J^cb  Artikel  6.  vier  Panktc  eines  Kreises.  Und  diei 
bleibt  offenbar  der  all,  wenn  man  noch  zwei  der  Punkte  Aj.  JV^ 
durch  die  ihnen  diametral  gegenüber  liegeoden  Punkte  Ton  er- 
setzt. 

Dieser  bekannte  Joachimsthal'sche  Satz  ist  aber  einer  Envdtenug 
fähig.  Was  nach  dem  Obigen  von  den  Tier  Schnittpunkten  des  Mittel- 
pnnktskegelscbnittes  K  mit  irgend  einer  seiner  Hyperbeln  des  Apullo- 
nius  gilt,  das  kann  anch  von  den  vier  Schnittpunkten  von  K  mit 
irgend  einer  wohl  dorch  die  unendlich  fernen  Endpunkte  A  und  B 
der  Achsen  von  iT,  nicht  aber  durch  das  Centrum  C  von  K  gehen- 
den gleichseitigen  Hyperbel  behauptet  werden.  Zum  Beweise  die*er 
Verallgemeinerung  bemerke  ich,  dass  die  gkicliiciugcn  H>*pcrbeh  J  5 
von  den  Punkton  .1.  /i,  .Vj,  .V4  ;lIs  ßasispankte  bestimmten  liüathclä 
in  A'  t'ine  quadratische  lnM)lii;i'  ii  von  Punkten  Aj,  Aj  einschneideo, 
welche  auch  von  den  parallelen  Strahlen  eines  Strahlenbttschels  mit 
unendlich  fernem  Scheitel  getragen  wird.  Indem  namlich  jede  qot- 
dratischc  Involution  auf  A'  von  einem  Strahlenbttschel  erzeugt  wer- 
den kann,  so  euthält  dieser  Büschel  in  unserem  Falle  die  unendlicii 
ferne  Gerade ,  da  diese  mit  der  Geraden  N^Na  eine  Curve  des  Bü- 
schels bildet.  Es  führt  also  die  Ersetzung  der  durch  JN^  und 
bestimmten  Hyperbel  des  Apollonius  durch  irgend  eine  Curve  de>  von 
.1,  B,  A'3,  A'4  bestimmten  Büschel.s  nur  zu  einer  parallelen  Yeräcliiö- 
bung  der  Geraden  ;>  und  also  auch  nur  zu  einer  parallelen  Verschie- 
bung der  Geraden  AV' A'o,  was  nach  Artikel  6,  die  Lage  der  vier  Punkt« 
j\  auf  eiuem  Kreise  nicht  aufhebt. 

Sind  weiter  iV„  isr,,  A4  (I  ig.  13.)  die  Schnittpunkte  der  ge- 
gebenen gleichseitigen  Hyperbel  H  mit  irgend  einem  Kreise,  so  sind 
die  Sehnen  iV^A^  und  A^A'4  nach  Artikel  6.  antipanllel  in  Bezog  saf 
die  Achsen  von  ff  und  ist  dies  mit  den  supplementären  Sehnen  A\xV, 
nnd  A'j'A'jj  nach  Artikel  4.  in  Bezog  auf  die  Asymptoten  von  H  der 
Fall.  Also  sind  nach  Artikel  5.  die  Sehnen  Ni'N^  und  N^Nt  sa  ois- 
audcr  senkrecht.  Und  da  dies  von  den  Sehnenpaaren  A\'A^  usd 
A^iV4,  A'/A'4  Ull  i  Aj;Aj  cbcuäü  bewiesen  werden  kann,  haben  die 
vier  Punkte  A'^ ,  A'^,  A'3,  Ni  die  im  Satze  angegebene  merkwürdige 
Lage. 

12.  „Wenn  eine  gleichseitige  Hyperbel  einem  Dreieck  umge- 
i^clirleben  ist,  so  geht  sie  auch  durch  den  Schnittpunkt  bemei  Höhen. 
Ist  das  Dreieck  rechtwinklig,  so  berühren  also  die  umgescbriebcDeo 
gleichseitigen  Hyperbeln  im  Eckpunkte  des  rechten  Winkels  alle  die 
vou  diesem  Punkte  auf  die  Hypoteuuse  gefällte  Senkrechte^. 
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Dieser  bekannte  Satz**)  ist  eine  umn ittelbare  Folge  des  zweiten 
Teiles  dos  vorbergehendeo.  Es  liegt  nünilich  in  Fig.  13.)  der  dem 
Punkte  ^\  der  gleichseitigen  Hyperbel  //  diametral  gr^'enüber  lie- 
gende Punkt  iV/  ebenfalls  auf  i/,  und  dieser  Punkt  ist  der  Schmtt- 
pimkt  der  üöhen  des  Dreiecks  N^N^N^ 

BeiUofig  bemerke  ich,  das»  diese  Betrachtungen  flftr  den  Ort  der 
MitteliNiiikte  der  emem  Dreieck  umschriebenen  gleichseitigen  Ilyper- 
beto  den  Neunpunktskreis  dieses  Dreiecks  liefern. 

13.  ..Die  Polarfipir  einer  gleichseitigen  Hyperbel  H  in  Bezng 
auf  irgend  eine  andere  concentrische  gleicliscitigc  Hyperbel  /fj  ist 
wieder  eine  concentrische  gleichseitige  Hyperbel  K^.  Die  reelle  Achse 
von  //,  ist  antiparallcl  zu  der  reellen  Achse  von  i[  in  Bezug  auf  die 
Achsen  von  //j,  und  ihre  Grösse  ist  au  jene  a  und  a,  der  reellen 
Achsen  von  JT  und  //,  gebunden  durch  die  Gleichung  aa^  «i*. 
Ist  ^  II (a,  m) ,  Sü  ist  H.j  =  H^(a,  m)  —  /rr2a,  vi'').  Und  boi 
diesem  üebergange  von  ff  yn  mittelst  Drohung  und  MultipHcatiou 
entsjiricht  dem  Berührungspunkte  irgend  einer  Tangente  von  II 
irirklich  der  auf      liegende  Pol  dieser  Tangente  in  Bezug  auf  H^. 

Nimmt  man  bei  einer  gegebenen  gleichseitigen  Hyperbel  H  noch 

die  beiden  Corren  an,  in  welche  //  übergeht,  wenn  man  sie  in  posi- 
tivem ned  negativem  Sinne  am  ihr  Centrum  C  um  den  Winkel 
ton  60**  dreht,  so  erhält  man  drei  Curven,  die  zu  einander  in  der 
besonderen  Beziehung  stehen,  dass  jede  von  ihnen  iu  Bezug  aui 
irgend  ciuc  der  beiden  übnguu  die  i-uiaiügur  der  dritten  ist  ^^)". 

Ist  die  Polarfigur  eines  Kegelschnittes  K  in  Bezug  auf  einen 
snderen  Kegelschnitt  if,  im  Allgemeinen  wieder  ein  Kegelschnitt 
Ä*,  *>),  so  folgt  hier  aus  radialer  Symmetrie  in  Bezug  auf  das  ge- 
meinschaftliche Centrum  C  vuii  II  uud  IT^  (Fig.  lt.),  dass  die 
Polarfigur  ein  mit  //  und  //,  eunceutrischer  Kegelschnitt  ist.  Nun 
Sind  aber  die  Asymptoten  CA'  uud  CY  von  H  in  Be/u^'  auf  die 
Polaren  der  unendlich  fernen  Punkt«  dieser  Poiariigur,  d.  h.  6A  und 
CY  sind  in  Bezug  auf  11^  die  den  Asymptoten  der  Polartigur  con- 
jogirten  Durchmesser.   Also  sind  die  Asymptoten  der  gosachteu  Curve 


IS)  Mmi  vetgttiche  Beye,  a.  a.  0.,  1.  Abteilung,  Saite  183,  Aufgabe  IIS 
«ad  Selmoii'i  ,Conics",  Artikel  SSS,  Problem  1  and  Artikel  315,  Problems. 

19)  Einen  analytischen  Bewcia  dieses  Satzes  enthilt  meine  ^Notix  fibcr  die 
LemnitkAle*'  (Sitoangiberiehte  4.  k.  Akad.  der  WiiMnacb.  sa  Wien,  Baad 
LXXXIX,  Sie  Abteiliiiig,  Seite  I9S4). 

SO)  üejre,  a.  a.  0.,  1.  Abteilung,  Seite  82. 
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in  Bezog  aaf  die  Asymptoten  C2|  nnd  CTi  von  J7,  a&tiptnlkl  ni 
CX  mid  CY  und  stehen  sie  deshalb  auch  senkrecht  auf  ehuito, 
d.  h.  die  gesachte  Cnrre  ist  ehenüiUs  eine  gleichseitige  Hyperbel  J9^ 
Und  dann  sind  aneh  &  Aduen  von  antiparaSe]  zu  den  Aeltiei 
Ton  H  in  Bezug  auf  die  Achsen  tod  7/^. 

Ist  P  ein  Scheitel  von  a]so.CP=  a  uod  p  seine  Pol&re  in 
Bezng  aaf  //j,  so  erliennt  mau,  dass  (nach  Artikel  5.)  p  senkrecht  steht 
auf  der  Achse  CD^  von  \  denn  die  den  Scheitel  P  eothaiteafka 
Achse  von  //,  ist  antiparallel  zu  p  in  Bezog  auf  die  Aqrmptotes 
von  //}  und  CD  und  CD^  sind  es  in  Bezog  aal  die  Achsen  vm 
Hl,  Also  ist  p  eine  Scheiteltaagentc  von  fTg,  der  Schoittpiuilrt  i| 
von  CD^  nnd  f»  ein  Scheitel  von      nnd  CP^  Hiezans  frigt 

im  Yorabergeh«!«  dass  die  Achse  von  welche  antiparsllel  ist  a 
der  reellen  Achse  CD  von  in  Bezug  anf  die  Achsen  von  Üue 
reelle  Achse  ist  Ist  weiter  Q  einer  der  beiden  Schnittpunkte  voaCD 
mit  i/^  nnd  P*  der  Schnittpunkt  von  CD  mit  |>,  so  ist  CPXf*  ^ 
CQ';  denn  die  in  Bezog  anf  zu  einander  coigogirten  Paukte  P, 
P*  gehören  einer  anf  CD  liegenden  Involution  an ,  welche  C  um 
Centraipunkte  nnd  Q  zu  einem  der  Doppelpunkte  hat  Aber  nsss 
der  Schnit^unkt  ist  von  CD^  mit  der  zu  parallelen  T^uigeite 
q  von  ^1  in  Q,  so  hat  man  auch  CP^tCP*  —  CQ^iCQ  und  dieie 
Proportion  giebt  mit  der  aogeffthrton  Gleichung  unmittelbsr  die  Rs- 
lation  C'P.  CP|  =  CQ.  CQ^.  Sind  nun  endlich  und  die  Sefaaitt- 
puukte  von  q  mit  den  Asymptoten  CXi  und  CF|  von  lo  bst 
man  nach  einander  CQ.CQ^  —  qq^.cQo  —  iCQ«.CQy  nnd  deshalb, 
da  nach  einem  bekannten  Satze  der  gleichseitigen  ^yperbel") 

\C(lx.CQjf  «=-       ist,  auch  aa,  •«  a,^ 

Ist  j^i  —  H{a,  m),  SO  ist  deshalb  a     Wkl.  OCD,  und  m  -  ^ 

Aber  wir  finden  WkL  D^CD^  —  WW.  /JC/>,  und  ^  »    ;  also  ist 

i/,  //j  (ff,  w»)  =  //(2a,  m*).  Und  hierbei  ist  es,  wie  der  Satz  uhon 
angiobt,  bemerkenswert,  dass  der  Ucberganj»  von  H  zu  //»  dorcii 
Drehung  und  Multiplication  ein  beliebig  auf  //  gesvalilter  Punkt  K 
von  //  (Fig.  15.)  in  den  Punkt  Rf  von  überführt,  dessen  Polarf 
in  Bezng  auf  //]  die  Tangente  von  11  in  R  ist  Ist  n&raiich  r  die 
Tanj^cnte  von  H  ijk  R  und  der  Pol  von  r  in  Bezug  auf  ü/j,  «o 
ist  die  Tangente  r  antiparallei  zu  CiC  in  Bezug  auf  CY  und  zu  CRt 


S1)  Beje,  s.  a.  0.,  1.  Abtdliiiig,  Saite  94. 

22)  Ans  dieten  metrischen  Relationen  beweiet  man  ohne  Ufthe,  de»  <■ 
gleichseitige  Hyperbel,  wie  Herr  BroearA  niir  brieBieb  nitldlte,  ihre  wiigm 
Folftrtlgur  iet  In  BflMg  aaf  den  sie  doppelt  berftbienden  concentriedien  ETCii> 
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in  Bezag  auf  Cl\ ;  also  ist  nach  Artikel  6.  der  Winkel  RCBf  » 
2  Wkl.  ¥CY^  —  2«,  u,  8.  w.  * 

Der  zweite  Teil  des  Satzes  ist  eine  nnmittellNiTe  Folge  de« 
enten. 

14.  „Wenn  man  von  den  zwei  Ciir?en  Cj*  und  Cf»,  welche  man 
altteht  Drebuig  einer  gegebenen  Cnrve  C»  nm  irgend  einen  Ponkt 
M  in  positivem  and  negativem  Sinne  nm  den  Winkel  von  60*  erhSlt, 
jsne  Elemente  «»ii>Mtii«MP  entsprechen  Iftsst,  welche  sieh  ans  einem  nflm* 
Heben  Elemente  von  C*  entwickelt  haben ,  so  ist  die  EnveJoppe  der 
Tertnndangslinie  der  entsprodiendon  Pnokte  von  C^»  nnd  C,»  die 
TOD  M  aus  halbirte  erste  negative  Fnsspnnktencnrve  von  C"  für 
M  und  der  Ort  der  Schnittponkte  der  entsprechenden  Tangenten  von 
C,**  und  Cf**  die  von  M  aus  verdoppelte  erste  positive  Fosspnnktcu- 
cone  von  6^  für  3/." 

Ist  in  Fig  (16.)  der  Punkt  M  der  Drehpunkt,  nnd  sind  I\, 

entsprechende  Punkte  der  drei  Cnrven  C»*,  6',",        so  steht  die 
Verbindungslinie     i\  iu  der  Mitte  von  MP  auf  MP  senkrecht,  was  ' 
den  ersten  Teil  des  Satzes  beweiset.   Sind  weiter  p,  die  ent- 

sprecheadeu  Taugenten  der  Curvon  in  dicseu  Puukteu,  uud  be/eichuot 
man  den  Schuittpuukt  von  mit  ÄfP^  als  Q,  vou  pi  mit  als 
und  vou  Ulli  3/7*  als  (4,  so  ist  Wkl.  Ml\U^  —  Wkl.  M1\Q.^. 
Deshalb  liegt  der  Sclmittpunkt  /*'  von  pi  und  dessen  Ort  wir 
in  dem  zweiten  Teil  des  Satzes  augugebon  haben,  auf  dem  durch 
/*,  undPj  gehenden  Kreise,  ist  der  Winkel  }\  P' J\  als  das  Supple- 
ment vom  Winkel  P^MP^  =  GO'*  und  wird  vou  der  durch  die 
Mitte  M  des  Kreisbogeus  P^MP^  geheudeu  Gerade  P'M  halbirt. 
Aber  da  P  offtiibar  der  Mittelpunkt  dos  durch  P^,  P^  uud  P' 
gehenden  Kreises  ist,  und  p  mit /)j  und  p^  ein  gleichseitiges  Dreieck 
bildet,  s(»  steht  p  m  der  Mitte  Q'  von  MJ''  auf  MP'  senkrecht,  und 
iät  hiermit  der  zweite  Teil  des  Satzes  bewiesen. 

Ist  C"  die  i^eichseitige  Hyperbel  von  Artikel  13.  nnd  sind  also 
C^M  und  Ol*  die  dort  auftretenden  Cnrven      und       so  ist  die 


23)  Wenn  //  durch  den  Scheitel  ron  H^  geht,  to  geht  aus 
Admlichkcitogründen  durch  dcu  Scheitel  P,  von  niul  berührt  nach  der 
letiten  Bemerktinj,'  des  Textes  die  Scheitcltangento  von  LI,  welche  dem  Punkte 

P  lukomnn  .  cbenfalb  dir  //^  in  P^.  Also  ist  der  Ort  der  Scheitr!  P  von  den 
Clcichsciugeii  Hyperbeln  IJ  niif  ririrm  ^'cmeinscliaftt idicn  Durnhme.sser  P^P^* 
%h  die  erste  positive  Fu«spunktcncurvc  der  gleichzeitigen  II>perbcI  //,  für 
ihren  Mittelpunkt  C  eioo  Lemniskate  (Steiner,  a,  a.  O.,  zweiter  Band»  Seite 
414). 
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Schou Ui  Udler  ctic  Curven  vierter  Ordnung  elc. 


Envoloppe  der  Vcrbiudungslinio  der  entsprechend eu  Puukie  von  //, 
und  IL  alfe  die  von  3f  aus  halbirte  erste  negative  Fusspunkteucune 
von  //  für  Af  die  von  ('  aus  lialbirtc  Curve  von  Fig.  11  ,  also  die 
Anti-Evolute  von  der  von  C  aus  h  ilbirten  gleichseitif^en  Hyperbel 
//  in  Bezug  auf  dio  Achsen.  Und  der  Ort  des  Scliuitipunktts  der 
eiitspreclienden  Taugonteu  von  ff^  und  Hf  ist  als  die  von  M  aus  ver- 
doppelto  erste  positive  Fiisspunktcncurvc  von  //  für  M,  d.  h.  als  die 
erste  positive  Fusspunktoncurvo  der  von  M  aus  verdoppelteu  gloich- 
seiiigcQ  Hyperbel  H  für  Jd  eiae  Lemniakate  von  loicht  angeblicher 
Lago. 

Ersetzt  man  den  Winkel  von  W  dnreh  irgend  einen  Winkel  a, 
80  wird  die  Envcloppe  die  ans  3f  mit  cos«  multiplicirto  erste  nega« 
live  und  der  Ort  die  aus  M  mit  sec«  multiplicirte  erste  positive 
Fusspuuktencurve  von  C""  für  M.  Indem  dieses  Resultat  für  die 
EuvL'lopi)e  unuiittolbar  einleuchtet,  findet  man  iu  ße/ug  auf  den  Ort. 
dass  MJ'il"  I\  wie  oben  ein  Kreisviereck  ist  und  der  Winkel 
von  ISO'* — 1?"  durch  JA/'  gohalftot  wird.  Deutet  mau  dann  writer 
Wkl.  MPQ  =  Wkl.  M^^Q^  =  Wkl.  MKQ^  durch  ß  an,  so  hat  ma:i 
Wkl.  MUJ'=l60^—ici-\-ß)  und  Wkl.  Q'3fP  =  (a  +  /3) —  90«,  und 
Steht  also  UU'  senkrecht  aui  MF'.  Und  endlich  folgt  aus  den  Re- 
lationen MQ'  —  MUHm(tt+ß)  und  ifP'coso  =  J/Q  sin  (a  4-/3}  noch 
A/Q'seca  —  MF'**), 


84)  FQr  die  Anwendung  dee  sweiteo  Toilei  dieeee  ellgemeinMrcn  Sttan 

eaf  den  Fall  einer  gleicliscitigen  Hyperbel  Tergldehe  mmo  mehie  nHoti«  Sbv 
die  Iiemoiekete«'  (a.  a.  0^  Seite  1965). 
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VI. 

firweiterimg  des  Aoust'scJieu  Problems 
der  Curventheorie. 

Von 

R.  Hoppe. 


IMe  iB  Rede  stehende,  zaerst  von  Aonst  nntoraachte  und  in 
T.  LXn.  S.  886.  Ton  mir  aufs  neao  beliandelte  und  gelöste  Aufgabe 
ist:  Eine  Cum  derart  sn  finden,  dass  die  Einbflllende  der  Erürnnrangs* 
sze  der  EinhflUenden  ilirer  Krftmmangsaze  der  Urcnrye  congnient  sei. 

Die  Einhüllende  der  Krümmungsaxo  ist  uar  eine  unter  den  ab- 
geleiteten Curven,  die  zum  System  der  Tangente,  Haupt-  nnd  Binor- 
aale  einer  ürcorve  in  definirter  Beziobnug  stehen.  Mau  würde  also 
auch  Curvcn  von  andrer  Beziebnng,  z.  B.  die  Evolvente,  in  die 
An^be  einführen  können.  Doch  verspricht  es  wol  bessern  Erfolg, 
wenn  wir  die  Beziehung  sogleich  allgemein  auffassen.  Die  Bedingung 
bleibe  dieselbe:  die  zweite  Ableitung  soll  der  Urcnrve  congment  sein; 
dagegen  behalten  wir  nns  die  Entscheidung  vor,  ob  sie  durch  die 
Urcnrve,  wie  vorhin,  oder  durch  die  Besiehung  erfUIt  werden  soll, 
was  auf  den  Anftng  der  üntersnchung  keinen  Einfluss  hat 

Die  Bezeichnungen  seien  dieselben  wie  in  der  citii  U'u  Abhaudluug: 
' bedeuten /gh,  /'fi'h\  Imu  die  Uichtuii^scosinus  der  Tangente,  Uaupt- 
üormaie,  Binormale,  9t  uud  B{>  die  Cuutiiiirmzsvinkol  der  consecutiven 
Tangenten  uud  Krümmungsnxcn,  «  dm  Üo^icu  der  (  urvc.  dor  Accent 
bezeichne  die  Differentiation  nach  t,  die  Indiccs  an  ohig«  n  Buchstaben 
outerscheiden  die  Zogehörigkeit  zu  verschiedenen  Curven. 

bt  nun  der  die  Gurre  enseugende  Punkt  (Xii/iZi)  relativ  zum 
begleitenden  Axensjrstem  (Tangente,  Uauptnormale,  Binormalo)  der 
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Curve  «  bestimmt,  so  sind  die  üelatioueü  der  Coordiuaten  ia  der 
Form  gegeben: 

Vi  —  \  (1) 

Hieraas  gehen  die  Belatianen  der  RichtnogBoosiiiiiB  der  brei- 
tenden Axen  herror: 

^r^'^iwi";  I  etc.  ™it  gleichen 

und  zugleich  das  Bogenelement  d»i  nnd  die  Oontingenswiskel  dr^,  d^j. 

Ucber  das  IJügciu  lemont  P.»,  kann  man,  wie  ich  in  meiner  Cnrvcn- 
Uieorie  gezeigt  iiabe,  uoch  beliebig  verffigon  and  die  Coordinatea 
Xiifiz^  dadurch  berechnen,  nachdem  alle  Grössen,  die  keine  Linear- 
ausdehnung enthalten,  der  Aufgabe  gemäss  bestimmt  sind.  Daher 
würde  jeder  andre  Weg  nnnötige  Complicationen  schaffen  als  der, 
welcher  Yon  der  Gl.  (2)  ausgeht  und  erst  nach  deren  firledigniig  die 
Lineargrössen  zuzieht. 

lu  den  Gl.  (1)(2)  sind  alle  Grössen  als  Functionen  einer  Varia- 
bein anzusehen  (ohuo  constante  Werte  auszuschliesscn). 

Wir  nennen  nnn  die  Darstellnng  einer  Cnrve  «j,  die  gemlss  dea 
61  (1)  oder  (2)  in  Beziehnng  znr  Car?e  «  steht ,  eine  Ableitung 
von  derselben  nach  einem  durch  die  CoefBdenten  ansgedrOiMn 
Princip. 

Diese  Krkliirnng  lässt  indes  noch  zweieilci  AutiaHMuug  zu.  Sind 
alle  Grossen  Functionen  eines  rarameters  <3p,  so  kann  man  9  cutweder 
zum  Princip  oder  zur  Curve  rrrlnien.  Der  Unterschied  zeigt  sich, 
wrnn  man  von  verschietienen  Curven  nach  demselben  Princip  ableiten 
will.  Im  ersten  Fall  bleiben  a^b^c.  immer  dieselben  Functionen  von 
qp,  während  t,  in  andre  Functionen  von  9  Ubergehen.  Im  letztern 
Falle  muss  nicht  nur  tp  mit  Veränderung  der  Curve  mit  verändert 
werden,  sondern  es  müssen  ancb  a,  c  derart  definirt  sein .  dass  die 
veränderte  Abhüngiglieit  vom  veränderten  Parameter  sntMtiUiirt  wer* 
den  Icann.  Sei  z.  B.  t  selbst  Parameter, 

^  ^  ^(rji  u       a(T,  &(%))\  etc. 

dann  wird  bei  Anwendung  desselben  Princips  auf  eine  neie  Cum 
im  ersten  Falle 
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im  JeUtern 

Dementsprecheud  hat  insbesondere  die  Widorholuiig  einer  Ab- 
leitung Terschiedenen  Sinn,  und  die  zu  ontersachuude  Aufgabe  ist  im 
zweiten  Falle  eine  andre  als  im  ersten. 

Das  Folgende  behandelt  nur  die  Aufgabe  im  erttam  Sintie,  d.  L 
die  leiehCere.  £e  weiden  bei  Ableitung  erst  von  «,  dann  von  aus 
die       c  als  dieedben  Fonctionen  vom  nrsprflngiiehen  t  betnwlitet. 

§.  2.  Bestimmung  der  Richtungen. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  zweite  Ableitung  von  «  nicht  nur  con- 
gnuuiti  sondern  auch  von  gleicher  Stellung  mit  «  sei,  so  sind  in  den 
eatqneebendeu  Punkten  die  begleitenden  Axen  beider  Cnrven  gleich- 
gerichtet, und  man  hat: 

f  ^af,+bf,' +  cl,  j 

Dies  vcrglichcu  mit  dem  Syaltm  {2}  gibt  als  ausreichende  Bc- 
diügungen: 

— «i5  ««o«;  Ol—*  (4) 

Die  erste  gibt: 

0«! 


das  ist 


ea^ssil  +  a)eJ^  (&) 


Das  Prodnct  der  zwei  letzten  gibt: 


1 


(1— e* — «')C|-|-*(«ai+öCi) 

das  lit 

(l-fl)tc«,-(l+a)<|-0 

eine  Gleichung,  die  schon  durch  (5)  erfüllt  ist   Ferner  gibt  die 

i^uiidraläuiume  der  2  letzten  61  (4): 

Beide  Selten  sind  bedingungslos  sl—a',  folglich  sind  alle  3 
Bedingungen  erfüllt,  wenn  es  die  erste  ist 

S* 
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Sei  DUO 

/,  =/co82a+8m2«(/'co8^+/8miJ)  (7) 
IHw  differentürt  gibt  nach  Voigleidiiiii^  der  2  AndrikkA  m// 

— rin2«<2«'+C0Bft  I 
»1  ^-cof2«co8/l(3a'+c<M^)-  8iD/}[(|l' +#'>8i]|2a-  eosSttilBAl  (8) 

q  ^Wco82«8in/J(2*'+  co8i3)+co8/J[(i3'-|-d')tlii2«— C0S2«sinflJ 

Nach  EimetBaiig  dieser  Weite  wird  OL  (5): 

0  —  2co8«a{8m^(2a'+casi?)+co8i8r(/l'+^')8in2a  — coB2Kaüifi| 
—  icoa'  a|  a'sin  ß+Bina{{y+9')  cos  a+sln  «sin  coe/l| 

I>ie  eiuc  Lustmg  ist  co!» «  »  0.   üicr  ist 

die  andre  erfordert  die  Integration  der  Gleicbang: 

da8iD|3+siiittCO8/}[d(/}+^)c08aH-dv8ina8infl8s0  (9) 

Wird  nun  fUr  gegebenes  Ableitungsprincip  die  Corve  gesndtt, 
so  bat  man: 

•  a^=--a/j-aTtg«sin|j-  (lo) 

^  '^einacosa 

wo  o  und  ß  ia  t  gegeben  sind.  Durch  &  als  Fnoction  von  t  ist  die 
Ciirvendasse  bostimmt,  doch  hingt  ihre  Darstellnng  von  der  late* 
gratioB  einer  linearen  Gleicbang  2.  Ordnung  ab,  ist  daher  im  all- 
gemeinen nicht  ausfahrbar. 

Forucr  gibt  es  einzelno  Werte  von  welche  die  Gleicbang 
unabhängig  von  ^  erfHUen,  so  dasa  die  Corve  willkfirlich  bleibt. 
Hiervon  später. 

Sucht  mau  liiugcgeu  das  Abieitungsimucip  für  beliebig  g^cbcne 
Corve,  also  für  gegebene  Relation  s&wiscben  t  und  t^,  so  ist  Gl.  (9) 
linear  in  cot  a,  und  man  findet: 

_  dk 


1 


wo  h  wiUkflrllche  Fnnetion  von  t  oder  ^  ist. 


■ 
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Hoppe:  Erweiterung  des  AouMt'eehen  ProhUm»  der  Curvenikcorie. 

Elimiuirt  mau  jetzt  j3'-)~  ^'  mittelst  üti  Gl.  (10),  so  werden  die 

GL  (8),  deren  Qiiadiataiimme  den  Wert  von  ^  ergibt; 

«j  =  sin  2«  coB/3  \ 

—  Sam'acoe«^— 1  I  (12) 

woiwi  In  YerUndong  mit  den  Gl.  (6): 

Ha     ein 2a sin/}  i 

d|  ss2rin*«i8in|}co8/}  |  (14) 

Difierenturt  man  die  dritte  Gl.  (2),  so  erhUt  man,  analog  (8): 
^  2«'co8 2a  sin  -f-  ß'^'^    cos  —  2  sin^  a  sin  |}  cos 

woraos: 

^  -  --'2a'oot2«tg(3— /S'+tgasin/}  (15) 
dis  ist  nach  Gl.  (10) 

-  d'+2tg«tgiJ(«'+C08ft  (16) 

§.  3.  Bestimmang  der  Lineargrösson. 

Damit  die  Deuc  Ableitung  von  nach  dem  Priu -ip  (1)  der  Ur- 
conre  •  coogment  und  von  gleicher  Stellung  mit  ikr  sei,  muss  sein 

«+ const  —  X,        + rli ;  etc.  (17) 

DiffereDtiirt  man  die  Gl.  (1)  und  (17)  und  vergleicht  die  Coeffi- 
cicnten  bzhw.  TOD  /,  l  und  /j,  /i',  ^i,  80  ergeben  sich  die  6 
Gleieiinngen: 

cdij  «=-      ar.  ^^^^ 
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lioppti  Enotiterung  de»  Äovst'tcheH  I^obUms  dir  Curv€Htk«wie, 

woraus  durch  Elimiaation  von  dp,  dg,  dr: 

(1  +  a)  (8*,  -  a«)  -  7  Otj  -  8t)  j 

6  (8*1  —  8^)  «  —  p  (8t,  —  8t)  4-  r  (8^4—  8^)1  (19) 

Klimiuirt  mau  r^,  so  kommt: 

wie  auch  Gl  (13)  unü  (16)  ergeben.  Elimioirt  mau  üic  Differentiale, 
80  orhiUt  man: 

il+o)p-\-bq^cr  ^0  (21) 

Die  Gl.  (18)  lassen  sich  jetzt  vertreten  durch  die  3  ictzten  der* 
selben  nnd  die  GK  (19);  letetoro  wieder  durch 

a^-a.+,^^|'  (M) 

und  doFcli  die  6).  (20)  (21).  Eliminirt  mti  noch  8«i,  so  hat  mia 
im  ganzen  die  3  Gleicbnngen: 


«8«  —  Sr-f-gdO*!  ^ 


(IJS) 


woraas,  nach  Mnltiplication  mit  l+o,       nnd  Addition: 

Ü  «"  (l-f-ö)8|)+68g-j^c5r-|-i|>8ri  —  g(o8Tj4"3^  —  co^j)  -  brd9j 

das  ist  nach  GL  (21) 

.pda-{-qdb'\'rdc  -»  6p8rj  —  g(a8ri+8i — cd^^)— 6r8*| 

Diese  Gleichung  zeigt  sich  nach  EioAlhrung  der  Werte  (6)  (13) 
(15)  dar  a,  cy  8t2,  8»i  identisch  mit  (21),  folglich  ist  jede  <ter  Gl 
(23)  eine  Folge  der  beiden  andern.  Dnrdi  Yerbiadnng  derSletstea 
erhKlt  man: 

(1  — a<)d«  =  a(^+cr)+dpdT|  +  («5— ^)dd|  —  sd6— rde 

Fuhrt  man  die  W  ei  te  (G)  ein  und  setzt 

qssucoiBß — »sin/i;      r     usin ß -\- v cos ß  (W) 
so  werden  die  beiden  Gleichongen: 
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OS  bin  2ft  »Ott —  nc>r,  tg  u  cos  ß  —  r  {cd'^  -j-  ^ß) 
0  =»  3t>.  8in2a4-u[2ÖTj8iii*«8mp  +  (9^,-}-öj5)8in2a] 

ind  ateh  Sabstitiitioii  der  Werte  (13)  (15)  von  Bt^  und  B^^i 
9tän2atssdu+uiga  {2da  +  dz  cos ß)  +  r  (^^^ — dttg o  sin ^  j  (25) 

0  —  8r» .  siü  2a  —  2uBa  tgß  (26) 

Ist  niiD  8«  gegeben,  so  findet  man  zuerst  v  dmch  Integration 
der  linearen  Gleicbnng  2.  Ordnnng,  welcbe  aus  der  Elimination  Ton 
«  berrorgebt,  nud  dann  t»,  bierans  q  und  r  nacb  (24),  dann  p  ver- 
DittelMt  der  Gl.  (21),  d.  i. 

|>C08a4-(2C08/^  +  rSiU/3)8iua  (27) 

mitbin  das  Ableitangaprincip  ans  gegebener  Urcnrve. 

Da  sich  jedoch  die  verlaugto  Integration  nicht  allgemein  ans- 
lühreu  lässt,  so  bleibt  aus  allein  folgende  Aufgabe  als  aUgemeiu 
lösbar  übrig. 

Es  sind  die  RicbtangsgrOssen  einer  Cnrve  f,  ^,  h  gegeben,  mau 
8ol!  deren  Bogen  und  das  Ableitungsprincip  finden,  nacb  dessen  zwei- 
maliger Anwendung  eine  der  ITrcurve  cougrucute  Curvo  entsteht. 

Die  Lösung  entbalt  2  willliarliche  Functionen  k  und  v.  Aus 
/.  g,  h  findet  man  zuerst  r  und  ^.  Als  Parameter,  d.  b.  nnabbängigo 
Variabein,  mit  dessen  Variation  die  Urcnrve  ä  erzengt  wird,  sei  t 
sngenommea.  Kacb  den  61.  (11)  ergeben  sieb  or  und  Ans  a,  jS,  v 
ergibt  sieb  nacb  (26) 

Ba  sin2cr 

Die  GL  (21)  (21)  ergehen  />,  </,  r,  mid  Bs  findet  iiuui  m  (il.  f*J5), 
dann  Bf^  in  Gl.  (19)  dargestellt.  Ausserdem  sind  j\,  g^,  durch 
Gl.  (2;  bukanut,  woraus  die  Werte 

benrorgeben. 

§.  4.  Beispiele. 

Gl.  (9)  wird  unabhängig  vou  ^  erfüllt,  wenn  «  constant,  und 
cos/5  -=  U  ist,  ferner  für  siuo  «0.  Hier  haben  die  Gl.  (13)  (16) 
keine  Gültigkeit 

Im  Falle  sina  »  0  wird  a  «  1,  &  =  0,  c  -^^  0,  und  die  Kichtnngs- 
grtasen  von  «  und  «j  einander  gleich.  Da  alsdann  ancb  d^i  =  dt 
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wird.  SO  iDUSs  Dach  der  ersten  Gl.  (9)  ds^  *- 9«  sein,  mithin  bdie 
Curvcn  idcutisch  wurdcu.   Eiuc  Ableitung  ist  uicbt  möglich. 

Für  deH  Fall  cos  a  0,  wo  /I  willkttrUcb  iat,  luranebt  naa  nr 
cosß  ^0  zn  setzen ;  dann  ist  er  auch  in  dem  erat  genaoatea  Fdle 
enthalten.  Man  findet  dann: 

und  nach  Einsetzung  der  Werte  a  —  —  1,  &  »e  —  0  in  die  GL  (19): 

9=30;      r  — 0 

dann  nach  der  zweiten  Gl.  (18}  auch  p  =  0.  Auch  hier  siad  die 
Cunren  s  uuü  congruent 

Sei  a  constant,  /I »  ü»  also 

// — r 

= /■sin2a  —  ic08  2o 
x^mm  —  TC08  2o-|-^8in2a 

Hier  zeigt  sich  die  Abweichung  von  den  Gl.  (13)  (16). 
Bio  61.  (19),  deren  erste  und  dritte  ftbereinstinimen,  geben: 

8«!  —  d«      3(9^tga  —  dr) 
0  —  (pcofa-f  rsinaXd^t^a— dr) 

Entweder  ist  also 

cot«;  d«is9f 

oder 

pcosa+rsina -«0  (29) 

Nimmt  man  hierzu  die  3  Ictztou  Gl.  (18)^  und  eliuiiuut  p  nsd 
so  werden  die  4.  und  6to  identisch,  und  es  bleibt: 


}  m 


d«sin2«r  ^  dr+9(dv8in2a+d^cos3a) 

dq'^  r(dttga+9&)  (31) 

Setzt  man 

1}  ™  YSina-f-^COSa 

so  wird 

r  =  ||o0Ba  (5S) 
5^sin2«  -  j-jcos«+5(g^tÄ«+— j  (33) 
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Letzt«  rr>  Glciilinu^  ist  unter  aadcru  iutograbol  für  Urcorveu 
coostantcr  äteigung,  wo 


cooftaat  ist   Hier  wird 

T=<TcosA;   i>  =  asinA;   ij  «- tf8in(*i-|-a) 
ttod  die  Gieichaqg  (30)  lautet: 


Ihr  lategial  ist 

2 

aaher  erbiUt  mau  nach  Gl.  (32;  (2U): 

r  2Bi]i«rcosa(oofl|Atf/dfCOSfft<r4'BmfK<'/^<^In|ttf) 
p  =»  — 28iü'«(eosfitf/0fCO8fitf +  8iafttf/8«8infia) 

Die  Qleichiiogen  der  Urcorre  sind:*) 

ff^tsioA.;   y     cos  A/3*co8 (T;   z  =  cos A/ö«»in tf 

Zufolge  den  Gl.  (1)  sind  danu  nach  £in8etzitng  der  bekaanten 
Werte  die  GletchuDgen  der  ersten  Ableitang: 

Ifi  -=  cosA /c?«  C08Ö  — 2sina8iii(A4-«)('^8iiio+-  rina) 
=  cosA/ÖÄSiao— 28ina8in(A  +  «)C^^^smff— "C08Ö) 

WO 

M=  008^0 /ötcos^ia+siufiö/ o^siDfta 
N»^  üaii9 /dfG08fiiy-*co8fia/d«8infitf 

Statt  die  UrcniM;  zu  specialisiren,  kann  man  die  Gl.  (30)  (31) 
;iach  dadurch  lös<  ;i.  dass  man  q  als  willkürlich  l»etrachtct  und  d» 
resultiren  lässt.  Ks  sind  dann  nur  /.  g,  h  beliebig  gegeben,  und  mau 
lindet  unendlich'  viele,  sämtlich  derselben  Classe  angeliörige  ,  nur 
durch  die  Dimeusiouen  verschiedene  Urcurvcn  nebst  entspiechenden 
Ableitnngsprincipen. 

*)  T.  LVL  S«  es.  Hoppe,  Cnmntheorie  8.  79. 


WO 


8ip(A  +  tt)  sin  (A  +  2«)     1  C08(2X+3a) 
ooeo  ^  2  2G0B«t 


Transformationen  der  elliptischen  Integrale 
und  Functionen  in  Verbindung  mit  der  Theorie 

der  Kettenlinie. 

Von 

Emli  Oekinghaus. 

Kntor  nad  siraiter  T«{L 


Die  von  Abel  and  Jacobi  in  die  Mathematik  eiiigeführten  ellip- 
tischen Functionen  und  deren  BeiheneDtwickelungen  sckeinen  in  ann- 
lytischer  Uiosicbt  zwar  zn  einem  gewissen  Abschlnss  gelangt  zn  sda, 
(  <la8s  es  schwer  sein  dflrfte,  anf  diesem  so  viel  dnrchfoffschtw 
Gebiete  noch  etwas  Nennenswertes  zn  Tage  an  fördern;  dagegen  ift 
wohl  bislicr  unbemerkt  gebliebeu,  dass  aach  nach  geometriscbOT  Bieb- 
tnng  hin  diesen  Functionen  nnd  Beihen  eine  nkht  geringe  Bedenlaig 
ankommt,  welche  die  Theorie  derselben  in  neaem  Lichta  erteheiasa 
lässt 

Es  ist  eine  zunächst  durch  den  Kreis  vermittelte  zum  Zweck 

eiuer  geometrischen  Darstellung  dieser  Functionen  eingeführte  Trans- 
formation, welche  in  allen  auf  Koihoncntwu  kf  liingon  bezüglichen 
Untorsuchungon  sich  als  oiuc  überaus  k  icbe  Quelle  ucucr  wertvoller 
Relationen  zeigt  und  aus  dem  Grunde  /u  fast  unerschupiiichen  Nen- 
bilduiigen  Veriiulassung  gibt,  weil  jede  transformirte  Reihe  einer 
mehrfachen  Transformatiou  uuterworfen  werden  kann.  Bei  der  Ab- 
leitung einer  grossen  Zahl  elliptisclier  Functionen  treten  einzelne 
Reihen  von  so  rascher  Convergenz  auf,  dass  mehrere  derselben  ein- 
fachen geschlossenen  Ausdrücken  gleich  gesetzt  werden  können,  udJ 
ferner  führt  die  Special isirung  verschiedener  dieser  Formen  zu  neu  o 
Sätzen  der  höheren  Arithmetik,  worunter  einer  eine  Yemilgemei&erBqg 
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eines  Ton  Jacobi  unter  ähnlicbon  Yerhältoissen  gefandenon  Satzes  zu 
eatbaitea  scheint 

Die  eigentliche  Bedeutung  der  Transformation  besteht  aber  darin, 
dsss  dieselbe  mit  der  Kettenlinie  in  eiiugcii  Zusammenhang  tritt,  in- 
dem nicht  blos  sämmtliche  Eigeuschaftcn  letzterer  formell  in  Reihen- 
form sich  darstellen  lassen,  sondern  auch  die  Curve  selbst  wieder 
zum  Ausgangspunkt  für  weitere  Untersuchungen  benutzt  werden  kann. 
Durch  diese  Verbinduu^^  der  Aualysis  mit  der  Geometrie  zugleich 
unter  Anw<'niluii;^'  dvr  Ditlerentiatioü  und  Integration  werden  neue 
auul)lische  Verhaltuisso  geometrischer  Natur  gewonnen  und  auch 
teilweise  vermittelst  einer  dynamischen  lietrachtuug  und  Einkleidung 
in  mechauischem  Sinne  gedeutet.  Auch  haben  wir  zur  Berechnung 
der  unToIIständigeu  elliptischen  Integrale  der  1.  und  2,  Art  neue 
Reihenentwiikelungen  abgeleitet,  deren  Convergenz  wolil  nichts  zu 
wOnschen  ubng  Iftsst.  Die  Methode  des  Imaginairen  konnte  ebenfalls 
mit  Erfolg  verw  t  rtct  werden ,  wodurch  die  bekannteren  elliptischen 
FanctioDon  zu  neuen  Darstellungen  gciaugleu. 

Ebenso  wichtig  wie  merkwürdig  ist  die  Art,  wie  der  irrednetible 
Fan  der  kubischen  Gleichungen  in  Verbindung  mit  der  Kettenlinie 
mtd  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auftritt  und  damit  eine 
besümmte  Verwandtschaft  dieser  Cnrre  mit  der  von  uns  früher  in 
SAderm  Sinne  behandelten  Lemniakato  und  gleichseitigen  Hyperbel 
docmnentirt  Indem  wir  iiau  nach  dieser  Richtung  hin  die  Eigen- 
schaften der  Lemniskate  weiter  untersuchten,  resnltirto  dne  gamse 
CUsse  neuer  eigenartiger  Gleichungen,  tou  denen  die  genannten  Falle 
der  Gleichungen  3.  Grades  die  untere  Grenze  bilden,  während  die 
illgemeino  Lösung  der  diesen  verwandten  höheren  Gleichungen  ver- 
mittelst der  Curve  iu  einer  der  Cardanischcn  cntsprecheodou  Formel 
auf  das  einfachste  und  elegautosto  vermittelt  wird. 

Zum  Schluss  haben  wir  noch  eine  geometrische  Darstellung  von 
Woizelanfldrflf&en  aus  den  Eigenschaften  der  Kettenlinie  abgeleitet, 
die  sich  durch  Leichtigkeit  und  Einfachheit  empfiehlt. 

Erster  ToiL 
1. 

Wir  gaben  zunächst  die  geometrischen  Rehitionen  ftlr  diqenigen 
TerfaSltnlsse,  welche  aus  den  verschiedenen  Lagen  einer  um  einen 
foslen  Punkt  drehbaren  Geraden  zu  einem  Kreise  hervorgehen.  Die 
£nt£smung  dieses  Punktes  vom  Centrum  sei  R,  der  Radius  a.  Die 
0«n4e  aohBflide  den  Kreis  in  2  Punkten,  welche  mit  dem  Centrum 
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O  verbuiideu  die  Ceninwiuktl  2(p^  und  2«3rg  bostimmeti.  Den  2. 
Schuittpankt  der  Centrale  HO  (Fig.  ].)  verbinden  ivir  iDJt  iku  |e- 
nannten  i'uukteu  I\  und  durch  Sehnen,  welche  verliiiigert  mii  der 
Socante  die  Winkel  gp«  und  qp,  bez.  eiusckliesson,  endlich b«- 

zeiclinen  wir  noch  den  Steigungswinkel  der  Geraden  zur  Ceotrale 
mit  T  =  9<)"^—  a.  Demnach  hat  man,  wenn  die  Strecken  ÄP^  und  i?P, 
bezüglich  X,  und  x.^  genannt  werden  Xi-{- xj;<^ EcoBt  und  x^x^^B^—if 
aber  auch  die  quadratische  Gleicboog 

Die  Gleichung  fOr  tg^,  weiche  leicht  absoleiteii  ist,  wird  dar- 
gestellt durch 

Da  wir  noch  die  Formen  sin  tp^  sin  9,  und  cos  9)]  cos  9»,  ndlig  lutei 
so  bemerken  wir,  daBS  dieselben  ans  der  Glelehnng 

2)«  tg9*— iltg9+J9ssO 

leicht  berccbnet  wcrdon  können,  mau  liudet 

Wir  setzen  nuu  für  die  nachfolgenden  Untersuchungen  fest,  dsss 
die  Winkel  y o  die  Amplitudeu  zweier  elliptischen  Integrale  der 
ersten  Art  seien,  deren  Argumente  einer  Bedingungsgleichung  ge- 
nagen, die  wir  wie  folgt  ableiten. 

Das  Additionstbeorem  der  elliptischeii  Integnle  1.  äxi  basiiinf 
der  Bedtngongsgleicfanng 

cos    cos  9t  —  sin  91  sin  9«  ^  (9>)  =  cos  9 

die  wir  nach  Potenzen  Ton  9  als  Amplitude  dnes  analogen  Im^gnb 
entwickeln  nnd  für  welche  demnach  die  Beziebungen  3)  ans  der 
Gleichung  2)  zn  berechnen  sind. 

Man  findet  nach  einigen  Entwickelangen  schliessUcb 

deren  Wurzeln  zwei  Amplitoden  nnd  also  aneb  9  Integrale  beBths- 
men.  Ifan  bemerke  aber,  was  ftr  das  folgende  von  Bedeatam  i^ 
dass  das  gleich  Nnll  gesetzte  Absolntglied  der  Glddinng  kein  t  eil* 

hält  nnd  den  Modulus  4^  »  {R^nf  ^^"^^  Indem  wir  also  dio- 
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sen  Modulns  hier  einffthreii,  wird  die  eioe  Amplitade  ^  »  90^  and 
die  2te  geht  aas 

krror 

Unter  dieeen  Voraossetzungea  haben  wir  also  folgendes:  Eb  ist 

d*py  _  ^/y,         ^  /•  ^ 

JVl  -«^sinvt»    ^  Vi— «««u>,^         Vl  —  a^lTn^** 
oder 

Um  mui  gootnetrisch  alles  baiaammen  zu  haben,  was  spftter  ana- 
Ijtncfa  verwertet  werden  soll,  geben  wir  hier  die  nachstehenden  Ent^ 
wickelnngen : 


Aas  7)  folgt 


,     7?  —  « 


daher  wird  5)  zu 

2/8inT 

and  aligemeio 
ferner  ist 

Cosa  z* 
10)        810 9,  Bin      =2  1       ,  ♦        cos 9]  COSyt       \  '*  COS« , 

U)  cos(9i— ^)  =s  -  fios«  —  cos«. 

A«s  9)  folgt  darch  Addition 

d.  i. 

13)  4- »  (1 

Die  Snbtmtion  dagegen  gibt 


14)  5=  (l—«')  sin  (9t  -  Vi)  —  y(lW)«— (14- 

womit  wir  noch  verbinden 
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tax    gm^i cosyi     Mo2<r,      ,   ,     Ä+a  cot« 

wie  sich  aus  dem  SmoBsats  für  das  Dreieck  JtOP^  ergibt 

Wir  stellea  ferner  die  Formelo  fUr  sin^'  und  tin^,*  ao^  sie  sind 

16)  ,  "1 

28io  y,'«  —  1  +YZ^f  cos ~  sin a  j/i  _  ^Lif^ycoi 

woraus 

sin  9|*-|-uii  q^«  =  1  -[-  «Oi 

17) 


sm 


Um     +         bilden,  benutzen  wir  fOr  2«)  die  Formel 

Die  Anwendung  derselben  anf  2)  liefert  die  Relation 

18)  ^i  +  9>i  =  yo"  +  r  =  1800  —  «. 
Ebenso  bemerke  man  noch 

sin  9»,  ±  «n     =  I "Kl  +0  c^Taci^ii  ^ 

r  1  —  «' 

19)  _  

sin  a  i:  l/l  -  (iiA)*cos  «» 

tg^i  und  tg9>i  ^  .y    *  ^  (!-•') 

2«  OOS  er 

Wir  stellen  noch  die  Werte  Ton  sin«  nnd  cos«  durch  tp  dar. 

.    „       2/  «»8in<p«  +  l 

Bin«*  Tj   '  -/  -  — ~-  . 
1+^  Vl  —  xHui(p-^-{-z'  ' 

20)   

cos  «*  —    ,  -7     ^  r  T 

Die  letzte  kann  auch  in 

21)   Vi— »»sin  9«  — «' 


cos«  « 


(1-|-«^)C0S9 
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transformirt  werden.  Bezüglich  der  Formel  5)  föhren  wir  einou 
Halfswinkel  ein,  indem  wir  zaoächst  dieselbe  in 


SS)  -iCM^- 


.-(l/Si^-.)' 

UDwandeln.  Wir  setzen  demnadi 

23)  [/j—^/COS  a  =  tg  1^, 

und  man  hat 

S4)  ^OOBV  -  tg2V^, 

wekbeD  Relationen  wir  nodi  die  folgende  beifttgen: 

1  /l— a'cot  U'- 

25)  »«*»-Kwt«i«^ 

In  den  Anwendungen  werden  wir  b&nfig  der  Kflrze  wegen  einfacb  9 

anstatt  amu  schreiben. 

Diese  Formeln  reichen  hin,  um  dicgenigen  Trausformatiouen  der 
eOiptiachen  Functionen  durchzuführen,  welche  in  ihren  verschiedenen 
Formen  eine  geometrisch«  I  j-klärung  der  analytischen  Relationen  cr- 
mögliebett.  Die  oben  eingeführte  Transformation  ist  übrigens  nicht 
die  «nzige,  aber,  da  alle  anderen  zn  denselben  Zielen  führen,  haben 
wir  die  hier  angewandte  wegen  ihrer  Einfachheit  nnd  Leichtigkeit 
besonders  anigewflhlt 

D<  r  in  der  Theorie  der  elliptischen  Fnnctiznen  angewendeten 
Transformationen  werden  wir  uns  ebenfalls  gelegentlich  bedienen  und 

1—  «' 

bemerken  demnach  an  dieeer  Stolle,  daaa,  wenn  »  durch  ^_|_  ^r,  fer- 
ner u  durch  (l4-c')u  ersetzt  wird;  K  sich  in  ^{i-\~z')K  und  q  in 
^  Terwaadelt.  Ebenso  werden  wir  die  bekannten  Relationen 

^am(iC-ii)  =  ^55;. 

cos  am  n 

2»)  Sil!  am  {K—  n)  = 

cosam(ir-ii)-  ^^^^ 

liüulig  benatzen. 


2' sin  am  n 
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Das  dvrch  die  AmpUtnde  9  defiaiite  Integral 

hat  ühi  iL,'(  IIS  ciiu'  leicht  anzugcboiMlL^  dynamische  Bedeutung,  wie  aus 
unserer  Abhaiuilntig  über  die  ellijit lachen  Intogralfunctioneu  bezüg- 
lich der  Auwendung  letzterer  auf  den  Kreis  gefolgert  werden  kanc 
Mit  Hinziniulmu-  einer  Constauteu  bedeutet  es  die  Zeit,  welche  ein 
schwerer  l'unkt  zur  Zurtlcklegung  des  Bogens  P,  l.  braucht,  vor- 
ausfresetzt,  dass  die  entsprecheude  Sehne  stets  durch  ciueu  festeü 
hariuouiächeu  i'uukt  des  Kreises  geht 


U. 

Wir  benutzen  jetzt  die  entwickelten  Formeln,  um  dieselben  aüf 
die  Reihenentwickelungen  der  elliptischen  Functionen  anzuwenden 
und  letztere  zu  transformiren.  Die  daraus  hervorgehenden  Reihen 
haben  den  Vorzug,  dass  sie  eine  st&rkerc  Convergona  besitzen  ood 
eine  geometrische  Deutung  zulassen,  die  für  die  weitere  Untersachoog 
von  Wert  ist.  Bei  den  folgenden  Darstellangen  haben  wir  duq  zo 
beachten ,  dass  stets  uj-}-tt2  vo  K  das  vollständige  elliptiseke 

Integral  der  1.  Art  bezoidmet  und  »1 — =  n  ist,  worin  das  Args- 
ment  tt  aich  auf  die  Amplitude  9  »  anrn  bezieht,  wfthreud  die  ao- 
dem  darch  die  Amplituden  927»*  Kreisgleicfaung 
2)  erscheinen,  definirt  werden. 

Wir  wählen  zuerst  die  folgende  Keihe 

nu  .      2q     ,   nu  ,  1    2g*     .  2«tt 

27)  9-amu«2^+j^8mj^+21+^*'"' 

und  bringen  mit  dieser  die  ans  18)  berrorgehende  fielation 

28)  amui+Ani«»  »  2"^^ 

in  Beziehung.  In  der  Reilic  setzen  wir  zuerst  u  =  Uj  und  dann  =  H 
und  addiren,  indem  wir  beachten,  dass 

sin  »»»ii4"8iQ»»wj     Üsin^  («i  +  "a) ces («j  —  uj) 
ist.  Die  Glieder  mit  geraden  Potenzen  fallen  ans,  nnd  man  bat 

^.1  q  nu      1  3nu  ,   1  5jn* 
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Termfige  dee  Wertes  yon  ir  am  20)  haben  wir  demnach 


Enetit  nttn  «  donh         und  d  durch  ^,  so  resnltirt 

1       .  l/l  -     1  ~  a'        9      .  «tt      1  .  3jt« 

8!)   ^arcsin  ^  =  sm 3^,+  3  ^  s.n 

Wird  M  ->  JT  und  gesetst,  so  kommt 


10 


1  —  z' 

£netwn  wir  hierin  •  durch  ^  ^  und  12  dnrch  so  verwan- 
delt die  letztere  Gleichung  sich  in 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Keihen  werden  wir  später  an  der 
Ketten liuic  nachweisen. 

Erinnern  wir  ans  nan  der  Formel 

l4-s' 

cos  (y,  —  yj)  =»  — cos  «, 

\soriii  (jr,  —  g>8  *=  amn, — amf%  «n  einer  neuen  Transi.  rraatiou  An- 
lass  gibt,  so  verscbwindi n  in  der  entsprechenden  Keiiic  die  ungeraden 
Stelieugicder,  und  mau  iiat  zunächst 


also 


34)   jareoos^/j:^^, -gj^-2^-,sm^. 

1      5*      .  2^1* 


sin  -  „  — 


» •  • 


woraoa  wie  oben  folgt 
AMk.  «.  lutk.  m.  pkji.  a  adbt,  iMi  n.  10 
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36)  j,««„    jX_  __  =        .  _jr_^  ,i 

BesQglich  der  Beibe  30)  kann  man  den  unter  23)  bestuiiitei 
Hfllftwlokel  ^  bennteeti  und  man  hat 

36)    t«t  =  ""^i^'o^äC-  3  I^:?«»  21  +••) 

cosflp  —  tg2^. 

Für  ein  gegebenes  »  =  /  -7=^—  Iftsst  sich  hieniach  ♦ 

und  damit  die  Amplitude  q>  berechücü. 

Man  kann  die  geiimdenen  Reihen  noch  leicht  Termehreo.  So  »t 
gcmftss  29) 

wir  Betzen  hierin  zuerst  u  gleicli  ?/,  uini  darauf  «2,  dasselbe  gelt* 
für  J.   Beide  Ausdrücke  multiplicireu  wir  und  ersetzen  2cos-^tco8i^ 

dnrcb  coeU  +  ß)+co8M— J9),  das  Product  y'^l  wirf 

gleich  ^  und  das  schliessliehe  Resnltat  ist 


38)  iqv=**'^>^Hr+^***Ä+3i+s*^*4F-6i^^ 


1  Tjtu 

,  — nCO: 


7  l-f-2»*' '  U- 

q      .   nu      l  .   yJlM      1  .  Dir« 


+C094V2^ 

■*'7l+2'>*^'*4Jr"/ 

In  äbnlicliür  Art  folgt  aus  der  Reihe 

die  nachstehende,  die  analog  der  vorhergehenden  ancb  in  ein  Pro* 
dnct  zweier  Sinns  transformirt  werden  kann;. 
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\-\-z  f  l+aiaa 

m. 

INe  dUptitclieii  FnncÜonen  leiten  fenMr  die  folgende  Reihe  ab 

Um  dieselbe  za  traasfoniureQ,  benutzen  wir  die  Formel 

Jtmui'\'J9mui^  (1  +«')9in«. 

Fohren  wir  hierin  den  Wert  von  Bisa  am  20)  ein,  so  ergibt  sicli 
nie  frQher 

43)  j[/  2(l+.')i       =  ^{4  +  i-4:^.co8;^  +  iH^-r  +  ".)• 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  lassen  sieb  mehrere  Special- 
formen ableiten,  deren  eine  ivir  wegen  ihrer  Wichtigk^t  besonders 
henrorheben. 

Wir  setzen  wieder  9     90^  und  K  =>     es  folgt 
Ferner  wird  fOr  9  —  0 

46)  ay.'-^(i-j^+j^«-j:^...  +  ...). 

Zieheil  wir  diese  Gleichung  Ton  der  ohm  ab,  so  erhftit  man 

46)  (i-v«o«  =  f  (x+?+  r+l"+ +•••)• 

fintwickefai  wir  nnn  die  AusdrAcke  in  der  Klammer  nach  Po- 
tenxen  von  9,  so  resnltirt  zunftchst  folgendes. 

10» 
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47)   d-y:»')*  -  ™(<r'+23"+4i«+2^+2«»*+34«  ...). 

Eine  genauere  Betrachtung  der  Beihc  zeigt,  dass  dieselbe  das  Qm- 
drat  einer  zweiten  ist,  so  dass  man  bat 

Die  Berechnang  von  K  nach  dieser  Formel  ist  wegen  der  sMcr- 
ordentlich  starken  Convergenz  der  Betbe,  die  Tielleicht  von  keiner 
zweiten  mehr  erreicht  wird,  sehr  leicht,  da  schon  das  erste  fSM 
hinreicht  nm  eine  Genauigkeit  bis  q^^  herbeiznfllhien.  Man  hit  aho 
mit  grosser  Genauigkeit 

Andere  Iteihen  sind  nach  dem  Vorstehenden  leicht  zn  geirioieo, 
so  ist 

Setzen  wir  in  42) 

K  • 

also 

^/  am  ^  =  V«', 

so  kouinit 

Führen  wir  anch  hier  die  Beihenentwickelnngen  durch,  so  resoltiri 

ö2)  yäÖ+Tjy^  «  |(l-4^*+V+4fl«-8«»+4g»-4g*^...) 
oder 

Während  also  die  Exponenten  der  Reihe  48)  darch  die  2.  Po- 
tenzen der  ungeraden  Zahlen  bestimmt  werden,  gilt  dies  bei  der 
vorstehenden  für  die  Geraden  Zahlen  der  Zahlenreihe. 


Eine  weitere  Transformation  der  letzten  B'ormel  ergibt  nocli 


! 
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Vergleichen  wir  diese  mit  Ucr  bekaantoa  der  elliptischcu  Fauc- 
Uooeo 

Ä=|(l  +  2<2+2^*+2./'+...)^ 

w  erhalten  wir 

aud  da  bckauutlicli 

so  folgt  ans  den  beiden  letzten  die  fflr  die  Zahlentbeorio  wichtige 
nene  Rdation 

56)    (1— 2a+2(/*-2r/..0(l+2^+2</*+2r/..0=s(l— V+V— V*"-)' 

Dt9  Prodnct  zweier  Beihen  Ton  vorstehender  Bildangsform  ist  dem- 
nach das  Quadrat  einer  dritten  ?on  analoger  Art.  Wir  goben  nach- 
her eine  Anwendung  davon. 

Wir  bemerken  noch,  dass  eine  Transformation  der  Formel  48) 
die  folgende  bestimmt 

Unter  Bruutzung  der  Formol  11)  bildcü  wir  ciac  ueuc  Kcilie  iür 
—  J(f^  und  es  wird 

ö8)  (1— a')8Ui(<jPj-g),)  -  K  \l^^^^2K^i'\^^^2K  /' 
d.  i. 

59)  Vd {1  +»')*co8«> 

Y     +     ^^2k'^  1  +         2K  )' 

Man  kann  hieraus  die  obigo  Roihe  fOr  E  direct  in  anderer  Form 
sbleiten,  wenn  a     90<^  und  »  «     gesetzt  wird,  es  folgt 

Führt  mau  iu  der  vorletzten  iieihe  für  cosa-  Uou  Wert  aus  2*)) 
eiu,  so  entsteht 
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61) 


oder  transfurmirt 


6a)  j/stt-.')^- 

welche  dea  Reihen  in  42),  43)  entsprechen. 

Dieselben  können  wiederum  vermittelst  einer  Addition  oder  Sob* 
traction  transformirt  werden,  wenn  wir  beachten,  dass  unter  der  Vor- 
aussetzung u,  -f-  «2  ===  die  Relation  Jtp^^  J<f>^  =  z'  besteht.  Es  kommt 
also  diese  Umwandlung  darauf  hinaas,  den  algebraischen  Ansdnck 


auf  die  geeignete  Form  m  bringen,  die  darch  die  obige  Rditios 
wesentlich  vereinfikcht  wird.  Man  findet  onter  Benntsnng  tos 
J^-i-J^ss  (1  +»') sin  tt 

63) 


^(l+g^)8inc»-2Vg^ 
l-f-sina 


27r  871  /  q^  nu  ^  2jm  \ 
K^Y  \X+q^^^K  ~"  r+i"       X  -  J* 

Vermittelst  Ditierentiation  lassen  sich  aus  den  L^eciebcucü  Reihen 
mehrere  neue  ableiten.   Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  wir  die  mit 

^  »  «  mnltiplidrten  Glieder  integriren.  WAhlen  wir  zn  diosw 

Zwecke  die  Keibe  42),  so  niuss  demnach  das  Integral  der  Reibe 

gesucht  werden. 
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Wir  5ul>  tiluiren  zsing>  sinip,  bezeicbnea  darauf  cob^^  dorcb 
ond  das  iuto^pral  wird  demzufolge  zu 


(='  +y)  V-  ^4-  a +^')!^-u' 
Fttkien  wir  noch  ein 

-"2  y  = 

fo  wild  letzteres 


Nach  bekannten  Motliodeu  lührt  das  Integral  auf  ciueu  arctg  imt 


der  C     ^  und  man  liat 


oder  nach  einer  einfachen  Umformiing 


^     1         1/23'  1— 

K 

Man  kann  hierin  «     ^  ,    s  y«'  einführen,  schreibt  man  als- 

1—2 

dann  anstatt     und     bezüglich  ^  -p-  und  rj,  so  erhält  man 
oder  aaoh 

^}    »>^*8i+y,'-i+^""3  l+/'^ö  l+ii»o 

welche  für  »  0  nnd  9  »  1  in  die  Leibnitz'sche  Reihe  übergeht 
Die  vorstehende  konnte  auch  aus  32)  entwickelt  werden. 

Erinnert  man  sich  der  aus  den  elliptischen  Fnnctlonen  bekannten 

Formel 
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80  resaltirt  mu  den  beiden  letzten  noch 

Eine  weitero  EntwickeluDg  der  allgemcineu  Boiheii  kaon  ver- 
mittelst der  Relation 

arctg«±arctgy  -  ««tg 
geschehen.  Demnach  orhfilt  man  2  nene  Beihen  und  svrar  miicliil 

^arctgj^^,^  2  -jzzüSS 

8    1+ ?    äj^T"  3 1+ ••*» 

welche  in  arcain  trausformirt  zur  folgenden  wird: 
67)  j-T^  ^4 


—  Sin« 


r  i-f-siu« 

und  tcraor 


68)  7arccos:s — 1/ 7*1 — > — 

am     1     tf*     .        4  1      g*     .  2»» 

8Jr-"  2  r+?  «""^ ir  +  4  i^V«"!^  - 

Man  bemerke,  dasa  in  den  letzten  Reihen  der  Ansdmck 


V 


1  —  sm  «  , 
r+aino"'*^** 


ist,  ans  den  Formeln 


tg^- jl,'Bm? 

nnd 

cosy  =  ^tg2^ 
erhält  mau  also  bei  gegebcucm  Argument 

"     /  Vl+»»8ing>» 
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mit  Hülfe  der  genannten  stark  coiivergireudcn  Reiben  die  gesuchte 
Amplitude  q>. 

Die  beiden  Reiben  61)  und  62)  geben  TeninlaMtuig  21t  der  Bar- 
steUnng  Yon  tgAni«i.  Dividiien  wir  die  erste  durcb  die  zweite,  so 
erhalten  wir  a)8  Qaotienten 

G9) 

q       .   nn  .   2nu  .       q^       .  öiu 

1    14.  ^2         -  ^  _^    am      + 1  +  5T0      2  A" 
Igtm«!  =-7    — 3  -      ~  .  

Hnltiptieiron  wir  dageg^»^  die  beiden  Beiben  42),  43)  nnd  trans« 
fonniren  das  Prodnct,  so  folgt 

70)     4.      -  (1  -  ^^'2K+T+^'^'  2K  ~  j 

+  f 4.  ,i  C08^-^+ 14.,^.  ''OS     +  -  J- 


IV. 

Die  fülgenden  Untearaaehungcn  aber  die  wichtigeren  Roiben- 
eotwickeliiQgen  der  elliptiBchen  Functionen  werden  einige  nene  Sätze 
ZOT  Zahlenthcoric  zu  Tage  fördern,  welche  denjenigen  llelationen  ent- 
sprechen, diu  Jacobi  unter  analogen  Verhältnissen  zuerst  gegeben  hat. 

Wir  fahren  in  nuscrn  Reibenentwickelangen  fort  ond  nehmen 
zmn  Aasgangsimnkt  die  Reibe 

71) 

Znr  Transformation  bcnntzen  wir  die  in  I  gegebene  Besolation 

14-»' 

sia  ^1*+  sin  Vt"  —  1  + — ^  ^ 

and  anter  Benatznng  des  bekannten  Wertes  von  coaa'  aas  20) 
haben  wir 

72) 

-/l  — ^siug)«         K~E  ,  J  ny/  2q^      nu      4«*      2nu  \ 

~~   -       -  -  =r  4-2(  — I  ,         .COS  „  —       -gCOS    „  ...  ) 

Geben  wir  femer  Ton  der  Formel 
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Mu,  10  findet  sich 

wmni  Bftdi  Eiuetmog  dei  Wertes  tob  sift«'  und  coso*  dch  ergibt 
^    «'sing)     «/«W    <7     .  84*    .  3«tt  ,  \ 

7t 

Als  specidlcr  Wert  für  9  =  ^  und  *t      A'  lolgt  hieraus 

Ffibren  wir  in  der  vorletsten  Reihe  fftr  ä  nnd  sin  9  die  eol- 
tprechenden  Tnunforrnntionswerte  ein,  welche  der  Bedingung  us  JT-hi 
genügen,  10  findet  man  noch 

57)  f475-2(^Äj(j~.co8jjjp+i^^^^ 

Die  Reibe  72}  kann  nochmals  transfermirt  werden,  indem  der 
Anedmek  ±  -ri^zr  J^***  angebbtr  ist.  So  findet  min  die 
beiden  Reiben 

76) 

— i+iSiTi  Hi^j  lr--v^^°2^~r:-lP"^ 2it  J 

Ans  der  ersten  gewinnen  wir  fttr  «     ^         «     f  eine 

rasch  convcrgirende  Beibc  zur  Hcrc\:lmuug  vou  E  nämlich 

77)         4  -Ä^i^i^^8+r-v^+i~g"-  r 

und  ebenso  geht  ans  der  zweiten  eine  Beihe  flir 
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'      VW    (1  —z'y  \i - i-q^'^"  ) 

hervor.  Vergleichen  wir  mit  dieser  die  in  57)  abgeleitete  Reibe, 
nachdem  dieselbe  mit  3  potenzirt  worden,  so  daas  man  hat 

80  folgt  die  Relation 

l>iese  interessante  Keiatiou  können  wir  mit  der  Zahlcnthoorie 
m  VerbinduDg  bringen,  wenn  Nvir  eine  kleine  Umgestaltung  mit  der- 
selben vuniebmen.  Wir  dividiron  beiderseits  dnreb  <f  und  setzen 
ilaranf     ^  x.  Es  entsteht  Uauu  ioigeude  ächr  bemorkouswerte  Formel 

1          3a;         5x*        ^aj^       9ac*  _ 
l-a:  +  r^ar>  +  l-.«*  +  l-^  +  r-T«  

80) 

deren  Bildnngsgcsetz  leicht  ersichtlich  ist.  Die  Exponenten  der  letzten 
Reihe  aind  die  Trigonaheahlen.  BezQglich  der  zahloitheoretisdien 
Bedeutung  dieser  Doppelreihe  erioneni  wir  an  die  DarsteUnng  einer 
ahnlichen  Reihe  in  der  ,,Theorie  der  elliptischen  Fnnctionen"  von 
Dur^ge,  wo  in  §  66.  der  Satz  Jacobf s  abgeleitet  wird,  dass  jede  ganze 
Zalil  die  Summe  von  4  Quadraten  ist.   So  ist  z.  B. 

105  =  i*+2«+6«+6«  -  2«+4»+6«+7». 

"Wie  aus  der  2.  Reibe  hervorgeht,  .suid  die  Exponenten  nichts 
anderij  als  die  tigurirten  Zahlen  1,  3,  6,  10  etc.  Demnach  ergeben 
sich  auch  hier  Beziehungen  /.wischen  denjenigen  ganzen  Zahlen,  welche 
die  Exponenten  der  einen  Reihe  und  denjenigen  ganzen  Zahlen,  die 
die  Exponenten  der  anderen  Reihe  bilden. 

Bei  Ansicht  der  2.  Reihe  bemerkt  man  sofort,  dasa  die  4.  Potenz 
derselben  aus  lauter  Gliedern  besteht,  bei  denen  Jeder  Exponent  die 
Summe  Yon  4  tigurirten  Zahlen  ist  and  die  1.  Reihe  ergibt  ohne 
weitere  IJntersnchnng,  dass  sie  sämmtliche  Potenzen  von  «  enthalten 
wird.  Hierans  folgt  der  neue  Satz,  dass  jede  ganze  Zahl  die  Samme 
von  vier  fignrirten  Zahlen  der  1.  Ordnung  ist. 

Fflr  jede  ganze  Zahl  k  besteht  also  die  Relation 

A-'A+Zs+Za+Z*» 
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wobei  wir  bemerken,  dass  h  auf  mehrfache  Art  aus  jenen  beätimmten 
Zahlen  gebildet  werden  kann.  So  ist  z.  B. 

141  -«  1+21+28+91  ^  3+15+45+78, 

während  die  Quadrate  fOr 

141  =s  l»+2«+6»+10«  =  2«+3«+8«+8» 

sind.   Ebenso  können  die  f^^  irgend  vier  gleiche  oder  m- 

scbiedene  gftiize  Zahlen  oder  aacb  Noll  bedeateu. 

Der  soeben  ontwickeltc  Satz  über  »iio  Trigon  ri/iihki)  ist  (icmnach 
ein  Analogen  zu  dem  von  Jacob!  gegebeueu  Satz  ubi-r  die  (^uaJratzableD. 

Indem  wir  wieder  aof  die  allgemeineu  Reihenentwickelmgu 
zorflckgehen,  beontzen  wir  ferner  die  Formel 

81) 


ein  9* 


Die  Transformation  d  rsclbeu  lässt  folgende  neue  ReUtioaea  eut* 
stehen;   Durch  Addition  folgt 

82) 

»'      "  Z    +2Ä'»   *  äV  +  J^HI— / 


Durch  Subtractiou 


cos 


83) 


008  2^ 


Wir  setzen  in  der  ersten  «  —  g  *  also  J  ^  Va',  es  resnltirt 

welche  sich  ebenfalls  zur  Berecbnmig  von  benatsen  ttisL  Itan- 
nacb  Ist 

85)    3r  - 1  - 1-  y + i^H^  +  W  ^  1  -  a'« 

welche  Reihe  sich  dordt  starke  Conveiigenz  auszeichnet 
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In  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  werden  Ueihf  n  zur 
Berechnung  von  Fcp  und  Eep  entwickelt,  welche  nach  den  Sinus  von 
«jp,  2()p,  etc.  fortst  lireitcn  und  demnach  zu  einer  Transformation  nach 
der  bisher  angewandten  Art  wohl  geeignet  erscheinen. 

Da  dieselbe  keine  Sclnrierigkeitea  bietet,  so  AberiaBsea  wir  die 
UmwMidliiBg  beider  Beihen  dem  geneigten  Leier. 


V. 

Aach  die  Reihcnentwickclung 

dnamwcoBam» 

86) 

An  f     q       .   nu  ,     q^      ,  3«»  ,       (f      .  5»«*  i  \ 
=  .^K  U  -  fl^      K  + 1  ~K  + 1  -  r     -K  j 

UM  sieb  mit  HtUfe  der  Formeln  in  I)  leicht  transformiren. 
Man  findet 

cos«        4.-1  (     q          nu  q^        Sjw»  ,  \ 

oder   

81) 

welche  mit  früher  abgeleiteten  in  Yerbindung  gebracht  werden  können. 

Setzt  man  in  der  ersten  » 0,  ^  -» 1,  nnd  enctit  darauf  «' 
durch  \\^^*  ^  durch  J  (!+«')£;  so  kommt 

(X_y,.)«-.  -  ^^^---_^,+^_^,,  ..j 

Wie  yfir  nachher  zdgen  werden,  sind  die  obigen  Reihen  fttr  eine 
durch  die  Kettenlinie  Termittelte  geometrische  Erklärnng  der  links 
stehenden  Ausdrucke  von  Wert. 

Ebenso  Iftsst  sich  die  Boihe 

89) 

2ÄC0S  2^ 
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mit  Krfolg  verwerteii ,  weun  man  die  zur  Traustormation  des  Aos- 
druckes 

cos  aiu     '  cos  am  u       cos    cos  q)^ 
nötigen  Werte  mit  HOIfe  der  Formeln  In  I)  berechnet 

Es  kommt  schiiesslicli 


—  'S  U  4-      £r+ 1+ 


3nu  bnu 

90») 


Iflt  «  —  Q|  so  folgt  w^gen  cob«  =- 


Via  (l+O  -  if  ^1  -  1+g    M-  «»+         +  V 

Wir  dividiren  die  lUnhe  durch  die  fthnlicUe  in  III  b'6)  oad  man 
findet 

^1  _  2^/'    .  .  _  \» 

oder  wegen  55«) 

Sdureiben  wir  diese  Oleiebnng  nocb  dmnal  and  setsen  —  gslitt 
9,  so  eriialten  wir  dnreh  Mnltiplication  beider 

92) 

Man  wird  bei  genauerer  Durchsicht  dieser  Belation  bemerkeB, 
dass  dieselbe  mit  dem  Irtther  angefahrten  Satz  yon  Jacobi  in  gevis- 
§em  Znsanmenbang  steht  Führt  man  nftinlich  ^  ^  m  ein,  so  est- 
bilt  die  4.  Potenz  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen  ab  EqKmen- 
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ten,  wftbrand  das  traosforairte  Prodact  alle  ganzen  Zahlen  alt 
Ei|K>nenteii  enthAlt 

Dio  letzte  Rcilie  können  wir  wieder  dnrch  eine  aiidero  ersetzen , 
wie  überhaupt  die  I3il  lim^'  der  Reihen  eine  fast  uuerschöpflicho  zu 
sein  scboint  Denu  wn  an  einigen  Beispielen  gezeigt  ist,  kann  jede 
transfurnurte  Keibo  der  elliptiscUcu  Fauctiooen  wieder  traasformirt 
werden. 

Benutzen  wir  die  bekannte  Reibe 

ta  vnaerer  Transformation,  so  bat  man  sa  beachten,  daat 

1.1  4 


ntu^^      jiuo*  nu 

«>«2jr   «°*2jr  '^ik 


itt  Daher  folgt  nach  einigeu  Bechuuugen 

^-^+?««^+^+^««*-r- 


Würaus  f ür  tt  0 


95) 


Nun  haben  wir  in  54)  die  Reihe 


ibgeleitet.  Das  Qoadrat  derAelbon  ist  aber  gleich  der  Reihe  d5),  so 
dass  man  hat 


also  auch 

96) 


Setzt  mau  hierin  —  x  statt  x,  so  erliält  mau  die  oben  erwähnte  Reihe. 
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97) 

Diese  beiden  geben  von  ucncm  eine  Relation,  wenn  wir  ihr  Pro. 
duct  bilden  und  die  in  56)  abgeleitete  Reihe  beachten.  Gestalten 
wir  dio  Ausdrücke  auch,  etwas  um,  äu  gewinnt  man  folgende  Formd 

Diese  merkwürdige  Belatioo,  die  augenschetnUcti  eise  £rweite- 
niDg  des  Jacobi'scheu  Satzes  von  der  Qoadratsiimme  ist,  schreiben 
vir  nach  der  Entwickelung  der  Brftche  in  Reiben  in  folgender  Form: 

99)  ( 1  -t-  87  +  24  V-  -f  32r/  -h  24//*  +  48€/*  +  diwf + 64^'  +  24</...) 
X  (1  —    4-       —  32^3 + 2Aq*  -  4Ö</  +  96^0  -  645«  + 

Bei  der  Multiplication  der  obi^'cn  Reihen  verschwinden  die  Glie- 
der mit  ungeraden  Exponenten  und  die  i'unction  erhält  nur  noch 
die  Potenzen  von  Ersetzen  wir  also  wieder  durch  ar,  so  wer- 
den in  der  ersten  Beibe  wabrscbeiiüicb  Bftmmtlicbe  Potensen  foa  $ 
vorkommen. 

Die  transformirte  Form  wäre  also 

100)  1 — 1^+112^ — 448fl*+ 1186«*  - ... 

Daher  hat  man  den  allgemeinen  Satz,  dass  die  achte  Potenz 
einer  Reüio,  deren  Exponenten  die  Quadrate  alier  Zahlen  sinii,  gleich 
einer  Reihe  ist,  die  alle  Zahlen  als  Expouciitcnten  enthält  Da  aber 
jedes  Glied  der  auf  die  achte  Potenz  erhobeneu  zweiten  Beibe  aoi 
dem  Prodnct  von  acht  Gliedern  besteht  und  aiso  die  Form 

bat,  Bo  ist  fOr  iigend  eine  ganze  Zahl  z.  B.  A  —  IQOO, 

worans  der  Satx  folgt,  dass  jede  ganze  Zabl  die  Snmme  von  acht 
Quadraten  ist,  die  irgend  acht  gleiche  oder  veracbiedene  gania  Zah- 
len oder  anch  Null  bedenten. 
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Wir  machen  hier  darauf  aafmcrksam,  dass  iu  Folge  der  Formel 

die  vorhin  entwickelten  Belationen  fortgesetzt  werden  können,  wo- 
dareh  eine  ansserordentliehe  Allgemeinheit  entsteht  Mnltlplicirt  van 
aftmlich  die  Reihe  100)  mit  der  ihr  analogen,  nachdem  in  letzterer 
statt  9  gesetzt  iat^  so  verschwinden  die  angeraden  Potenzen  nnd 
«s  entsteht  eine  Reihe,  in  welcher  wir  q  anstatt  ^  setzen.  Daher 
gsht  hl  Folge  der  Benntzung  der  letzten  Hfllfeformel  eine  nene  Re- 
lation fthnlich  ihren  Yorläofem  hervor,  nnd  diese  Reihe  wird  jeden- 
&lls  simtlidie  Potenzen  von  q  enthalten.  Da  aber  ihr  gleichwertiger 
Aosdmck  dnrch  die  16.  Potenz  einer  Reihe  dargestellt  wird,  deren 
Glieder  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen  za  Exponenten  hat,  so 
kann  jede  ganze  Zahl  in  eine  Snmmo  von  16  Quadraten  zerlegt  wer- 
den. Beachtet  man  die  Ordnung  dieser  Potenzen,  so  hat  man  all- 
gemein  den  Satz,  dass  jede  ganze  Zahl  die  Samme  von  Qua- 
draten ist 

Dies  cinigcrmasscn  überraschende  Resultat  setzt  allerdings  vor- 
aas, dass  in  den  bezüglichen  Reihen  sämtlicho  Potenzen  von  q  vor- 
handen sind.  Ob  diese  Annahme  allgemein  gültig  ist,  müssen  wir 
Torl&ufig  dahin  gestellt  sein  lassen,  scheint  aber  4ocb  zweifellos  zu  sein. 

Iliusichtlich  der  in  80)  aufgostelltt'u  Reihe  möchte  ich  hier  noch 
einschalten,  dasb  die  bekannten  Relationen 


1  +  2^  + V+2g9  +  ...  • 

101} 

1  -  2r/-f  2./*  -  2./-f 
"l4-2<^4-2r/-h22^  +  ... 

in  Folge  der  Formel  z'-^-z^  =  1  auf  die  folgende, 

{i-^2<l^  2./  +     + -  ( 1  - 2a  +  22* -  23» -f 

-i6«(i 

iBliren,  deren  Bedeutung  wir  oben  schon  festgesetzt  haben.  Ob  der 
der  daraof  bezflgliche  Satz  Aber  die  figurirten  Zahlen  wegen  der 
Leicbtigkdt  dieser  zweiten  Ableitung  schon  frflher  gefunden  ist,  ist 
mir  nicht  bekannt 

AfdL  d.  M»itu  o.  Fhju.  2.  Kcilie,  Teil  II.  It 
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VI. 


Fflr  die  folgende  UnteraacliiiDg  bescfaftftigen  wir  vm  mit  der 
Reihe  für  J?(amii),  welche  bekannt  ist  unter  der  Form 

103)  £(aratt)  "=  sin ^  +         sm      +  ... 
wobei  wir  die  Relation 

benutzen  werden.  Bezüglich  dcb  Aubdiucks  siu^jSiu^)^  eriuuern  wir 
au  die  l'  unucl  15). 

Die  Addition  wflrde  anf  ein  schon  bekanntes  BesnlCat  hmssi* 
kommen,  die  Subtracüon  ergibt 

-*v*v    «  sin  (p  cos tp 

104)  Eq,  ^  +  .  - 

+    -  z  "      ''''  X + / 

Anch  diese  Reibe  lässt  eine  nochmalige  Umwandlang  zo,  wssi 

wir  berücksicbtigeD,  dass 

sin  yicos  q>i     sin    cos  yg 

_     sin  2y|  ±  ^/^  8in2y, +»'(8in2qp,  j:sin2y^) 
Si»'(l+«')(l+sin«) 

ist  Da  aber 

SO  ergibt  die  Berechnung  für  das  obere  Zeichen 

s'sin^'i  sin  72 

2-|-(l  +  «')  sin«           8»  /              nu  Znu  \ 

—  — 77-i — '  ^:        cos  a  —  "ir  I  t       A  cos  ö».  —  z  r»  COS  ä"iF  •••  J 

welcher  Aasdruck  schliesslich  in  die  folgende  Reihe 


,l/l~sina     Sn/  tsu  3mi  ,  N 

106)  (i-'')y  i+h;  -  rCi^'«^- w'^-^äi + • ; 

übergeht.  Mau  sehe  über  die  Anwendung  derselben  die  Formeln 
68)  in  III.  nach. 

Indem  wir  femer  das  untere  Zdchen  berftcksichtigen,  folgt  sich 
einigen  Umwandlungen 
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106,  ^  = 

+  jT* - ic  (r^  F  -  i=5a"^ir 

Eine  neue  Reihe  ergibt  aach  die  Sabtraction  der  Oleichangea 
IM)  imd  108) 

+  1-tf" 

deren  BÜdnngegeBetz  klar  ist  Ebeaeo  ist  für  epftlere  Uatennchangea 
der  DüEareatlalqnotient  voa  104)  von  Bedentang.  Man  findet  nach 
einigen  Recfannngen 

Ea  lasst  sich  auch  die  Keihe  104)  mit  der  bekannten 

snr  AnfMellang  einer  nenen  benntxen.  Sie  ist 

109)    Kq,^2z\%fp+-j;^^,  ^tg-^ 

Endlich  wollen  wir  noch  diese  mit  2  muitiplicirte  Gleichung  von 
106}  abziehen,  man  bat 

Die  Mitwickelten  Fwneln  kOiuwa  nr  Berechnung  von 


^  Vi— ««8in9>M(p 

dienen. 

II* 
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Mau  kauu  ferner  die  bekaDQte  Keihe 


~  -S-  86C  JTiV  —    ,    (  T-^  -  cos  .  ,  —  r-^— s  C08  irr.-+  ...  | 

VI— 5  1— 2A  '  y 


mit  der  aus  87)  folgenden  trausformirten 

/f  — «'  /   q        nu        5*         Sttm  \ 

~co8  ^'      Ä''  \i-q*      2A'  ~  1  —  7»      2^-  +  •  J 

Termittelst  Subtraction  Terbindeo,  das  Resultat  ist 


III)  ^ 


COS  9 


and  wird  die  Beihe  mit  der  ans  105)  folgenden  Terknfipft,  so  iit 
das  Endresultat 


woraus 


471/1         75**    ,         fl*  JfM  O*'  Sit«  \ 


Auch  die  Beihe 
gibt  transfoimirt 

11«    45(1 --«^>tg«  -isec^- 14:^.^082^'+ ll^:^ 
woraus  f ür  u  •-»  0  und  cos«  —  f^py 

Benatzen  wir  ferner  die  bekannte  Formel 

Insin^j^-lnsing^-lny^  2r-H>»^''*X +T 

80  ergibt  sich  darans  als  transformirte 
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d.i. 


12 


Hau  sieht,  mit  welcher  Leichtigkeit  solche  Beihen  abgelötet 
verdea  können,  nnd  wie  nngezwnngen  sie  sich  den  maonigfiushBten 
VerhSltniaseii  anschmiegen.  Eine  wertvolle  Anwendung  gibt  auch  die 
bekannte  Belation 

am  (u -|-  iK ')  s  »cot am «, 

welche  wir  auf  108)  bezieben  wollen.  Domnacb  geht  der  Ansdruck 

,     z'a-j-zJ)    .     .    »'(1  —  «^cot  y .  0  iz'+  cot  y . ») 
2ar  Lmken  oder  über  in  ^-t+coty«  ^ 

4  sin  9  cos  (p  TT« 

4" -2'«   ^[i —  »•   Rechter  iland  transturmirt  sich  cos  ^  iu 

K+-K')'  2  '  2  «■  IT 

oder  m  cos ^  - t-g^sm^ 

Werden  sämtliche  Glieder  in  dieser  Art  berttcksichtigt  nnd  nach 
reellen  imd  imaginairen  getrennt,  so  erhalt  man  die  folgenden  Beihen 

1  JE      2«»/   g       7tu      2q*      2nu      '6q^      3iwi  \ 

115) 

 » iAi-H'''"^  ~  1+«*''°^  +1+?''''  jr- •• 

»       .    .<•..<      ^  j>«   sin  am  neos  am  Ii  , 
Wird  diese  Reihe  dnrch  die  bekannte  für   -r—   dividiit, 

äO  iul^t 
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^~3K  9 


Ans  115)  können  ftuch  noch  die  folgenden  Quotienten  berechnet 
werden* 

116)b 

g     .  Ttu      4g*   .  2jJtt      9g'   .  3>rM  , 

Auf  die  hier  benutzte  Relation  cotam  («-j- *^')  /^aiu**  kom- 
men wir  nachher  bei  der  Kettenlinie  wieder  zorflck.  Auf  62}  au- 
gewandt, resultirt  noch: 

yCl— «'X^i+l  -.(l  +  ?)8inV) 

-  Ä  U^1+?^^«2X+1^^'hF?^'2ä  + --j 


y  (1  -  « )  (^1    1  +  (l +»')  sin  9*; 

2»/      1  -      .  rru  1  +      .  3jiw  .  \ 


vu. 

Wir  stellen  üoch  einige  Betrachtungen  au  über  die  durch  Par- 
tialbrttcbe  nnd  Quotienten  ausgedrückten  elliptischen  Functiouea. 

Es  werden  sich  vermittelst  der  Transforniatiou  noch  einige  be- 
merkenswerte Resultate  ergeben.  Geben  wir  demnach  aus  von 
Reihe 


I 
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10  kommt  es  dmnf  an,  den  Ansdrnck 

in  die  ^geeignete  Form  nmznwandeln. 

Für  das  untere  Zeichen  wird  man  schliesslich  finden 

g(l-"7«)(C0S2a-,-C082x2)  ^^^Z^"^ -  ^L 

Daher  bestehen  Ar  beide  Zeichen  die  folgenden  Ansdracke: 


|(i-v)|/i-{i±i;)co..» 


.  JIM 


117) 


1    ^*  {^^^  ^  +  ^0  {^^^X 

Um  die  Gleichaog 

2X£  .     (1  —  27» cos  2g 4- (1  ~. 2(?^ CQ8 2g  +  g») 

8u  an  ^  —       sin  X    _        ^  _        2« + fl*) '  *  * 

ZOT  Transformatioii  geschickt  zu  machen,  nehme  man  die  Lügaritbmoa. 

Die  ziisamnicBgehörigen  Argumente  arj  und  sind  dauD  leicht 
in  die  ge^iguete  Form  zu  briugeu  und  da 

2Kx.  2£b.  cot« 

sinam  — ^flinam        =  üugt^  sin 9s  fTT? 

isty  so  ergibt  sich 
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HB)  Yi^^ 

aygcoi  K  — — j  —  f-, 

nnd  diese  Oleichnog  geht  ttkt  u^O  ober  ia 

Ftthrai  wir  iiienii  f^r?  =^  «  uod  g'  —  g  ein,  ao  fo]gt 

Mit  dieser  Terblnden  wir  die  in  der  Theorie  der  eUiptiseboi 
Fnnctionen  bekaanCe  Belatioii 


y- 


.(i-9)(i-9*Xi--q*)..J 


2y»'  y 

nad  erhalten  die  neue  Formel 

(l-9)(l-?3)(l-7*)... 


121)  yz' 


Infolge  der  einfachen  Ansfühning  einer  anf  118)  bezOglicheo  2» 
Traasformation  gewinnt  man  noch 

'   r  l+8in« 

^  (1+29800»^+«»«)  (l+2v»«C08  ^*  +  ... 
29COS5J  


woraus 


(1+2«*C08^  +  ««>  (l+2ffl«IJ08  X  +        •  • ' 


123)  _  2^  ra+75ji +9*') 

1+y/  - 2^ [(r+?Mi+^7^^)~J  • 

Eine  nochmalige  Transformation  wflnie  zar  folgenden  Formel 
fahren 
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=  29»  cos  2^ 


an  Vtr^mdung  mä  dtr  Theorit  der  KeUenUiU».  IQQ 

l/^  .  1— l/l— Slna_  1 /.  _  ^— V^'l/^^^^  " 
^  ^^i+Vz'V  l+sin«      ^  ^     i+y»  r  l+sina 

^1+29*008  ^H-^w)... 

Der  Ausdrack  links  ist  geeignet  za  einer  gonioiDetrischeB  Um- 
fonnoiig.  Wegen  tt=s90^~-v  kOonen  wir  setzen 

z 

also 

126)  tg  =  27*  cos  ^  7  f— 

^^(l  +  27«  COS~  +  'i»^)... 

ond  wegen 

,ft-v        .  1  —  y  2'  I  /l  —  siii  a 

127)  arcsmr^-fT-,  L^^--; — 

folgt  aläu  auch 

2y"l  +  9*^^ä2Ä~3f+9W*^2]f + 

Diese  Ableitungen  können  zur  Berechnung  der  zum  Argument  u  go- 
hörciidca  Amplitude  y  benutzt  werden. 

Wie  bekannt  ist,  lassen  sich  die  Factorenfolgen  dnrcfa  Keihen- 
nunmen  ersetzen. 

Q(  1  —  2g  008  2x + g*-«)  ( 1  -  2r/  cos  2x  +  56)  (1  —  22*  cos  2« + g>«)  . . . 
—  1  — 2goos2a;-|-2^cos4aE^2s»COs6»+  ... 

aygain«(l-2g»cos2«+5*)(l— 2g*eo82«B+fl«>  ... 

4  4  -t 

y^sina-—  y^^sinSx-j- y <x''&ivi'ox 

darin  bedeutet 
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Indem  man  alM  die  vorhin  gefundenen  Gleichungen  ftr  die« 
FftUe  einrichtet,  bat  man 

I  ^5      2^"»  22«  cos      4-  2*2 »  cos       . . . 

'  1  +  22*cos     -f-  2(1  cos       . . . 

ferner 

Q.    B.  W. 

Als  Specialfällo  findet  mau  aus  diesen 

L-V«'    ,  _i+eM-7» -hl- 
QBd  dsm  tnsnimiiiitd 

Fuhren  wir  hinsichtlich  dieser  Beihenqnotienten  die  Thet*- 
fnnctionen 

^  20-«cos2s+2«-'^«oo84i-i«^^os6H'»*« 

4  4    4 

^i(«)=2Vr^n#---2y«--«e8ina8+2yFSiiin5a+..^ 

182) 

•*  _         *     ^  *  _ 

d,(«)=2  y  ö-?C0S«+2V  c-'^'cos3a+2ye-*«eco85«+..^ 

{^,(«),-l-|.2«-^eüOS2i+2«-*ecosM-2fe-«*ooi6rf... 

ein,  worin 

^--j-  nnd  *-2J:* 
so  ergiebt  sich  nadi  dem  Yorheigehenden 


V: 


'^—3^    eg(2pg)    lA:^  ^i(2gg) 
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Beootzt  mau  noch  die  bekannte  Differentiälfonnel  der  Theta- 
loDctionen 


10  folgt 
134) 


dz    "  ' 

2Kz'zs'uiq}       ul>^  gz  Oj  2q3 


Z  w  0  i  t  0  r  Teil. 
VIII, 

Die  in  ihren  Folgen  wii  litigste  Tiansformatiou  bezieht  sich  auf 
die  jetzt  Doch  zu  betracbtcude  Reibe  für  In  Jq 

1  bnu  ,  \ 

ZonAcfast  folgt  fftr  die  Addition 
Digegen  gibt  die  Snbtracüon 

Für  iA^^  können  wir  unter  Benutzung  der  obigen  bekannten 

rormel  ia^;^  oder  —  ln~^  schreiben.   Da  nun  aber  Jfpi*z=s 

X^iflmk^t^  ist,  80  fuhren  wir  die  In  I.  entwidceltea  Werte  für 
itn^*  und  sin^ip,'  ein,  wonach  für  bdde  Ausdrücke  die  Relation 

2-rf^2— »«--(I4«')«<»8««±(l+«>in«y(l-.«')«— (14^')'k»8«« 

gilt.  Daher  haben  wir  unter  Benntning  der  Exponentialfnnction 

2— ««— (l+a')»co8««i:(l+2')sinoy(l— «0*— (T+Vpcös^ 
2)  ^ 

Wir  bezeichnen  nun  die  periodische  Function  dieses  Ausdrucks 
mit  X,  iudem  wir  damit  die  Aliscisse  cuies  ii^unkteö  einer  noch  an- 
zugebenden Curve  bezeichueu.  Also  sei 


üigitized  by  Google 


172f         Oekinffhaus:  Trans/ormaäuiun  der  elliptischen  Functionen 

Die  GleichaBg  2)  nimmt  um  die  folgende  doppelte  Form  n 


4) 


1  H-^'^~  (1  +  zyco%         e*  4-  fl~x 

2*'  "  2 

2?  —  • 


Hierin  mOesen  noch  die  sin  and  cos  a  mittelst  der  in  der  EloIeitDiig 
gegebenen  Werte  durch  die  Amplitnde  9  ersetzt  werden.  Man  «ird 
haben 

6) 

Bozoicbuea  wir  cudiich  deu  variabela  Ausdruck  der  linken  Seite 
der  crsteu  Gleichung  mit     so  ist 

6)  y  :a  — 5j — 

die  bekannte  Gleichung  der  Eettenlinie,  deren  Eigenschaften  ftr  die 
geometrische  DnrchfBhmng  der  gegebenen  Transformation  von  hoher 
Bedeutung  sind.  Wir  haben  demnach  zu  zeigen,  dass  die  eUiptiichen 
Functionen  and  ihre  Reihenentwickelungen  durch  die  Geometrie  der 
Kettenlinie  eine  wertvollo  Bereicherung  und  Ergänzung  er&hreo 
können  und  wollen  daher  zunftchst  an  die  schon  bekannten  Eigen- 
tflmlichkeiten  dieser  Curve  erinnern.  (Fig.  2.) 

Der  Differcntialquoüeut 

li;it  erstens  dio  bekannte  trigoiioinotrische  Bedeutung  tgd  und  7wei- 
ti  IIS  bedeutet  er  die  jsur  Abscisse  r  L'(»!iörcadeü  Cnrvenbocron  ,  wem 
mau  wie  hier  geschehen,  den  tiiistcu  Punkt  als  Auiaugbimukl  der 
Bogenlängen  nimmt  und  die  Constante  =  ^  setzt  Diese  i^emerkung 

nebst  der  Formel  1/  =  s^-^-t  oder  y  =        und  der  daraus  dck 

ergebenden  Eigcnsi  liaft,  dass  die  Pi  ojoctiou  dvr  Ordinate  y  auf  ^üe 
Tangente  eine  Strecke  gleicb  dem  Bogen  *  bestinunt,  welche  von  dem 
zur  ürdmate  gehorendcTi  Abscissonpnnkt  die  Entfernung  gleich  1  hat, 
genügt  fUr  die  folgenden  Auseinandersetzungen. 
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Oenigemftss  haben  wir 


-/ 


Es  kommt  nun  vor  allem  darauf  an,  die  Amplitude  ^  in  geome- 
trischen Sinne  zu  detiniren.  Die  Berechnung  derselben  aus  den 
obigen  Formeln  führt  auf  folgenden  einfachen  Aosdnick 


9) 


dessen  Constroction  in  Folge  der  Eigenschaften  der  Kettenlinie  sehr 
einfach  ist.  Indem  wir  also  festsetzen,  dass  durch  die  Reihe  3)  die 
entsprechende  Abscisse  der  Cur\  e  charakterisirt  sei,  wird  auch  y  and 
die  Gerade  «  bestimmt.  Daher  kann  mau  für  alle  F&lle  eine  zur 
7- Achse  parallele  Gerade  vom  Abstand  z  benutzen,  um  mit  der 
Differenz  ff-^»'  gleich  um  den  entsprechenden  Curvcupunkt  2y  einen 
Kreisbogen  bis  zum  Durchschnitt  mit  jener  Eiuheitsverücalen  ziehen 
VI  können.  Die  letztere  scbliesst  mit  der  Verbindungsgeraden  beider 
genannten  Punkte  die  gesuchte  Amplitude  9»  ein. 

Bi  /nglich  der  Reihe  für  r  bemerken  wir,  dass  dieselbe  auch  auf 
^e  andere  Form  gebracht  werden  kann. 

Aus  der  bekannten  Formel 

--iln(l— 2(|C08«-f  9*)  —  QC08v4-ilSi^c(>s^+iä^co8^  **• 

lissl  sich  die  folgende  ableiten 

1.   I  +  Sgsina;-}-^*  11011,- 
In  ^  -L  2^1iS»4-V  "°  ^  ^^^^ *  •  • 

Demzufolge  entwickeln  wir  in 

m         q      ._nu     1  8«i» 


sin 


'     8  —  1  _^^''*"2A' 
die  Brtldho  in  Reihen  und  schreiben 


g        +    +    -  OBiu 2^ 


Digitized  by  Google 


174        Oekinghaut:  2\ran*/ormaliotUM  der  eli^üeken  /ImdioiiM 

Werden  hierin  die  Yortical reihen  mittelst  der  geoaimten  Fonnd 
sominirt,  so  gelangt  man  zum  Kesoltate 

(1+2« Sin  gj+  «0  (l+2a*ain  ^+ ^) ... 

10)  21n  

oder   

a'+yi-a«  sin««        —  »-r* 

11) 

(1  +  2(z  sin  1^  +  (1  +  2^3  siu  +  ^6)«  . . . 
a-2q  sin         a*j«  ( l  -     siu  ^  +  a«)^ . . 

woraus  noch  fittr  tt  =  A,  9  «=>  dü^  ein  schon  Irüher  entwickelter  Ans* 
druck 

10^  ,  ,     r(l-q)(l-g»)(l-9'^)  ...1» 

folgt 

Wir  haben  den  Wiukol  der  Tangente  mit  der  z-Achso  durch  i 
bezeichnet,  wir  führen  noch  seinen  Complementwinkel  i^iKt^  —  ^ 
als  Winkel  der  Tangente  mit  der  y-Acbse  ein,  beachten  den  im* 
druck   

und  Babatitniren 

 1_  J_ 

^  ~~  eo/iä     sin  t* 

dann  resultirt 

TC71  77T^ 

(1  -  2q  Siu       +  r)^  (1  -  2<y3  8iu  2^  +  2')'  •  •  • 

13)    tgif  =-   —  . 

Der  eingeführte  Winkel  s  der  Tangente  mit  der  y-Achse  wird  dem- 
nach durch  ein  unendliches  Product  ausgedruckt 

Die  in  VI.  106)  entwickelte  Rdhe  läSBt  Bich  zur  DanteDuv  tob 
y  als  Ordinate  der  Corvo  verwerten,  w«in  wir  beachten,  dait 

ff  »  g*^^         ^^^^^^  wir  diese  Substitution  ein,  so  rcsoitirt 

14) 
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Um  far  y  noch  andere  Entwickelangen  anzubahnen,  geben  wir 
am  die  Reibe  87) 

nrllGk  und  beraduichtigeB,  dass 


ilt  Fuhren  wir  das  bieram  berecbnete  ^  in  die  obige  Beihe  ein, 
80  erbalten  wir 

15)   yi+/»—       =  ^  (i        cos  2^  -  ^       ^os  |~  +  . . 

Man  kann  fibrigens  anch  noch  den  folgenden  Ansdrock  leicht 
«lifeteilen,  wenn  man  2»'^  (t-|-^']'''coBft'  setzt  und  die  Formel  29) 
beachtet  Daher  ist: 


9^  3m* 
cos 


3  2j:+-)' 

woran  sieb  sp&ter  noch  andere  auscbliessen  werden. 

Um  nene  Formeln  herznlelten,  diflerent^^ren  wir  15)  nach  y  nnd 

and  tf,  man  hat 

^  -  TkAT^'^^Vk-  i^^'M  ■  ■)  ^ 

ebenso  ergibt  die  Difereutiation  von  x 
Ans  b^en  Beüion  folgt  dnrch  Division 

Damit  haben  wir  die  trigonometrische  Tangente  oder  den  gleich* 
wenigen  Auadruck  for  den  Bogen  «  durch  eine  Reihe  amgedrackt 
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£ioo  audere  geometrische  Beziehuug  läsat  sich  wie  folgt  ab- 
leiten: 

In  VL  haben  wir  die  Reihe 

aufgestellt,  welebe  wir  mit  der  SettenKnie  in  VerbindoDg  bringen 
können. 

Berechnet  man  nftndich  «  als  Function  Toa  9»  10  ogeben  ^ 
obigen  Werte   

yi-*«tBiu9»— 

— srj;  

Ucr  duiaub  lolgcnde  Ausdruck 

f  cot  <P  =  ~  — 
^  cosy 

bedeutet  fgeometriscb  die  anf  der  Eiabeitsnonnalen  durch  CF  be- 
zeichnete Gerade  1^  welche  demnach  dnrch  die  Belation 

bestimmt  ist. 

Man  bemerke  aber,  dass  sowohl  «.oot^  i  als  aoeh  •  deich 
Reihen  gegeben  sind,  der  Quotient  wird  demnach  in  einer  Bfriehiet 
sn  Ig  am«  stehen.  Daher  folgt  das  Resultat 

I 

q       ,  nu        89*     .  3rru 

„  r_  7«    2k  2A'  "T-  •  •  • 

Diese  neue  Formel  ist  anter  anderm  auch  ans  dem  Grunde  he> 
merkenswert,  weil  sie  zur  Aufstellung  einer  DiffiBrentialgldchnngTfl^ 
anlassung  gibt  Wie  man  bemerht,  ist  der  Zfthler  das  Differeatial 
des  Nenners.  Fflbten  wir  demnach  ein 

y  nn  Znu  .  5nu 

20)  '2=i:z^<^»2i^~  r:L96*»8  2X  +  i[:^^w 

so  haben  wir  nach  einigen  Zwiscbenrechnungen 

HZ 

21)  ^  ^  —  »'tgam». A» 
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Sabstitairen  wir  hierin  die  bekannte  Formel 
•  Igami.  -      tg  ^-  ^  sm  ^  -         sin      +  . . 

10  ergibt  sich  ohne  MOhe  ans 

das  allgemeine  Integral 

~lnZ=>  -lnco8^j^+lj^y,cos  ^  -^^^^j^^^cos  ^,  +...+  Const. 

Zar  Bestimmung  der  Constautcu  setzea  wir  u  ^  0^  üaun  ist 

,   ^     i   2g«       1    22*       1  2gß 
-l»^-2;)-  i  i4_ -  2  i  +7/  +  31  +    -  -  +  Co»«*- 

Da  aber 
so  ist 

so  dass  mau  scblicsslich  bat,  weuu  mau  uoch 

21)  yi+.-^.V=.j/j^  «»d  '84*=k^-IT^ 

beachtet 

33) 

1,  l/^— 1+7       1  1  .  1     </'      .  2ku*  , 

«    y  r-V  •  "       =  :i  1+  "4  1+7""  2ä'  + 

I«  1^7  tg  ja  -  lann  ^^+  b  (^^  r+y.     ^A—  i  1 + ?  ■»»  2iC 

+  ••■) 

Eine  zweite  Auwendung  der  Diiiereutialgleiciiuug  21)  geht  unter 

Benatznng  der  Relation  tgam«  »  tg^  inVerbindang  mitif«»»  ^  her- 
vor.  Daher  ist 

ZU  int^iriren. 
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Bas  Integral 

J  Vi— *«tiBy« 

kann  dardi  Einftthmog  von  CO89  s  auf  folgende  Art  geBcbrieb» 
werden: 


und  ist,  wie  nach  bekannten  Methoden  micbtlich  iat,  ebeaftUa  togi- 
rithnüBdi.  Man  findet  sdUiesilich  das  fdgende  Beedtat: 

InZ  =  In  — 3-2— ;  4-  ConsL 

•00»  y — ^ — «'  ■ 

Fflr  9  -i  0  wird 

Bo  dasB 

Z       z  —  1  —     aiCOSy— 4~^^ 

und  endlich 

Ana  der  letzten  Formel  folgt  noch 

1/1  -3    :;C08gp  —  ^^-f-s' 
Cosa      y  r-~T_  ,         ^   T  .Tir^- 


IX. 

Der  Differentialqaotient  von  •  kann  aach  benatit  werden,  ib 
eine  neue  Relation  fttr  y  hennstdlen.  Ans  derselhen  entmin  vir 
dann  eine  kubische  Gleichung,  deren  Abeolntglied  eine  periodlMbe 
Fanction  ist  Ans  7)  folgt 

nud  wenn  man  beachtet,  dsaa/ytix  =  «,  alao  ^  "~  ^  bei  Be- 
racksichtiguug  des  Wertes  von  j- 
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Den  Kenner  dieses  Qaotienten  können  wir  durch  den  Ansdmck 

enetaen.  Erheben  wir  darauf  die  Formel  anf  die  2*  Potenz  und 
ordnen  nach  Potenzen  von  p  so,  so  erhallen  wir  die  kabische  Glei- 
ehnsg 

25g^       5m*  y 
+ 1    gio     2ir  •  •  •  j  "  ^» 

mit  deren  Untersuchung  wir  uns  zaoäcbst  beschäftigen  wollen. 

Das  swelte  Glied  Ist  nur  vom  Modnins  z  abhftngig.  Der  Coef- 
fident  des  folgenden  ist  =  Knil,  woraus  sich  anf  gewisse  Beziehung 
der  Gleichung  zu  den  reducirten  kubischen  GleicbungCQ  schliessen 
Usst  Das  durch  eine  periodische  Reihe  ausgedrückte  Absolutglied 
ist  stets  nositiv,  wie  auch  die  hier  geometrisch  brauchbare  Wurzel 
stets  grösser  als  1  sola  muss. 

Haehen  wir  die  Gleichung  mit  der 

lüeotisch,  80  folgt  aus  A  der  Modulns 

29)  «'-it-y5»^, 

and  femer  ist 

30)  ~  -         cos  ^ -  9         cos  ||*+ .... 
and  vermöge  25) 

81)  y- 


q  reu  l^Tfu  j 

Unter  gewissen  noch  ansugebenden  Bedingungen  wflrde  demnach 
die  obige  redndrte  Oleichnng  Termittelst  elliptischer  Fnnctiosen  lOs- 

II» 
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bar  sein,  indem  ans  den  Conttanten  derselben  der  Modnlns  aof  nn- 
facbe  Art  bestimmt  werden  kann  nnd  in  Folge  der  hierdurch  be- 
Imnnten  K  and  q  die  Aufgabe  ?on  der  LOsnng  der  traosoeadeiittti 
Beihe  abbftngt  Sofern  q  klein  ist,  nnd  dies  ist  meistens  der  Pill, 
ergibt  sich  dnrch  Yersncbe  der  Wert  von  «,  so  dass  y  ebenfidls  be- 
kannt ist  Da  diese  Bestimmung  wenigstens  theoretisches  Intenaie 
hat,  so  wollen  wir  noch  die  Bedingungen  der  An^sabe  in  Kflne  asf- 
snchen.  Wird  y  »  1  gesetzt,  ist  also 


so  wird  stets  in  deu  aoderu  Fällen 
d.  i 

sein  müssou.   Oder  oiuiaciier,  es  muss 

1-1-«'« 

d.  i 

C<A  —  1 

sein.  Da  ansserdem  auch  .1  >  1,  wie  aus  29)  hervorgeht,  so  setzen 
wir  für  eine  allgemeinere  Betrachtang  die  Uleicbong 

32)  a«B'«-|-c  — 0 

fest,  woriu  a  nnd  c  vorl&afig  wUlkttrliche  positive  Zahlen  sein  mOgea, 
nnd  setzen    —  np» 

Also  wäre 

+  ^  =  0 

mit  der  Gleichung  2ö)  in  Beziehung  zu  bringen.  Gemäss  der  ohigeo 
Bedingung  hat  man 

^<1-  — 1  oder  tf<:a»*— 

a      14- r'«    .   .  2z'a  . 

Da  aber  -  /     d.  i.  n  =  vi — tv  ist,  so  muss 

II         2»  * 

4^  ^ 
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«ein.  Odor  was  dasselbe  ist 


c  ^z\\—z') 


Die  weitere  Untcrsachng  hätte  sich  nun  mit  dem  Ausdruck 
rechter  Hand  zu  bescbäftision ,  der  für  verschiedene  Moduli  verschie- 
deue  Werte  erhält  Daber  muss  der  Grenzfall  des  grössteu  Wertes 
gesocbt,  d.  h. 

g  (1  — g  ) 
(1  +z^)l 

diflieratürt  werden.  Der  bierans  berechndte  dem  Maximiim  des  obigen 
ludmcks  entqprecbeiide  Wert  von  »'  bestimmt  die  Grenze  fibr 


welche  nicht  überschritten  werden  darf. 
Die  Differentiation  führt  anf 

2»'«— 2»'+l  =  0, 

woraos  ftr  den  6renz£UI 

2  

Eingesetzt  in  die  Ungleichung  folgt 


Man  wird  schon  in  dieser  Bestimmuag  das  für  redacirte  kubische 
Gleichungen  von  der  Form 

33)  «s.|KB+g  =  0 

wesentliche  ünterschcidungsmcrkmal  für  reelle  und  imaginairo  Wur- 
zeln erkannt  haben.   Indem  wir  die  letztere  Gleichung  anstatt  der 

1  p  1 

frOberen  bier  benntasen,  also  a  »     c     -  einführen,  gebt 

die  ÜDgleichang  in  die  folgende 

27,«  <  4^)3 

(dessen  </  mit  dem  q  der  periodischen  Reihen  nicht  verwechselt  werden 
darf)  ttber,  welche  die  Bedingung  von  3  reellen  Wurzeln  ausdruckt. 

Die  Gleichungen,  welche  wir  vorhin  gefanden,  beziehen  sich  also 
auf  den  caaus  irreductibilis ,  worin  eine  Wurzel  die  Ordinate  y  aus- 
drückt. 
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Aas  der  Trausfonnation  der  obigen  Gleicbaogen  resoltirt  dfiü- 

oach 

Wcim  man  mit  Umgehung  des  Grenzfallos,  für  den  es  einer 
Uuteracbeidoiig  nicht  mehr  bedarf,  ein  bestimmtes  »  wählt,  so  mosi 

Die  CoDSlaaten  q  und  JIT  sind  dadarch  gegeben,  so  ist  s.  B.  fir 

»«  =  I  Uüd  ^  <  ^  ^  0,0857957,  ir  2,156515.  Bei  kleinen 
Werten  von  q  ist  die  fierechnoag  von  u  nicht  besonders  nrnstindürt 

Die  durch  eine  periodische  Reibe  darstellbare  Warzd  der  Glei- 
chung ist  dami 

Wir  gebe»  ntcltber  auch  noch  die  Aoflösniig  der  ftbriga  dsttl 
die  Cardam'sche  Formel  lösbaren  FiUe  der  kobiseben  OloichangeB 
vermittelst  der  Ketteolinie. 

X. 

In  19)  haben  wir  ig  am«  in  Form  eines  Qnotientni  direh  imi 
periodische  Fonetioaen  ausgedrückt,  so  dass  die  Frage  entsteht,  cb 
ebenfalls  sin  am«  nnd  cos  am  u  auf  ähnliche  Art  bestimmbar  seien.  Wir 
erinnern  zn  dem  Ende  an  die  Reihe  104) 

«'sinqpcosy  .  E      4»A  9*     .  «»*        o*     .  2mt ,  \ 

welche  wir  mit 

^  "  JT  +  jT  C  w    Ä  +  1^     X  +  •  •  j 
durch  Subtraction  verbinden.  Man  findet  folgende  Relation 
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Dieselbe  l&sst  &icb  mit  der  Reibe  17)  fär  t  weiter  verbindeo. 
Die  IHvinon  beider  ergibt  geordnet 


38)  cosamu  ^  —       ^    ^  ^       y    .  3^«   

1— 3«""2ic~l-aö^^'*2Ä 

v<RMB  oech  aecfa  HnltipUcaftion  vom  tgam« 


(l-rz)»   .    JtH  ,  '  (1  — .    '2itu  , 

1 8i»^+s*-i^^  fii^ 


3i)i  sinamu-^  j  —  55  3^ 


1— 3«*^*2-ff"^l  — fl*^®2iC 
folgt. 

Beide  Beilien  beeitien  i^eichen  ZftUer. 

Dft  anq»  1«  —  —  istn,  80  kann  man  für  sin  am«  nnd  ebenso  ftlr 

cosamu  zwei  analoge  Ausdrücke  leicht  herstellen,  wenn  man  die  für 
«  und  |f  entwickelten  Reiben  einsetzt.  Die  Reihe 

wird  fOr  y>  Maximum,  d.  b.  es  ist 

und  fllr  ir—  1  snm  Ifimmnm 

welche  Formeln  mit  früheren  übercinstimraen.  Die  Differenz  beider 
möge  mau  mit  i'rühorea  Ableituugen  vergleichen. 

Man  kann  nnn  die  obige  Reihe  fflr  y  in  folgender  Art  mr  Bil- 
dung neuer  Beziehungen  verwerten.   In  Folge  der  Beden tong  von 


— ö — 


beeleht  demnadi  die  Reibe 


r 
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Wir  Differentiiren  sie  uuter  BeachtUDg  dee  in  VUL  gegebenen 
Wertes  Ton  ,  ,  welcher  in 

du 


tr^dx      4»  /   2*     .  nu       4g*    .  2»»  ,  \ 


2 

eingesetzt,  den  neuen  AuBdrack  für 


Im     —  2  8lll-«r  •}-.•• 


hervorgeben  lässt 

Bemerkt  mau  aber,   dass  der  Nenner  dieses  Bruches  durch 
Vi  +«'•— 2»V  ersetzt  werden  kann,  und  dm  ferner  #  Vjr"— 1, 

so  geht  uuter  diesen  Suhstitiitioiieu  das  letzte  Resultat  durch  Qua- 
drireu  und  Ordueu  uach  Potenzen  von  y  in  das  folgende  über 

,    8»^    /    <2*_    •  4^^     .  27«* 

so  dass  wiederum  t/  durch  eine  jetzt  vollstiinditio  kubische  Gleichung, 
dereu  Coefticicnteu  bestimmten  Keduceuteu  genügen  müssen,  bestimmt 
ist.  Auch  hier  ist  das  stets  positive  Absolutglied  durch  eine  perio- 
dische Reihe  definirt 

Im  AnBCblufls  an  die  in  134)  anlgestellte  Beziehung,  welche  auch 

in 

2A' sin qp  COMP        <>2gz.  d-^  '2 gz.  ^g^gg 

umgewandelt  werden  kann,  und  worin  wir  sin  9  durch  ^~^> 
,         2^  sin  (p 

4  durch  ^^^^^  ersetzen,  resultiit  der  der  obigen  kubischen  Glei- 
chung entsprechende  transformirte  Wert 

44)  ^'--"2/  j^^-y4-^/^ 
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woiwif  wir  hier  ftnfmerkaam  machen.  IHe  danns  hmocgeliendeB 
fiedebongen  und  Idonlitiltoii  wollen  wir  iftdeesen  nlcbt  weiter  lUer 
diseotiren. 


Durch  Gombinatioii  der  fttr  y  —      —  und  «  ä  — g —  auf* 

gestellten  Reihen  erhält  mau  die  Eotwickolong  von  e^'. 
Ans  der  Addition  von 

^>  —2—   *  Ä .    U  -     K  -  r^g«    X+"  t 

2         «'-IT«  U  - «* *^*"2ir~  1  — «•  ^2*      •  •  / 
folgt  demnach  die  folgeude  Reihe  mit  eigeutUrolichem  Biidungsgesetz 
i*.  ^      £  ,   2»«  /  9      .  Jttt       2g»  2ji« 

«)  ^-i^+rjf*U-?«'^2jr--w^«2F 

Bin 


nd  fermitt^t  Sabtractton  die  ihr  analoge 


3^    .  3«?»       4g*        4«tt  \ 

die  sich  durch  symmetrische  Ordnung  aaBzeichnen. 

Dio  in  11)  entwickelte  Fuuction  für  lässt  sich  mit  Aiiweudung 
Vk-i^ntpr  Fonnclu  loiclit  «Inrrli  einen  aos  zwei  einfach  pehodischen 
^aotienten  wie  folgt  aosdrücicen. 

Fttr 

*  -    l  iq:^  j 

folgt 

l+2gsin^— 2g*cos^^  —  2g38m      -|-  2g>«coS2^  +... 

7CU  2nu  3jwi  471« 

1— 2g8in^^  2a*co82^+2298in  ^  +  22**'C08  ^j^— 

Die  RoiheiK  utwickeiuiigen  für  die  Coordiuaton  der  Kottonlinic 
sind,  wie  aus  Vorstelieiulem  ersichtlich  ist,  sehr  nianuichfach  und 
zeigen,  wie  sehr  die  Eigenschaften  der  Cunre  in  aual^ischer  üiU" 
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sieht  durch  Anwendung  auf  die  elliptischen  Fanctioncn  sich  Iptrterea 
anschmiegen.  Um  uoch  andere  Beziehungen  geometrisch-analytisclier 
l^atur  aufzustellen,  wollen  wir  zunächst  an  die  bekannte  Formel 

erinnern,  um  mit  HüUe  derselben  einen  andern  Beiheuaasdmck  ib- 
zuleiten. 

Die  häufig  auftretende  Reihe 

köuucD  wir  durch  Entwickelung  der  Brüche  in  geeigneter  Reihen- 
folge leicht  durch  Partiaiquotienten  von  der  Form 

y(l4-g»)C0S,y^. 


transformiren,  daher  ist  vermOge  der  bekannten  Bedentang  der  Fonnd 
18)  der  Anadmck  Ar  l 

und 

50)   Vl  +z^-  t^'y  -  »  Y^^' 


An 

sss  -i?  COS 


K — 2K 


Der  in  19)  für  tgamu  abgeleitete  Wert  kann  anch  mit  Hilfe 
der  bekannten  Relation 


ans  der  froher  entwickelten  Reihe 


r  1+3  =^  5*  Vw"^"2^+ 1^«*»  ijf  +  j' 

hergeleitet  werden,  indem  man  letztere  logarithmiaeh  dlfferentürt 
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Man  tiüdet  ohne  Mühe 

q         nu  .     Sq^  37tu 
„  j—^  co8g^-i-  j  _-^  cos  2^  + 

61}  cotamu  =  ^^--^      .  ^„  ,^3        3^  — 

womn  vermltteUt  einer  Umwandlang  die  erwähnte  Formel  hervor» 
geht 

Wir  wollen  ferner  die  Kcibe  für  tgd,  also 
in  Benehnng  auf  6  und  »  differentiiren,  man  findet 

wird  ebenfalls  p  =        differentiirt  and  endlich  noch  die  Reihe  14) 

CO8O 

y,  80  hat  man  siraSchst 

dy      sin  3  f/^ 
t/^  ™  cüsö-  cos 6*  ^  sind' 


Efiminirt  man  also  ans  den  beiden  ersten  Fonneln  nnd 
enetat  ^  mittelst  der  letzten,  so  erhalt  man  das  Resultat 

du 

.   Tin        4<7*     .  2tcu 
bin  d  =  4  371«  • 

Man  kaiiu  diese  Entwinkelungeii  iu  gconietrisclier  lliusicht  deu- 
ten. Die  Tanccnte  der  Kutteuliuie  im  Punkte  /'  scliucide  die  Ab- 
icisiCnaxe  iu  Ji.  Beztichaon  wir  nun  die  Strecken  AU  dei-seiben 
zwischen  der  Taugeute  und  der  Ordinate  y  mit       so  ist 

p  sin  d  =  1. 

Daher  ist  TenoOge  des  obigen  Reihenausdmeks  fOr  sind 

q  nu        9q^  3;r?* 

^)      9=1  .  3it7  ~4^  "2;jw 


Sin  ^  —  I  g  sin  -T?-  "p  • .  • 


1  —  g*       A       1  —  A 
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XI. 

wir  geben  nodi  im  Folgenden  diejenigen  Beihenentwlckelavpi, 
welche  «le  Functionen  einer  dorch  die  Kettenlinie  dnrgeetelltai  geo- 
metrischen Beziehung,  sei  es  eine  Gerade,  Fläche  oder  Winkel,  toi 
einiger  Wichtigkeit  sind. 

Hiusi(  litlich  (lor  Abh'ituTic?  dieser  und  anderer  beoierkeu  wir,  diss 
hierfür  zaweüeu  mehrere  Wege  oüea  stehen. 

Der  Flächeninhalt  des  rechtwinkligen  durch  die  Katheften  «  sad 
I  gebildeten  Dreiecks  kann  man  unter  Benutsung  der  DÜmCial- 
formel  fttr  y  in  Verbindung  mit  der  aus 

—  ^+'^ 

herrorgehendea  Ableitung 

äff     «^sin  (p  cos  9» 

leicht  berechnet  werden.  Da  nämlich 
ist,  so  folgt 

^>   ^ 7^»  "° K  ~  K  +  i  IC  ") 

sei  K'C'^^  m.   Man  bat  den  leicht  berechenbaren  Ansdnick 

Ferner  sei  der  Winkel  zwischen  K'C  innd  AC  mit  »  und  der 
Winkel  zwischen  JC^C  und  üTP  mit    bezeichnet.  Aus 

sin  d   m 

sin»  s 

folgt,  wie  leicht  zu  finden  ist,  igt  «'sin 9,  tg«  ^^^^fM'm€=mL 
Denn  es  ist 

.t  .   .  tg^+s'sinv 

Daher  kauu  man  entweder  zur  Darstellung  von  tgo  die  ollij^ 
sehen  Transccnduntcu  benutzen,  wodurch 

^  2V9BIU         'iy^-'sin 2^  +  ... 
56)   «R«  — v^'^T  2~n~, 
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oder  man  zieht  die  in  der  Theorie  bekannte  Beihe  Ar  her- 

^taau 

SB,  welche  demnach  die  folgende  geometrische  Bedeotiing 
geiriBOt 

Auf  dieselbe  Weise  vorwerfen  wir  die  für  aiuani?/  bekauute 
Beihe  um  tg>  »  z'smip  durch  dieselbe  darzusteileu.  Demgeiul^  ist 

IMese  Interpretatioii  dieser  hekaanten  Beihen  ist  jedenlüls  be- 
meikenswert 

Bemerkt  man  femer,  dass  aas  der  Formel 

^  JL  ^+»'^ 
*  cosA 

die  Belation 

foigt,  Bo  geht  auch  die  in  V.  abgeleitete  Gleichung  in  die  folgende 


fl3       .  33W 


fiber  and  analog  folgt  aus  IL 

ile  denmach  wie  die  vorhergehenden  vermittelst  der  Kettenlinie 
leometriseh  interpretirt  ist 

Aach  die  früher  anfgeatellte  Beihe 

velche  geometrisch  durch  oino  Normale  des  Amplitudeiulreiecks.  d  i. 
ioreh  ltm9  bezeichnet  werden  kann,  ist  noch  einer  Transformation 
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ßlhig.  Wir  multipliciren  sie  mit  =-  du  and  iutcgrireo.  Das  all- 
gemeinere  Integral  ist 

\ncaB<p-.J  ^^^^^^  «  H"^^"^  K  +  "  j 
oder 

Für  9     0  folgt 

Daher  ist 

oder  mit  Einfülirung  der  Relation 

1+  *'  cos  «    2(1+?)»  .  nu^     (1  -g«)»  .  ««« 

Kan  ist  aber 

1 -j- cos  er      1-f-«'      y  —  »' 

Demnacli  auch 

Man  sieht,  mit  welcher  Leichtigkeit  solche  ComhiBationen  gs* 
Wonnen  werden  können.  Von  denjenigen,  welche  noch  sn  emlliiei 
sind,  wfthien  wir  zum  Zweck  einer  Differentiation  die  in  46)  atige- 
leiteten  Relationen,  die  demnach  differentürt 

dx  /    tj  nu  I     4g*     .  2»u       9<^        3sji»  \ 

und  durcheinander  dividirt  die  Formel 

61)  ^    —  ^  ^^JJ  ^        ^^^^  J,1U 
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leben.  Aocb  ans  den  beiden  ersten  ergeben  sich  nach  Einsetsea 

dx 

dee  für  X  bekannten  Wertes  neue  Kelationen  mr  ek*, 
du 

Bemerkenswerter  ist  die  Transformation  der  in  48)  für  «i*  auf- 
geiteUten  Fome!,  welche  wir  jetzt  antersacben  wollen. 

Man  findet  zunächst 

~        1—22*  COS  — + 22*^ocs  Y     V  COS  ... 

Die  beiden  hier  erscheiucnden  Reihen  sind,  wie  man  siebt,  ellip- 
tische Transcendenten.  Da  der  Ausdruck  zur  Rechten  mit  dem  Quo* 
tienten  för  die  Function  sin  am  u  übereinstimmt,  wenn  q  anstatt  ^ 
eiDgefahrt  wird,  so  ist  eine  Reductiou  auf  diese  Relation  leicbt  durch- 
führbar. Losen  wir  demnach  die  letzte  Gleichung  nach  ^  auf,  so 
ist  in  dem  genannten  Sinne  unter  Benutzung  bekannter  Formeln 

l+y^siny      ,/  \q        jw»     l    Vg^       Zku  ,  \ 

welche  neue  Beziehung  wir  nachher  einer  dynamischen  Betrachtung 
zu  Gmnde  legen  weiden. 

Eine  neue  Trauäiunnation  von  63)  würde  noch  die  folgende 
liefern 

^-«ng«os*"''  Vr=i"*^ir-3  -j 

Aus  der  ersten  kaun  noch  mittelst  einer  weitem  Umgestaltung 
die  folgende  abgeleitet  werden. 

1  — y«slny 

(1  ~  ay  « Bin   + y  ^  (1 -a  V9»«iiisf + y  a») 


(1 +ay«sin2^+ y  fl)  (i -f  2  V5«sin22+ Vi«)  ... 

Fttr  f  90  folgt  nach  mehrüscher  Umwandlung  ein  schon  Mher 
getnodeoes  Besoltat 

Wir  bemerken  noch,  dass  wegen  der  leicht  abzuleitenden  Glei- 
chung 
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in  Folge  der  Bedeataug  vim 


die  folgende  Eelatioa 


besteht. 
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vnL 

Die  Darstellung  der  Flächen  vierter  Ordnung 
mit  Doppelkegelschnitt  durch  hyperelliptische 

Functionen. 

▼od 

Paul  Rlehard  Donach. 

BiMr  T«il. 


Einleitang. 

Wenn  wir  iu  Folgondcni  statt  der  all  g c  nie i  n cn  i'lächeu 
vierter  Ordnung;  mil  Duiipclkcgelschiiitt  vorwiegend  die 
Cykliden  iu  I5('trachl  zieiK*n,  wenn  wir  also  für  den  Doppelkegel- 
schnitt den  imagiüuren  Kugelkrcis  noluneu.  so  ibt  dies  durchaus  keine 
wescutliche  Beschränkung.  Von  piüjoctivem  Standpunkt  betrachtet 
hat  jciner  ja  keine  ausgezeichnete  Lage,  wir  küuueu  jederaeit  unsere 
Cyklide,  resp.  das  Cy kl idensy stein  einer  linearen  Transfonnation 
unterwerfen ,  welche  den  Kugelkreis  zu  einem  Kegelschnitt  im  End- 
lichen maLlu,  und  die  zu  gewinnenden  Sätze  werden  dann  iu  uaver- 
toderter  Form  sogar  bestehen  bleiben,  wenn  wir  nach  der  Oollineation 
den  nunmehrigen  Doppelkegelschnitt  zur  Grnndhige  der  Mass- 
bestimmung  wählen.  Nehmen  wir  in  den  Trausformationsfurmeln 
die  CoefBcienten  complex  an,  so  können  wir  sogar  den  Doppel- 
kegelschuitt  reell  machen,  wodurch  allerdin^^s  alle  Realitätsver- 
bältnisse  sich  ändern ,  und  auch  ooscre  Kesultate  die  bezüglichen 
ModiÜcaüonea  erleiden. 

AaA.  i.  VMh.  m.  nji.  t.  B«Ih«i  M  IL  13 
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D^mteht  Die  DaargkUmmg  dar  FMan  vUrttr  Ordmug 


Wir  besehftftigeii  uns  demnach  «Uem  mit  den  Cykliden  ud 
sncben  die  Resultate  zn  Terwerten«  die  von  Montard  Darbou'), 
Caaey  ^  Aber  Jene  Flftciien  und  Flflcbensyateme  gewonnen  wurden. 

7a\t  Erroichnnr,'  rlos  Zweckes,  die  Darstellung  durch  hyperellipti- 
sche 1?  uucLionen  zu  leUteu,  bieten  sich  mehrere  Wege  dar. 

Daa  ZnnächBtlicgende  wflide  sein,  die  üntenncbong  diieet  n 
fnbren  nnd  auszugehen  von  der  OarsteUnng  der  CyUide,  bezogen  tif 
ein  orthogonales  Fflnfkagelsystem  in  sogenannten  pentasphlri- 
sehen  Coordinaten  (nnter  pentasphftriscben  Coordloaten  ei»» 
Ponktes  versteht  man  die  mit  gewissen  Constanten  mnltipUdrtai 
Potenzen  des  Punktes  in  Bemg  auf  jene  5  Fandamentalkugeln).  In- 
dem man  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  beiden  Krfimmong»- 
linienparameter  der  Cyklide  darstellt,  zeigt  sieh  sofort  die  Möglich- 
keit der  DurchfQhrang  der  Aufgabe.  (Zuerst  ausgesprochen  findet 
sich  dies  bei  Darboux,  Comptes  Rendus  Bd.  69,  p.  392:  Sur  nne 
nouvcUo  sörie  de  systemes  orthogonaux  algöbriques).  Die  penta- 
sphilrischeu  Cuurdiuateu  lassen  sich  5  hypcrelliptischen  ^Functionen 
vom  Geschlecht  2  proportional  setzen,  welche  einem  sogenannten 
Rosi'uhain'schen  Sechsersystem  augehüren,  und  nuu  wird  die  Kennt- 
uiss  der  ^Functionen  und  deren  Kclatioiieii  zu  vorwerten  g^ncht 
für  die  Gewiuuuug  geometrischer  Sätze  für  die  Gyklideu. 


1)  Moatard:  „Note  sur  la  iraiibfuiLuauori  pnr  rayoni  Tectears  rocipro- 
qncs",  „Note  sur  Ics  »urfuccs  anallagraatiques  du  quaiiit^oie  orürc",  Nout.  Ana. 
do  Math.    2.  S.    Bd.  3.,  1864,  p.  306—9,  p.  536—39. 

—  Sur  Ics  ligncs  de  courburc  d'uQC  claise  de  surfftOM  da  quACriene 
ordre,  Comptes  Ucudu«,  Bd.  59.,  p.  243. 

2)  Darbüux:  ^Sur  une  dassc  rcmarquuble  de  courbes  et  de  iorfacc« 
alK*^^" iqutis",  Paris,  Gnuthier-Villars,  l873-  Man  findet  darin  ausser  ciatm 
d<  i  l'ariscr  Akademie  1869  eingereichten  Memoire  eine  ZusammeuiitUuui;  aller 
Noten  und  kicinereu  Aufbktzc,  die  Herr  Darboux.  über  diesen  GegcnsUD'l  gc* 
schrieben,  am  Schluss  des  Werks  »tieh  tbM  MillUuilehft  LtttentaraDgabe,  die 
Oflüldeii  betreffend. 

3)  Cu&€}  :  „Ou  C^cltdes  aud  Sphero>Quarties,  Phil«  Transactionä^  Bd.  161.« 
p.  S8ft.    In  jangst«r  Zeit  hat  der  Oegeoitand  dno  emeate  BebttidlsQg:  er- 
fabran  durch  Herrn  Oiao  Loria  (Ricerebe  intorao  alla  Qeometria  della  rfkr» 
e  )oro  applieasioae  allo  itodio  ed  alla  cUstillcaiiooe  della  mperfieia  di  qeüio 
ofdine  aventi  per  lioea  doppia  il  cerduo  inagiBario  all'  infiniuk,  Menorie  Mit 
Beate  Academia  delle  Bcieme  dt  Xoriao,  8er.  8.,  Bd.  a&),  der  m  der 
traehtang  von  Kofeleoinplexen  und  GongroeDaen  ao^ebt,  uad  dwdi  Hena 
8egre  (Etüde  dee  diffi^rentcs  surfacet  da  4«  ordre  k  eoniquc  double  etc.,  Math. 
Aua.  Bd.  34.y  p.  3l3.),  der  in  einer  umfangreichen  Abhandlung  die  Fllcben 
Tierter  Ordaniig  mit  DoppelkegeUcbiütt  betrachtet  alt  Centralprojectjoaea  des 
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Um  insbesondere  ausgezeichnete  Cnrvensysteme  auf  der  Cyklide 
zu  I  rlialten,  setzt  mau,  in  den  oinfachstcMi  Fällen  wenigstens,  ^  Func- 
tiuiieu,  deren  Argumente  sicli  von  denen  der  gegebenen  um  Coii- 
•^tante  uuterscheiLk  n,  gleich  Null  und  erLält  hierdurch  eine  Gleii  lniug 
/.visclien  den  beiden  Parametern  der  Cyklide,  also  die  Gleichung 
tiner  Curve  auf  der  Fläche;  die  Wahl  der  Constaotea  bestimmt  dio 
Art  der  Curvcu. 

Eine  zweite  Methode  istindirecter  Natur  und  nimmt  ihren 
Attsgangspanlct  nicht  von  der  Cylclide,  sondern  von  Flächen,  resp. 
Fl&chcnsy Sternen,  die  bereits  dnrch  hy  porelliptische  Trans- 
cendente  dargestellt  sind  nnd  in  Beziehung  zur  Cyklide,  rcs|i.  dem 
confocalen  Cyklidensystem  gesetzt  werden  können. 

Herr  Darboox  gab  im  Jahre  18G4  in  den  Annaics  de  l'J^colo 
Kormale  Supcrieuro  eine  einzweideutige  Transfortnation  an,  welche 
eiue  Oberfläche  2ter  Ordnung  in  eine  Cyklide,  eine  Flächcuscbaar 
2ten  Grades  in  ein  confocalcs  Cyklidensystem  verwandelt. 

Nun  ist  die  Fliiehe  2teu  Grades,  lesp.  die  Flächeuschaar  2ten 
Grades  durch  hypcrelliptische  Functionen  dar^'estellt,  iu  ucuester 
Zeit  z.  B.  iu  eingehender  Weise  von  Herrn  Staude^),  der  dazu  ge- 
Imgte,  eine  grosse  Auzahl  von  0  Relationen  als  geometrische  Siit/o 
(jl<er  die  Flächen  2ten  Grades  auszusprechen,  und  die  Darstellung 
iiameutiich  benutzte,  um  die  bekaunlen  Schlicssuugssiitzo  zu 
erhalten,  die  sich  auf  Polygone  beziehen,  die  von  den  genu  iusameu 
Taugeuteu  der  Flächen  der  Schaar  2tcu  Grades  gebildet  werden. 

Yen  diesen  Resultaten  ausgehend,  gelangt  man  mit  Hilfe  der 
DarboQx*scfaen  Transformation  ohne  erhebliche  Mflhe  zu  einer  Bar- 
stdlung  des  Cyklidensystems  durch  hyperelliptiscfae  Functionen,  zu 
einer  aualogen  Deutung  der  B  Relationen  in  der  Geometrie  der  Cy- 
kliden  und  zu  entsprochenden  Schliessungssätzen. 


Schnittes  ^.vricr  quadratischen  Mannigfaltigkeiton  von  3  Diintrisiont  n  im 
linearen  iiaimi  von  4  Dimensionen  auf  den  jTcwöhnlicht'u  Raum.  Diese  Me- 
thode führt  itin  zu  ilen  liL-kanntcn  und  einzelnen  neuen  blitzen  über  die  Cy- 
Kiiden  ,  sowie  /u  einor  erschöpfenden  Classification,  die  aueh  von  Herrn  Lurin 
i;egebt;n  wiid  für  den  Fall  ciuci  nicht  zcrfallcndtja  Dujjjjclkegclächnitis.  Wir 
verweisen  noch  besonders  auf  die  geschichtliche  Einlcituo); ,  dio  Herr  Segrc 
•eiMr  Abhandlung  vorauaschickt. 

4)  Stande:  .Geometr,  Deulnng  der  Additionstheoreme  iU»r  liyperLlUptischcn 
Intcgrulä  und  Functionen  l.ürdug.  ini  System  der  cuufucalcn  FUchcn  2.  Gra- 
de»'^t  Math.  Annalcn,  Bd.  23.,  p.  I. 

—  -Ucber  geodätische  Polygone  auf  den  Fliichen  2tcn  Grades'',  Math. 
Ann.,  Bd.  21.,  p.  219. 
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Noch  eine  andere  Fläcbenart  ist  durch  hjrperelliptiiche  Fase- 
tioii6B  dargestellt,  die  Kammer'scbe  Flache. 

Nachdem  Herr  Klein  im  5  ten  Band  der  Math.  Annalen  ^  302» 
fals  £r8ter  auf  die  Möglichkeit  der  DarateUang  hiogewieien  hitte 
olgten  die  AnalBhniiigen  durch  die  Herren  Cayl^^)  niid  BorcMt*) 
im  83ten  Band  des  CreUe*8chen  Journals,  von  H.  Weber  ^)  im  Mtei 
Band  desselben  Journals  und  von  Herrn  Bohn*)  im  15ten  Band  det 
Annalen. 

AnduK  rsiits  )mt  Herr  Lic  im  f)ten  Band  dor  Anoalen  „Ueber 
Complexe.  insbesoudere  Linien-  und  Kuiiilconiplexe",  p.  145.  ff.  g^ 
zeigt,  wie  durch  eine  lierührungstransformation,  welche  die  Punkte 
des  einen  Raumes  iu  die  Minimalgcradcn  •*)  des  audcru.  dk 
Geraden  in  die  Kugeln,  Fiächcnclenionto,  die  eonsecutivc  Paukte 
einer  Geraden  gemein  haben,  in  die  Flächenoleinente  der  entsprechen- 
den Bildkugel  überführt,  die  Kummer'scbe  Fläche  ia  eine  Cy- 
kiidc  transformirt  wird;  die  Kammer'scbe  Fläche  wird  dabei  an- 
gesehen als  Breunfläche  einer  Congraonz  2terOrdnung  and  Glasse,  sieht 
als  Singnlaritätenfläcbe  einer  Gomplezscbaar  2ten  Grades. 

Hat  man  auf  diesem  Wege  die  Beziehungen  swiscben  Kammer* 
scher  Fläche  und  Cyklido  vollständig  klar  gelegt ,  so  ist  damit  sadi 
die  Darstellung  der  Cyklide  durch  hyperelliptische  Functionen  ge- 
cistet.  Die  ^  Relationen  bleiben  ja  bei  der  BerübrnngstriDsfor- 
mation  invariant,  sie  ändern  nar  ihre  Bedentang,  wie  es  das  U6be^ 
trsgnngsprincip  angiebt 

Dabei  haben  wir  noch  den  Vorteil,  dass  wir  zu  f^Ieicher  Zeit  3 
Arten  der  DarstcUnng  erhalten,  entsprechend  den  3  Weiaen,  dnrdi 
welche  die  Knmmer'sche  Flftche  durch  9  Functionen  dafgestsüt 
wurdet 


s)  Cayley :  „Oa  Ui«  double  MneCioiii  in  €000«xion  with  a  IS  aadi 
qwtitfe  nrfae«*<,  Crelle'«  Jovnial  Bd.  SS.,  p.  tlO. 

6)  Borcbardt:  „Ueber  die  Darttcllnng  der  Knaaei'aeheB  VUdM  ivA 
die  GGpcPscbe  biqnadmtitche  Belntion  ete.*.  Crelle't  Joarnal,  Bd.  SS^  y^tti. 

7)  Wcbtr:  „Ucbcr  die  Kummcr'sche  Flllcho  4ter  Ordoung  mit  U  Kai 
tcupancten  und  ihru  Bczichaog  su  den  Thetafunctioneii  mit  t  Veriuillilkl«' 
Crelle't  Journal,  Bd.  84.,  p.  3S<. 

8)  Wohn  :  „Trnnsformiuion  der  bjrperelltpti sehen  i  unctionen  p=  and  *. 
ihre  Bedeutung'  für  die  Kummer'scbe  Fliehe**,  Math.  Annalen,  Bd.  15.,  p.  IIS 

9)  Anschliessend  an  Herrn  Lie  werden  wir  Mijilmal-erade  die  Oeradea 
neoncD,  welche  den  Kugclkreii  treffen,  die  «ligDea  de  ioogueur  noUe'. 
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1.  die  Htriengeometrische  DanteUnug  liobn'sj 

2.  die  Borchardt'scho  Darstellung; 

3.  die  Cayley-Weber'sctie  jüarsteiiuug  ^°). 

In  Folge  detsen  erhalten  wir  aach  3  Serien  von  Gorvensjstemen 
laf  Kammer^sdier  Flftche  ond  Gyklide. 

Wenn  wir  in  Folgendem  der  2teD,  indirocten  Methode  den 
Yorzag  geben  ond  also  einmal  von  der  Flächenschaar  2ten  Grades 
das  andere  Mal  von  der  Kommer'schen  Fläche  ausgehend,  die  Dar- 
iteUoDg  der  Cykliden  durch  byperelliptische  Transcendente  leisten, 
10  geschieht  dies  zunächst  aus  dem  Grunde  grösserer  Einfachheit. 
Wir  können  ja  das  reiche,  schon  vorhaudcne  Material  verwerten,  und 
es  kommt  in  der  Hauptsache  nnr  auf  eine  Un^Joutnni;  der  bereits 
gewonnenen  Formeln  und  Sätze  an.  Weiterhin  eröffnet  sieb  uns  hier- 
dorch  aber  auch  die  Perspective,  mit  Hilfe  der  Cyklido  als  Zwischen- 
glied eine  Beziehung  zwiseben  Fläche  2ten  Grades  und  Knmmer'schcr 
Fliehe  herzustellen  nnd  so  z.  B.  die  SchliessnngssftUe  anch  für  die 
Geometrie  der  Kommer'schen  FUlche  sn  Torwerten. 

Demgemäss  wird  sich  der  Gang  der  Untersuchung  in  folgender 
Weise  gestalten: 

Im  ersten  Teile  behandeln  wir  die  Beziehungen  zwischen  der 
Flftehenschaar  2ten  Grades  uud  dem  confocaleu  Cykli- 
dcnsystem  und  zwar  im  Iten  Capitel  zunächst  die  (1,2)  deu- 
tige Transformation,  welche  die  Ueberführung  leistet.  Wir 
gewinnen  dadurch  im2ten  Capitel  eine  Uebersicht  über  die  ge- 
staltlichen Verhältnisse  der  Cykliden,  über  den  Verlauf 
der  Krammnagsiinien  und  der  geodätischen  Curven  auf 
dens^bea. 

Das  3te  Capitel  dentet  das  Ahersche  Theorem  für 
tberall  eodlicfae  Integrale  in  der  Fläehenacfaaar  2ten  Orades  and 
dem  Cykllden^stem.  Wir  finden,  dass  die  Gleichungen  desselben 
Differentinlgleiehiingen  der  2  Flächen  des  Systems  Je 
3fach  herdhrenden  Kreise  sind,  nnd  erhalten  hierauf  Sätze 
fltr  die  4  durch  ein  Pnnktepaar  gdienden  Doppelbertthmngs- 
kroise,  sowie  die  Deutung  des  einfachen  Additionsprobiems 
im  (^Uidenaystem.  Im  letzten  Paragraphen  dieses  Capitels  endlich 


10)  Die  dniarlel  ^  hingen  dabei  le  sniemnien,  dees  die  der  swelleo  Dar- 
Mellnag  •m  denen  der  Iten,  nnd  die  der  Sien  ani  denen  der  Sten  durch 
^nednüiehe  Tknaifonnation  gewonnen  werden  kOnnen,  die  der  9  ten  ans  denen 
der  Iteo,  also  dnreh  Zweileiinng' der  Acgnmente  kerrorgdien. 
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zeigen  wir,  wie  man  zu  ScblieBsnngBfl&tzen  geUngeo  kaon^die 
mnerhalb  der  Congmonz  der  gemeinsamen  Doppclborüh- 
rungskreise  zweier  confocal  r  Flächen  der  Cykiide&acliaar  gritez 
and  fahren  dies  an  einem  Beispiel  dnrch. 

Im  z^velton  Teile  behaudeln  wir  nun  die  Transformation 
des  Kau  Ines  der  Kuramer'schen  Flach«  in  den  CyklideB- 
rauin,  wcklio  durcli  die  em^ähnte  Berübrungstransformatios 
vermittelt  wird. 

Nachdem  wir  im  ersten  Capitel  zunächst  die  FnodameB- 
talgehildo  in  der  Geometrie  der  Enmmer'schen  Fliehe 
nnd  ihre  Uobertragnng  betrachtet  haben ,  setzen  wir  sodans  die 
einzelne  Knmmer*8che  Flache  in  Beziehnngznr  einzelnen 
Cylclide,  eine  Schaar  Enmmer'scher  FIftchen,  die  sich  längs  einer 
ausgezeichneten  Hanpttangentencarve  8ter  Ordnung  bertthren,  inBe* 
Ziehung  zum  confocalen  Cyklidensystem.  Der  DanteUsog 
der  Kummer^schen  Fläche  durch  die  Parameter  der  Haupt- 
tangentencnrTen  entspricht  die  Darstellung  der  Cyklide  duck 
Krllmmungslinienparameter. 

Um  nun  die  Abbildang  von  Curven  auf  der  Kummer'scbeD 
Fläche  in  solche  auf  der  Cyklide  in  möglichst  allueraeinor 
Weise  zu  behandeln,  betrachten  wir  iuerauf  zunächst  die  Abbil- 
dung  von  Linienflächen,  deren  Erzengende  einem  aasge- 
zeichneten linearen  Complex  angehören ,  und  alsdann  das 
Entsprechen  von  Curven  auf  beiden  Flächen  mit  beson- 
derer BerQcksichtiguttg  der  Singularitäten. 

Das  2te  Capitel  bringt  nun  die  Anwendunfr  der  erhaltenen 
Resultat«';  wir  betrachten  Knnnner'schp  Flärbe  und  Cyklide 
unter  BLTürksichtiguug  der  i>  Functionen.  Den  dreierlei  Fuar- 
tioneu,  den  iineargeonietrischon ,  den  Borchardt'schou ,  den  Wekr- 
schen  entsprechen  3  11  e  i  h  e  n  von  C  u  r  v  e  n  s  y  s  t  c  ni  e  n  anf  der 
Cyklide,  wie  auf  der  Kummer'schen  Fläche;  diese  Conen- 
Systeme  werden  der  üntcrsudiUDg  unterzogen. 

Im  Schlusscapitet  endlich  gehen  wir  noch  etwas  ein  auf  die 
Beziehungen  zwischen  der  Kummer'schen  Flächensebssr 
und  der  Flächen  Schaar  2ten  Grades,  insbesondere  auf  die 
Uebertragung  der  im  3ten  Capitel  des  ersten  Teils  behandsltn 
Schlifl8flung88ätz& 
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I.  Teil. 

I.  CapiteL 

TfiMibniialioii  der  FliohMMOliair  2teii  Oradae  in  du  oonfooalM 

OyklMeatyileiii. 

Wie  schon  in  der  Einleitung  erwähnt,  gab  Herr  Oarbonx  im 
Jahro  I8r  t  in  den  Annalea  de  rßcole  Normale,  Bd.  1,  eine  (1,  2)- 
(leutigo  Transformation  au,  welche  eine  Oberfläche  2ten  GradM  in 
eine  Cyklide,  eine  Flftchonschaar  2t«in  Grades  in  ein  confocalee  Cy- 
Uidenqrsteni  verwandeli 

Ist  nftmiich  irgend  eine  Fnndamentallragel 

gegeben,  so  ordnen  wir  einem  beliebigen  Punkte  ft  die  2  Ponkt- 
kügeln  m  und  m'  zu,  welche  dem  Kugclbüschel  angehören,  das  dnreh 
die  Fandamentalkugel  und  die  Polarcbcnc  des  gegebenen  Punktes  (t 
in  Bezog  aof  die  Kugel  bestimmt  wird.  Neben  diese  Zuordnung  von 
Pankten  nnd  Punktepaaren  stellt  sich  eine  solche  von  Ebenen  nnd 
Ponktepaaren ,  indem  man  jeder  Ebene  das  Pnnktkageipaar  ent* 
sprechen  l&sst ,  das  sich  in  dem  durch  Ebene  nnd  Fnndamentalkogel 
bestimmten  Bfischel  tindet.  Reellen  Ebenen  entsprechen  dann  nur 
reelle  Panktepaare,  wenn  erstere  die  Fandamentalkugel  nicht  schnei- 
den; m  und  m'  sind  also  allein  reell,  wenn  $i  im  Innern  der  Kngel 
liegt.  Es  bildet  sich  auf  diese  Weise  das  Innere  der  Kngel  vermöge 
der  Transformation  auf  den  gesammten  Punktranm  ab. 

Nimmt  man  den  Fundamentalkngelmittelpuukt  zum  Coordinaten- 
anfang  und  nennt  m'p*z'  die  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  Punktes  |»,  80  ist  die  Transformation  analytisch  definirt  dnrch 
die  Formeln: 
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Hierbei  liad  y,  »  die  Goordinaten  des  PanktpaiVM  W,  1« 
der  Badins  der  Fandamentelkogel  ^i). 

Wir  seilen  ohoe  weiteres  aas  den  Formeln: 

Beecbreibt  fi  eine  Ebene,  io  beschreibt  das  Posktepaar  (mm') 
eine  Engel,  die  orthogonal  zu  der  gcgebeaeftist;  gebt  die Ebens 
doreb  den  Kagelmittelpnnkt,  so  wird  ans  ihr  wledemm  eiae 
Ebene;  berfibrt  sie  die  Fnndanientalkagcl,  so  wird  sie  sn  elssr 
Pnnlctkagel,  dem  BerQhmngspnnkt 

Die  Geraden  gehen  mit  Hilfe  der  TraDsformation  in  Kreits 
Uber,  die  senkrecht  anf  der  Fandamentalkagei  stehen. 

Einer  Curve  «ten  Grades  entspricht  im  AUgc meinen  eine  Curre 
vom  Grade  2n,  die  den  Kugelkreis  in  2u  Punkteu  schneidet,  \^v\v^ 
iudcsseu  der  Mittelpunkt  der  Fundainentalkugel  ein  afacher  Punkt 
der  Curve  ist,  so  vermindert  sirli  der  Grad  um  «  und  um  ebonsoriel 
die  Zahl  der  Schnittpunkte  mit  dem  Kugclkreis.  Berührt  die  Curve 
die  Fundament  il  kl  Igel  in  einem  Punkte  a,  so  ist  dieser  Punkt  a  ein 
Doppelpunkt  der  transformirteu  Gurve. 

Im  Speciellen  entspricht  also  einem  Kegelschnitt  eine  spbiiiache 
Cnrve  4ter  Ordamig,  die  den  Kngelkreis  in  4  Punkten  schneidet; 
berührt  der  Kegelschnitt  die  Fondamentalkngei  in  2  Pnnkten,  sc 
serMt  die  Cnrve  4ter  Ordnnng  in  2  sich  in  2  Punkten  scfaneid«ds 
Kreise. 

Einer  Fläche  nter  Ordnung,  welche  im  Mittelpunkt  der 
Fundamentalkugol  einen  ;/f  achcn  Punkt  besitzt,  entspricht  eine 
Fläche  von  dor  Ordnung  (2«—;)).  Berührt  die  urspningli<'he 
FliLclu'  die  FuudamentAlkugel  in  einem  Punkte  so  hat  die  traos* 
formirte  Fläche  in  a  einen  Knotenpunkt 

Den  Kngelkreis  enthUt  die  Fliehe  halb  soviel  mal  zahlend,  sb 
ihre  Ordnung  »  betrftgt"). 

Einer  Oberflttche  2  ten  Grades  entspricht  im  Allgemeinen  eine 
Flftche  4ter  Ordnnng,  die  den  Kagelkräis  als  Doppelcnrre  esthih. 


n)  Gcnftu  licsrlhrn  Transformationsformcln  begegnen  uns  hei  Bcltrami 
Ann.  di  Mal.  2.  Ser.,  Bd.  2.,  1868,  Teoria  fondara.  dc^^li  spaiii  di  curr. 
const.,  Später  bei  Killiüs^,  Bd.  86.  o.  89.  des  Crcllc'scheii  Joarn.  Sie  dicnfB 
daselbst  zur  Tranftioraiution  des  ;:owohnlichen  Raimu  s  in  einen  solchen  nichl- 
euklidischen,  in  welchem  sich  die  Geraden  in  2  l'unktcn  sclineidcn. 

12)  Wenigstens  im  Allgemeinen;  ist  der  MiUelpunkt  /»lAcher  Faokti  M 
zahlt  der  Kagciicrcis  n— pfach. 
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Gebt  die  Oberfläche  2  ten  Grades  durcb  den  Mittelpunkt  der  Fanda- 
Dentalkagel,  so  ist  die  transformirtc  Fläche  nur  von  der  3  ten  Ord- 
DQDg;  es  scheidet  sich  die  unendlich  ferne  Ebene  ab,  der  Kugclkreis 
ist  einfache  Linie  auf  dem  Übrig  blcibendeu  Teil. 

Fl&cben  vierter  Ordnung  aber,  die  den  KageUnreis  als  Boppel- 
cnnre  besitzen,  nennen  wir  nach  dem  Vorgänge  von  Darbonx  and 
Montard  Qykitdon.  Wir  haben  somit  den  Satz  erhalten: 

Oberflächen  2  ter  Ordnung  verwandeln  sich  mit  Hilfe  der  ein- 
..zwoidentigen  Transformation,  wie  sie  durch  die  Formeln  1)  ver- 
„miitelt  wird,  in  Cykliden/' 

Wir  greifen  Jetzt  eine  beliebige  Fläche  2ten  Grades  heraus,  nnd 
beziehen  dteselbo  in  Gemeinschaft  mit  der  Fnndamcntalkngel  auf 
das  ihnen  gemeinsame  Polartetraoder,  dessen  Ebenen  bezeichnet  seien 
durch 

S)  »  0,      —  0,      —  0,  a?«  —  0. 

Alsdann  können  wir  die  Gleichungen  von  Kugel  und  Oberfläche 
2 ten  Grades  in  der  Gestalt  schreiben: 

Beide  Flächen  bestimmen  eine  ganze  Flächeuschaar,  die  der- 
selben Developpabelen  einbescbrieben  ist  und  dargestellt  wird  durch 
die  Gleichung 

wo 

er*  1    »  » 

Die  Ebenen  des  gemeinsamen  Polartetraeders  verwandeln  sich 
vermöge  der  Transformation  1)  in  4  Kugeln,  die  orthogonal  zur 
Fondamcntalkugel  nnd  gegen  einander  sind ;  sie  bilden  mit  der  Fun- 

damentAlkogcl  ein  pentas  j^härischcs  Fun  damentalsystcm; 
die  4  Ecken  des  Polartetraeders  siud  die  4  Ceatreu  der  neu  hinzu** 
kommeudcu  Kugeiu. 

Die  Coordinaton  eines  Punktes  in  Bezug  auf  das  Polartetraeder 
verwMidela  sich  durch  die  Transformation,  wie  sich  sofort  ergiebt 


1$)  Mu  tsigkiche  Darboax,  8w  ans  daise  rssi.  «le.  p.  IS3. 
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in  die  VerhUtnitte  d«r  4  Patensen  des  Pnoktoe  in  Bezog  raf  die  4 
den  Coordinatenebenen  entsprechenden  Kngeln  zo  der  Poteni  in  Be- 
zug anf  die  gegebene  FondamentaUnigel,  jede  Potenz  dividirt  dmck 
don  Badins  der  zngebdrigen  Kogel  des  Fandamentalsystems.  Be- 
zeichnet man  demnach  mit  Si  (»-*],  2,  3^  4)  die  4  Potenzen  ein« 
Punktes  in  Bezug  anf  die  vier  den  Tetraederebenen  entsprechendes 
Kugeln,  mit  die  Potenz  in  Bezug  auf  die  Fundamentalkngcl,  mit 
R{  (i  1,  2,  3,  4)  die  Badien  der  ersteren  4  Kugeln,  ndt  il^i  des 
Badius  der  Fundamentalkugel  und  setzt 

i'"'*'  •  =     ^'  * 

so  erhftlt  man 

6)  ac^  =:  — . 

Mit  Hilfe  dieser  Trausformationsfonncl  nimmt  die  Gleichung  der 
CyklidcDschaar,  welche  der  Flächeaschaar  4)  entspricht,  die  Ge- 
stalt an 


6) 


Diese  Gleichung  stellt  aber  bekanntlich  ein  3 fach  orthogonales 
Cyklideusystcni  dar  (Darboux,  a.  a.  0.  p.  134.).  Durch  jedes  reelle 
Punktepaar  im  Räume  («1*8*3*4)  gehen  3  reelle  Flächen  der  Schaar 
die  sich  rechtwinklig,  also  in  ihren  Krümmungslinieu  schneiden.  Wir 
fassen  dies  Üesultat  in  den  Satz: 

„Die  Flflchenscliaar  zweiten  Grades»  deren  Flächen  derselhen 
„Developpabelen  oinbeschricben  sind ,  verwandelt  sich  durch  die  ge* 
„gebene  Transformation  in  ein  confocales  Gf  klidensystem'S 

Wir  ^'elangen  zu  demselben  confocalen  Cyklideusystem,  wenn  wir 
von  4  anderen  Flächen  2ten  Gradesausgehen,  deren  reciproke 
Flächen  mit  der  rcciprokcn  Fläche  der  durch  3)  dargestellten  cou- 
focai  sind  und  mit  der  letzteren  gemeinschaftlich  von  einer  Gleichung 
f>ten  Grades  abhäugcu '^);  die  ursprünglichen  vier  Flächen  bilden 
also  mit  der  durch  3)  dargestellten  ein  Flächenbüschel  2ten  Grades 
ludern  wir  dergestalt  einer  jeden  derselben  eine  bestimmte  der  i 
ttbrigen  Kugeln  des  Fnndamentalsystems  zuordnen,  erhalten  wir  4 
neue  Flächenschaaren,  and  diese  transfonniren  sich  in  dasselbe 
Cykiidenqrstem. 


14)  Kcciprok  ia  Bezug  auf  je  1  der  Fandameutalkugela. 

15)  J}arbou,  a.     O.  p.  lU. 
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Statt  die  Fiäcbcnschaareu  zu  transfonnircn,  können  wir  natOr- 
lieb  aacb  dio  rcciprokon  Fläcbenimsc hol  in  Betracht  ziehen,  indem 
wir  den  Ebenen  des  Raumes  des  Fiäcbenbttschels  die  Punktopaare 
entsprechoii  lassen. 

Kino  Flücho  aus  ciiiom  der  Büschel  ist  alsdann  der  Ort  der 
Cintreu  der  oc=^  Kugelsi  liaar ,  doreu  KugcJu  die  entsprechende  Cy- 
klide  je  doppelt  berühren  und  sie  dergestalt  erzeugen. 

Neben  diese  eine  Erzeugung  stellen  sich  4  andere  durch  weitere 
4  Kugelscbaaren«  die  Centren  bilden  4  Flftchen  ans  den  4  flbrigen 
Bflsehelo,  die  mit  der  aus  dem  ersten  Bflschel  confocal  sind 

Di»'  nurchsLliniltscurvo  oiiior  Kugo]  niid  oiiier  bo]io!)igcii  Fläche 
2tcr  Orüiiuug  hat  outwodor  koiiie  reellen  Puukte,  oder  besteht  aus 
zwei  paaren  Zttgeu  oder  aus  einem  paaren  Zuge. 

Ist  eine  der  Fnndamentatkngeln  ohne  reelle  Pnnkte,  aber  mit 
reellem  Centrum,  d,  h.  sind  die  Coeffidenten  reell,  so  ist  die  Dnrcfa* 
lebuittscnrve  ohne  reelle  Punkte,  das  Polartetraeder  hat  dann  he» 
kaantlich  4  reelle  Ecken.  Also  haben  die  4  fibrigen  Kugeln  des 
Fondamcntalsystems  reelle  Centren.  Dann  müssen  2  der  5  Kugeln 
conjagirt  sein,  d.  b.  im  Centmm  übereinstimmen  und  Radien  der 
Form  R  resp.  i.R  besitzen.  Es  ist  also  der  Mittelpunkt  der  Aus- 
pogskugcl  ohne  reelle  Puukte  zugleich  der  Mittelpunkt  einer  zweiten 
Kugel  dos  Orthogoualsystcms  mit  reellen  Funkten.  Da  in  diesem 
Falle  3  der  Fbenen  des  Polartetraeders  durch  d  a  Mittelpunkt  der 
Kogel  gehen  ,  so  fällt  die  vierte  Ebene  des  Tetraeders  mit  der  un- 
eudlich  t\  raun  Kbcne  zusammen,  und  weiterhin  wird  das  Funlkugel- 
system  aus  3  orthogonalen  Ebenen  und  2  Kugein  gebildet,  die  ihre 
Mittelpunkte  im  Schiüttpunkto  jener  3  Ebenen  haben,  deren  Radien 
aber  vou  der  Form  Ä,  beziehentlich  i.ll  sind. 

Da  in  diesem  Falle  alle  ö  Polartetraeder  reelle  Ecken  besitzen, 
80  bestehen  die  6  Dnrcbscbnittscurven  der  5  Kugeln  mit  den  5  De- 
Cerenten  entweder  aus  je  2  paaren  Zogen  oder  sind  Cnrven  ohne 
reelle  Punkte.  Diese  5  Curvon  sind  die  Focal cnrven  des  Oy* 
klidensystems,  2  von  ihnen  sind  reell  nnd  bestehen  also  ans  je 
2  paaren  Zflgen,  3  dagegen  haben  keine  reellen  Punkte. 

Das  orthogonale  Fünf  kugelsystem  kann  aber  auch  so  beschaffen 
sein,  dass  3  Kngeln  reelle  i'uukte  besitzen,  2  Kugein  dagrpeii  nur 
imaginäre  Punkte  und  dabei  co^jugirt  imaginäre  Ceutren..  (Die 


IS)  IMefe  FUehm,  die  den  Ort  flkr  die  CSeotren  der  doppelt  bertthnoden 
Xqfsln  Uldea,  neant  Herr  Dsrbooz  «DtfereoMB"« 
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Gleichungen  der  letzteren  haben  alsdann  keine  reellen  Coefficicoten, 
soudcrn  letztere  haben  conjugirt  imaginäro  Werte.). 

Gehen  wir  in  diesem  Falle  Ton  einer  der  reellen  KogeU  ui, 
80  erhalten  wir  ein  Polartetracder  mit  2  reellen  nnd  3  coigvgirt 
imaginären  Ecken.  Die  Dnrchschnittscnrve  mit  der  ents|irecheiidei 
dcferenten  Fläche  heeteht  demnach  hei  allen  3  reellen  Engeln  jedei- 
mal  ans  einem  p  aaren  Zng  mit  redien  Punkten,  es  sind  ilm  3 
Focalen  des  Cyklidensystems  reell  nod  bestehen  ans  einem  paano 
Zng.  In  diesem  Falle  hat  die  Gleichung  der  Fliehenschaar  Sin 
Grades,  hesogen  anf  das  kanonische  System  2),  keine  reellen  Goef- 
fidenten  mehr,  in  der  Gleichang  4)  sind  jetzt  2^  ooi^ngirt  imagioir 
ebenso  wie  die  entsprechenden  2av.  £s  gehen  jetzt  nkht  mehr  dareh 
jeden  Punkt  des  Ranmes  3  reelle  Flächen  der  Schaar,  sondern  lar 
durch  die  im  Innern  der  Engel  gelegenen  Punkte.  Nun  bildet  sid 
aber  das  Innere  der  Engel  auf  den  gesummten  Qyklidenranm  ab;  « 
gehen  also  trotzdem  im  Qyklidenraum  durch  jeden  reellen  Punkt  in 
Räume  3  reelle  Flächen  des  confocaleu  GyklidensTStems  hiodozch. 
Die  pykliden  des  confocaleu  Systems  haben  in  diesem  Falle  aber 
eine  wesentlich  andere  Gestalt  als  in  dem,  wo  nur  eine  der  Engeln 
ohne  reelle  Punkte  war.  Die  Cykliden  sind  in  diesem  Falle  dnreh- 
weg  einteilig,  der  Schnitt  mit  einer  Symmetrioebene  liefert  ein  Cor- 
Tensystom,  wie  es  sich  bei  Herrn  Holzmfiller     geseichnet  findet 

II.  Oapitel. 
Qestattitche  VerhäUni»»e  der  Cykliden. 

§  1.  Haupt/mtnen. 

Betrachten  wir  im  Baum  der  Flächenachaar  2  ten  Grades  die 
Fundamentalkngel,  oder  irgend  eine  andere  Fläche  der  Schaar  ab 
Fundamentalfläche  der  Massbestimmung  so  stellt  die  FUchen- 
Schaar  in  dieser  Massbestimmnng  ein  dreifach  orthognoales  Flkben* 
System  dar.  Durch  jeden  reellen  Pnnkt  gehen  3  reelle  Flächen  der 


17)  «BinlUhnrag  in  die  Theorie  der  itogmieleii  TenveadlsdiAftN'i  Ti£ 
64.  u.  66«  Ifen  retgl.  itneh  Siebeekt  CSr*  Jonni.,  Bd.  ^7«,  p.  SM.,  Bi.  Un 
^  1?3- 

IS)  Ceyley  wer  der  erele  («Sixth  Memdr  Upen  QneBtiee*,  PkiL  Treae» 
eetions  Bd.  149.,  IBSS)  der  n  der  Anlhieinog  gelangte,  das  ^Mass'  nebt 
dem  Gebilde  anheften  xa  leeeee,  sondern  ee  dertustellen  als  Besadung  ae 

einem  «weiten  Gebilde.  Man  vergleiche  anch  Klein:  „Ueber  die  eog^naimte 
Nicbt-Eaklidieche  Geometrie",  Metb.  Aonalen  Bd.  4.,  p.  571.,  Bd.      p.  III. 
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Schaar,  und  diese  schneiden  sich  jeweils  in  den  KramauiDgBliluea  im 
erweiterten  Sinne  des  Wortes. 

Beschränk  OB  wir  uns  Jetzt  ausserdem  auf  den  Fall,  wo  alle 
Polsrtetzaeder  4  reelle  Eelcen  besitzen,  wo  also  nur  eine  Kugel 
ohne  reelle  Ponkte  ist,  aber  reelle  Coefficienten  hat,  und  greifen  dio 
Fl&cbeDScbaar  heraus,  die  za  der  letzteren  Kugel  gehört,  so  besitzt 
diese  Flächenschaar  die  grüssto  Aehnlichkeit  mit  ein  iu  gewöhnlichen 
confocalen  System,  bei  welchem  der  Kugelkrciä  zur  Fku  henschaar 
gehört;  iiamcutüeh  siud  die  liealitätsverhältnisso  voUkommou  über- 
eiiiätiiumeud. 

Nehmen  wir  die  Ansgaogsfificho  2ten  Grades  sadem  so  an,  dass 
ihr  Mittelpankt  mit  dem  der  in  Bede  stehenden  Engel  flberein- 
BÜnmt,  so  besteht  das  Polartetraeder  ans  den  3  sich  recht- 
«inklig  schneidenden  Hanptebenen  im  Verein  mit  der  unend- 
lich fernen  Ebene. 

Setzen  wir  in  4) 

so  erhalten  wir  bekanntlich  Ar 

L      >■  A  >       Zweischalige  Hyperboloide 

X'^Og      Focalhyperbel  in  der  Ebene     «•  0. 

II.   Oj;     A  Einschalige  Hyperboloide 

i  »  og       FocaieUipse  in  der  Ebene     =  0. 

m.  <i,>il>a4  Ellipsoide. 

Der  Verlauf  der  Krümmungslinien  im  projectivcn  Sinne  auf  einer 
Fläche  der  Schaar  ist  in  diesem  Falle  vollständig  analog  wie  im  Fall 
eines  gewöhnlichen  confocalen  Systems;  auch  jetzt giebt  es  auf  jedem 
Ellipsoid  und  jedem  2  schaligen  Hvperboloid  die  bekannten  Singu- 
Isht&tea  in  den  den  Nabelpunkten  dos  gewöhnlichen  confocalen  Sy- 
stems entsprechenden  Punkten,  den  Dorchschnittspunkten  mit  den 
Focalcarven. 

Dicsr  Analogie  hört  aber  auf,  sobald  wir  eine  Flachüiiöchaar 
In  ti  at  litt  ii  mit  einem  l'olartetraeder,  von  dem  2  £ckeu  und  2  Ebenen 
cuujugurt  imaginär  äiud. 

Wir  wollen  zu  gleicher  Zeit  erwähnen,  dase,  wofern  wir  allge- 
neinste  FUtebenschaaren  2ten  Oxades  betrachten  wllidffli,  alio  itatt 
der  tu  Gmnde  gelegten  Kogel  ^e  beliebige  Fliehe  2teii  Grades 
nehmen,  die  beqtrocheae  Transformation  unt  auf  ein  System  von 
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Flachen  4ter  Ordnimg  mit  einer  gemeinsamen  Boppelcnnre  3ta 
Grades  von  allgemeinem  Ciiarakter  fahren  würde.  Die  SaUe  Aber 
Cylclide  and  Cyklidensystem  sind  also  anch  von  hier  ans  einer  so- 
fortigen Erweitemng  anf  Flfichen  4ter  Ordnnng  mit  Doppelkegel- 
schnitt  nnd  Systemen  Ton  solchen  Flfichen  fähig,  (ef.  EinleitoBg 
p.  193.). 

Durch  die  gegebene  Transformation  gehen  die  3  Coordinaten- 
ebcnen  0,      ^  0,  x.^      0,  die  den  Mitt^dpinikt  gerneinschati- 

lich  onthaitcii,  in  sich  über;  wir  wollen  sie,  als  Kugeln  mit  uiieDdlich 
groaseiu  Radius  betrachtet,     =0,  0,  V;-.         Tienueu.    Die  un- 

endlich ferne  Ebene  verwandelt  sieh  in  eine  Kut^el  mit  endlichem 
reellen  Radius  .v^  =0,  dio  ihren  Mittelpunkt  im  Schnittpunkt  jener 
3  £beu6u  besitzt. 

Jede  FUche  der  Flfichenschaar  2ten  Grades  mit  reellen  Pasktea 
geht  durch  die  Transformation  in  eine  CykUde  derselben  ISgensebsft 
Aber.  Wir  geben  zunächst  eine  ttbersichttiche  ZnsammeDstelloog  der 
verschiedenen  Formen: 

I.  Ol  >>  i  ]>  <4  Zweischalige  Cyklideu  (Schalen  aoseinaoder) 

Grenzwerte  k*^      A  »»  Oi 
Grenzflächen     »  0  s^=0 
lu     =  0  liegt  eiuo  reelle  Focaieurve. 

IL  <ia  >  A  >      Ringförmige  Cykliden 

Grenzwerte  A  :=  1 

Grenzflächen  .<a  =-=0  «3=0 

In  beiden  Greuzdächen  reelle  Focalcarfeu. 

in.  a^'^l'^a^  Zweischalige  Cykliden  (Schalen  ineinaoder) 

Grenzwerte  k  ~       k  ~ 
Grenzflächen  »3  =  0  *4  =■  0 
In  «3  —  0  eine  reelle  jB'ocalcnrre. 

IV.    "4  I>  A  ^  a,    Cykliden  olinc  reelle  Punkte. 

Die  Greuzfläclieu  werden  von  den  Focalcurvcn  begrenzt,  vou 
denen  also  2,  auf    »  0  und  «9  =  0  gelogen,  reell  sind. 

L  Zweiteilige  Cykliden  mit  auseinander  iigeoden 

Schalen. 

%  >  A  >  flj. 

Diese  Cykliden  beginnen  mit  der  doppelt  überdecktea  Kbcue 
«I  —  0  uud  hören  auf  mit  dem  von  der  iu         0  verlaufeudeo 
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lennuskatisehen  Focalcnm  begrenzten  ianeren  Teile  von  ««  =  0. 
Dacwiseben  legen  sieh  die  ttbrigen  Flftchen,  immer  eine  von  der 
ib^Dden  umscUoBBea.  (Siehe  Fig.  1.). 

II.  Bingförmige  Cyicllden. 

Diete  Cykliden  beginnen  mit  dem  doppelt  aberdeckten,  von  der 
genannten  Focaleurve  begrenzton  äussern  Teile  von  0  nnd 
eodigcD  für  i  -»  mit  dem  doppelt  aberdeckten,  von  der  Focftlcurve 
daselbst  begrenzten  innem  Teile  von  «3  «  0.  (Siehe  Fig.  1.).  Die 
Gestalten  der  zwischen  liegenden  (^ylcliden  kann  man  sich,  von  der  zu- 
letzt genannten  Grenzfläche  aasgehend  vorstellen,  indem  man  letztere 
Bch  immer  mehr  aufblähen  lässt,  doch  so,  dass  2  Einschafirnngen 
in  ft  —  0  sich  einstellen.  Hier  wächst  der  verticale  Symmetrie- 
aebnitt  langsam  bis  zur  lemniskatischen  Focaleurve  als  oberen  Grenze. 

III.  Zweiteilige  Cykliden  mit  ineinander  liegenden 

Schalen. 

«s  >  1  >  O4. 

Diese  Cykliden  beginnen  mit  dorn  nicht  scliraftirtcu  doppelt  üljor- 
deckten  Teile  von  ^3  0  (siehe  Fig.  2.)  und  gehen  alsdann  über  m 
Flächen,  deren  eine  Schale  die  andere  umscbiiesst.  Die  Rchalea 
nähern  sich,  je  mehr  X  abnimmt,  immer  mehr  und  mehr  und  fallen 
für  A  —  «4  zusammen ,  indem  sie  alsdann  die  Kugel  14  =  0  in  ihrer 
Tüllen  Ausdehnung  doppelt  überdecken',  natürlich  mnss  dann  die 
Focaleurve  auf  dieser  Grenzfläche  ohne  reelle  Punkte  sein. 

§  2.  Krümmungslimen, 

Die  Krüramungsliuieu  (im  projectivcn  Sinne)  der  Fiächonschaar 
2ten  Grades  verwandeln  sich  durch  unsere  Transformation  in  die 
Krüinmungslinien  der  Cykliden  des  confocaieu  Systems  im  gewühu- 
lichen  Sinuc  des  Wortes,  da  ja  das  Cyklidensystem  ein  dreifach  ortho- 
gonales Flüchensytcm  ist.  Auf  jeder  Cyklide  der  Schaar  werden  die 
Krüuiri  Mn'jsliüien  vod  Cykliden  ausgeschnitten,  tlie  den  beiden  noch 
Übrigen  iiauptartcn  mit  reellen  Punkten  angehören.  Durch  jeden 
Punkt  der  herans-rgriiienen  Cyklide  gehen  infolgedesso!!  2  Krüm- 
maagslinien,  die  auf  einander  senkrecht  stehen.  Sie  sind  im  Allge- 
meinen von  der  8ten  Ordnung;  nur  die  5  Schnitte  mit  den  Kugeln 
des  Fundameutalsystems  ergeben  Curven  4ter  Orduung  (vom  Ge- 
schlecht 1);  auf  den  ringförmigen  Cykliden  sind  4  dieser  Curven 
reell,  «nf  den  übrigen  Cykliden  nur  3.    2  Krümmungslinien  8ter 
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Ordomig  Bcfaneiden  sieb  in  16  PankleD.  —  Diese  sind  sürnntM 
reell,  wenn  die  ErQinmuQgsUmen  von  venehledeaer  Art  tind,  dagega 
flftmmtlich  imagiiiftr  bei  Krtmmqiigaliaieii  denellMa  Art 

Die  gcstalüichen  Verhältnisse  dieser  Curven  verauschaulichen  am 
besten  die  Figuren  (siehe  Fig.  2.,  3.,  4.;  die  ringförmige  Cyldide, 
Fig.  3.,  ist  sciieuiatiscb  aU  King  gezeichnet) 


$  3.   OßodöiUdte  IMm. 

Bei  der  eingeführten  projectiveu  Massbestimmuug  im  Raum  der 
Flächenschar  2ten  Grades  bleiben  die  Geraden  natürlich  geodä- 
tische Linien;  dM  Linieoelement  derselben  wollen  wir  mit  d€  b»> 
zeichuen. 

Durch  die  in  Bede  stehende  Transformation  nnn ,  welche  die  Ge- 
raden in  Orthogonalkreise  zur  Fundamentalkttgel  überführt,  trans- 
formirt  sich  das  Linienelement  do  in 


wü  das  Linienelement  in  gewöhnlicher  Massbestimmung  nnd  <S  die 
Potenz  des  in  Betracht  gezogenen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Fuuüä- 
mi'utalkugel  bedeutet;  dieses  r/Z  ist  das  Linienelement  eines  Ortho - 
gonalkreises  zur  FuudameatalkugeP^). 

Die  proJeeläTe  MMsbestimmiiBg  des  ersten  Baumes,  die  sieh  hd 
Collineattonen  redndrt,  wird  damit  abergelohrt  in  eine  Massbestiii* 
mnng,  die  sich  einer  l^sformation  durch  reciproke  Badiea  ge^^ 
Aber  covariant  verhalt  —  bei  letsterer  gehen  Ja  Kugeln  wiedefsm 
in  Kngeln,  Kreise  in  Kreiee,  Kngelenvelopp«!  in  KngeleavdenpsB 
ttber.  In  dieser  IfaasbestimmaDg  werden  alsdann  die  geod&tisdws 
Linien  durch  Jene  Orthogonalkretse  vertreten.  Diese  Hassbestiai* 
mnng  wollen  wir  eine  a nal lag m atisehe  nennen^). 


19)  cf.  Darboux,  a.  n    O.  p.  2S1.,  p.  217. 

20)  Die  Geometrie  in  ditser  Mflssbf Stimmung  ist  unubhingig  von  D*r« 
boux  betrachtet  worden  von  Beltrami:  Teoriu  fonanm.  dcgli  spxrii  di  cur- 
vntara  const.  Ann.  d.  Mat.  2.  S.  2.  B.  und  im  Anschlnss  darau  von  Kil' 
ling:  „Ucber  2  R  iuiniormcn  mit  const  pos.  Krümmg.**  Bd.  86.  des  Cr,  J. 
Wir  wolUii  nucli  crw&hDcn,  dass  in  ncucbter  Zeit  nameuiliijh  Herr  Poiacai^  ia 
seinen  rublicutioncn  in  den  Acta  Math,  von  der  gedachten  Maubestiamnuv 
•mged^atfln  Q«bnuidi  midit,  wraa  Meh  ramefaa  tai  B»«»  voo  S  Dfati* 
•ionfln  and  aiit  der  Uodiftcstioa,  daw  bei  ihm  dw  FbndaeMotalkRit  die  ii* 
der  reellea  Zahlen  Ist 
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^ntqffechend  dem  Fandamentalsatz  der  projectiTen  MassbeBtim- 
„tnuDg  ist  ftlsdaan  die  Entferonng  2er  Punkte  definSrt  äl8  der  Loga- 
^tfamas  dea  BoppelTerhältoisscs  der  gegebenen  2  Punkte  mit  den 
MScbnittpankten  des  hindurchgclegten  Orthogoualkreises  mit  der 
„Ftandamentalkugel.** 

Fixiren  wir  in  der  vorgeführten  Weise  die  Massbestimmungen 
in  uujjcni  beiden  Räumen,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

„Geodätische  Linien  verwandeln  sich  durch  die  Darboax'sche 
«Trausformation  wiederum  in  geodätische  Linien.^^ 

Sind  uns  2  confocate  FlAchon  2ten  Grades  gegeben,  so  wissen 
wir,  dass  die  gemeinsamen  Tangenten  an  die  beiden  Fl&chen  geo- 
dätische Linien  anf  den  Flächen  umbflllen.  Ben  gemeinsamen  Tan- 
Bsnten  an  die  confoealen  Flftchen  2ten  Grades  (confocal  im  pr&jcctiven 
Sinne)  entapreehen  Je  2  fach  berührende  Kreise  an  die  entsprechenden 
2  confoealen  Cykliden;  diese  umhttUen  also  in  derdefinirten  anallag- 
matischen  Hassbestimmang  ebenfalls  goodJltische  Linien  anf  den  Cy- 


Ois  AM'sohe  Tbaorem  fSr  Qberill  endliche  Integrale  und  seine  Bedeutung 


Greift  man  ans  der  Schaar  der  Flächen  2ten  Grades  ein  Ellip« 
seid  X  —  Xq  und  ein  einschaliges  Hyperboloid  fio  heraus ,  (wir 
beschränken  uns  hierbei  auf  den  in  Cap.  II.  §  1.  zuerst  angeführten 
HauptfaU,  für  welchen  die  Realitäts Verhältnisse  dieselben  sind  wie 
beim  gewöhnlichen  confoealen  System)  und  beschrankt  man  die 
Tariahilit&t  der  3  elliptischen  Parameter  j»,  X  eines  Banm- 
pnnktea  dergestalt,  dass 

1)  ^>i>  «4 

ist,  d.  h.  zieht  man  diejenigen  reellen  Punkte  allein  in  Betracht,  von 
welchen  aus  sich  4  reelle  Tangenten  an  die  beiden  Flächen  Xq  und  ft^ 
legen  lassen,  so  zeigt  Herr  Staude  in  der  bereits  genannten  Habili- 
tationsschrift p.  22,  dass  die  Cougruenz  4tor  Ordnung  und  Classc  der 
yemeinsamen  reellen  Tangenten  der  beiden  Flächen  Ao  und  dar- 
gestellt wird  durch  das  simultane  System  von  Diifercutialgleichuugcu: 


kliden. 


III.  Capitel. 


\ 


0 


wo 


AMh.  «M  Ibkik.  «.  Fbj«.  a.  TMkM,  TM  TL 
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1A  -  y(a,-i)(a,-A)(a3-i)(Ao-A)(X-a,)(Ho-i) 
M  -  y(a,  -  ii)  (flj  -  fiTTi^  -  a,)  (^x  -  a  J  (ft  -      (fio  - 
JV^  -  y («1  -  V)  (V  -  o,)  (»  -  ni)  (V  -  «J  (i'  ^  W  (»  -  ft) 


„Die  Gleicbangeii  2)  sind  ab«r  nichts  anderes  als  das  Abd*«^ 
„Theorem  ftr  die  Uberall  endlichen  Integrale  vom  Geschlecht;»  —  2" 

Die  FortschreitungsrichtUBg  von  einem  Panktc  P  «=•  A,  fi,  r  a 
einem  Nachbarponkte  A-j-^'A,  |ü-|-r/u,  giobt  also  die  Biebing 

einer  gemeinsamen  Tangente  T  an  die  Flächen  Aq  and  fiQ,  wenn  dit' 
Differentiale  dl^  d^^  dv  den  Gleichungen  2)  gcnflgen  mit  einer  der 
4  Tcrscbiedenen  Combinationen  in  den  Yoneichen  der  YerblltiiiK 
der  Quadratwurzeln      M,  N, 

In  diesem  Sinne  gehört  jedem  durcii  seine  Endpunkte  i,  p,  f 
nnd  k-{-dkj  fü'-\-d^^  v-\-dv  charakterisirten  Linicnclcmente  eiacr 
solchen  Tangente  T  eine  bestimmte  Combination  in  den  Voneichen 
der  Vorlu'Utnisso  der  Quadratwurzeln  M,  N  zu.  Mau  kann  abtf 
darüber  hinaus  dem  Elemente  der  Tangente  eine  bestimmte  Combi- 
nation der  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  A^  M,  N  selbst  znordneii, 
wenn  man  über  das  Vorzeichen  einer  der  letzteren  eine  besUnuute 
Festsetzung  macht. 

Lftsst  man  den  Anfangspunkt  P «  A,  fi,  v  des  Elemente  Iftagi 
der  betreffenden  Tangente  7'  stetig  fortlaufen,  so  werden  sich  die 
den  successiven  Elementen  zugehörigen  Wurzclfunctionen  A,  M,  ^ 
stetig  ändern  und  ihre  Vorzeichen  heibehalteu,  so  lauge  keinei  der 
Diilcrontiale  ^/A,  </fi,  dv  sein  Vorzeichen  wechselt.  Es  liegen  aber 
auf  jeder  Taugento  G  Punkte,  m  denen  ein  derartiger  Zeichenwechsel 
statüiiidet,  nämlich  die  beiden  Berühi ung^juiiikto  der  Tangente  mit 
den  Fliicheu  Ay  und  und  die  4  Schuittjmnkte  mit  den  Ebt  iion  .ü- 
Coordinateutetraeders,  auf  welches  die  Gleichung  der  Fiächeasch4»r 
bezogen  ist.  Dieso  6  Punkte  sind  durch  die  Werte 

je  einer  der  elliptischen  Coordinaten  cbarakterisül,  und  ea  bttdes 
Wertepaare 


nach  den  Ungleichungen  1)  zugleich  dio  Grenzoo,  innerhalb  deres  die 
elli}itischcn  Coordinaten  A,  fi,  v  eines  Panittes  einer  reellen Tiligiiti 
der  beiden  FlAchen  A^  und  ^  sich  bewegen. 


und 


sftmmtlich  dasselbe  Yorzoichen  besitzen. 
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nWenn  also  der  An^Eingspunkt  P'^  i,  fi,  v  des  ElementeB 
nder  Tangente  T  die  ganze  im  UnendlicbeD  gescblosscn'gedaehto  Tan- 
^gento  dnrchlänft,  so  wechselt  jede  der  zngehörigcn  Wurzelfanctionen 
„y/,       N  zweimal  das  Vorzeichen." 

Nun  nimmt  aach  jc  le  der  Variabein  v  längs  der  Tangente 
jeden  ddr  ihr  durch  die  Ungleichungen  1)  zugewiesenen  Wert  jo 
zweimal  an;  es  untersclieidon  sich  aber  zwei  Stellen,  in  denen  die 
¥ariabclo  den  nftmlicben  Wert  bat,  dnrcb  das  Vorzeichen  der  znge- 
Irilngen  Quadratwurzel  resp.  ^,  M  oder  N.  Jeder  Punkt  liegt  nun 
tQf  4  solchen  Tangenten,  die  dnrcb  ibn  hindurch  gehen,  es  gtbören 
ihm  also  4  durch  ihre  Vorzeichen  allein  Terscbiodene  Systeme  yt,  iV 
ZI ;  dner  der  Wnrzelfnnctionen  (Herr  Stande  wählt  N  dazu)  künnon 
vir  ein  bestimmtes  fOr  alle  4  Tangenten  gleiches  Vorzeichen  zuer- 
teileo;  dann  haben  die  4  zu  einem  Punkt  gehörigen  Tripel  A,M^N 
die  Vorzeichen: 

++«;  — h*;  H — «i  «• 

Bei  Herrn  Staude  ist  «  «=-  -j-  oder  =  je  nachdem  a^j.afj  po- 
sitiv oder  negativ  ausfällL 

§  2.    Die  Conffruenz  tler  IloppelberüJirungskr^e 
nceier  confocaUr  Cykliden. 

Um  die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  auf  den  Cjklidenraum 
zu  abertragen,  wollen  wir  tunfichst  bemerken,  dass,  wie  im  Raum  der 
Flächenscbaar  jeder  Punkt  dnrcb  die  Parameter  A,  fi,  v  der  3  dnrcb 
ihn  bindnrcblaufenden  reellen  Flächen  2ter  Ordnung  der  Schaar  be* 
stimmt  wird,  im  Cyklidenraom  jedes  Punktpaar,  das  coujugirt  ist  in 
Bezug  auf  »  0  (d.  b.  nur  im  Vorzeichen  der  Coordinate  ver- 
schieden ist'>)  bestimmt  ist  durch  die  3  Parameter  JL,  fi,  v  der  durch 
dasselbe  bindurchlaufenden  3  Cykliden  mit  reeUeh  Punkten,  und  zwar 
bestimmt  auch  hier  ein  Werttripel  X^v  8  solche  Pnnktpaare. 

Offenbar  stellen  die  Gleichungen  2)  jetzt  die  Differential- 
gleichungcu  der  jede  von  2  Flächen  des  Systems  dop- 
pelt berührenden  Kreise  dar,  und  zwar  sind  diese  Flä- 
chen eine  Cyklide  vom  Typus  3  (2schalig,  Schalen  in 
einander)  und  eine  vom  Typus  2  (ringförmig). 

Beschränken  wir  auch  jetzt  die  Variabilität  der  Parameter  durcli 
die  Ungleichuugen  1),  so  gehen  wieder  durch  jedes  Punkt p  i  ir  dea 
durch  1)  beschränkten  Raumes  4  reelle  Kreise,  die  jede  der  gego- 


Sl)  Sin  solche*  Fonktpasr  liegt  natOrlich  faarmoniteh  m  den  Seboittpmikton 
•ciaer  Verbindnagslioie  mit  der  FandameDtalkngol     ss  0. 
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I 

bcneti  Flftchen  and  fiQ  in  zwei  in  Bezug  auf  »  0  conjogirten  \ 
Punkten  berühren.  ' 

OenOgen  also  die  Differentiale  ! 

dA,  d^,  dv 

i 

den  Gleichungen  2),  so  geben  nns  die  Fortsclureitangsrieiitaiig«!  m 
einem  Ponktpaare  (P/^)  =s  (A,  f»,  v)  za  einem  Nacbbarpooktpun  ' 

(k'\-dl^  iik-\-da^  V'\^v)  die  Riclitnngen  der  gemeinsamen  Doppel-  ; 
berdhrnngslcreifle  an  die  Flftchen     nnd  |io  in  dem  in  Betracht  | 
zogcnen  Pnnktpaare;  die  4  Bichtnngen,  die  von  je  einem  Poolcto  da 
Paares  aaslanfen,  sind  nntereinander  unterschieden  durch  die  Yo^ 
zeichen  der  Verhältnisse  der  Wurzelfanctionen  ^  M,  N.  Jeder  der  . 
4  Riditungeu,  die  von  dem  betrachteten  Pnnktpaare  (PP')  aosltufen,  ! 
gehört  eine  hestimmte  Combination  der  Vorzeichen  zu.  Giebt  nuui 
wiederum      ein  festes  Vorzeichen  ^^^^  "  — ->  jen*chdoi  • 

*, .     positiv  oder  negativ  ist),  so  sind  die  4  Richtungen  der  dordi 
das  Puuktpaar  {PP')  liindurchlaufoiideu  Kreise  der  betraclilclcü  Con-  . 
grueuz  iudividualisirt  durcli  die  Vorzuiciieucombinationen 

++«?  — l-«t  H —  «• 

Das  erste  Vorzeichen  in  jedem  Tripel  bezieht  8>ch  auf  ^  das  . 
zweite  auf  M. 

Betrachten  wir  jetzt  einen  einzelnen  der  4  Kreise,  die  dureb  du 
Punictepaar  {PP')  -»  (A,  f«,  v)  gehen. 

Wir  lassen  wiederum  das  Pnnktpaar  (PP')  längs  des  gtozes 
DoppelbcrQhrungsIcreiBCS  stetig  fortlaufen;  es  werden  sich  daoi  die 
den  successiven  Elementen  zugehörigen  Wnrzelfnnctioaen  yl,  JU, 
stetig  andern  nnd  ihre  Vorzeichen  nur  wechseln  mit  resp.  «fm^ir 
zusammen.  Ein  Zeichenwechsel  dieser  Grossen  findet  aber  laf  be> 
sagtem  Kreise  allein  in  6  Punktepaaren  statt,  (jedes  Pnnktepasr  ist 
Gonjugirt  in  Bezug  auf  die  Fundamentalkngel  0). 

Diese  6  Puuktcpanro  sind  cbaroktensirt  durch  die  Werte  je  ein^ 
der  cyklidischeu  Coordiuaten 

WO  wiederum  die  Wertepaare  ' 

die  Grenzen  bilden,  innerhalb  deren  die  cyklidischen  Coofdisaln 
resp.  i,     V  eines  Pnnktepaares  eines  redien  Doppelberftfannii*  '\ 
kreises  der  beiden  FUcheu     und  ^  dch  bewogen. 


Digitized  by  Google 


Wir  haben  demnach  den  Sets: 

tfWenn  ein  Punktpaar  (PP^)  =  (A,  iiy  v),  das  conjugii-t  ist  in 
„Bezog  aof  sq  >=>  0,  einen  DoppcIbcrQhrungskreis  dergestalt  durchläuft, 
„dass  jeder  Punkt  des  Paares  einen  Halbkreis beschreibt,  indem 
„P  bis  F,  P^  in  derselben  Richturg  bis  P  geht,  so  wechselt  jede  der 
nngehörigon  Wnrzelfnnctionea  Af,  N  aaf  jedem  Halbkreis  zwei- 
wonl  das  Yersnchea/^ 

Wir  brauilion  darum  immer  i)ur  den  einen  Halbkreis  in  Betracht 
za  ziehen;  auf  dem  andern  haben  wir  unreine  genaue  Wiederholung 
dosscn,  was  au t  dem  crsteien  geschieht;  jeder  Punkt  des  ersten  Halb- 
kreises hat  seineu  Gegcupuukt  auf  dem  2teu  Halbkreis,  den  4ten 
barmoniscben  zu  deni  gegebenen  und  den  beiden  Seliuittpuuktcn  des 
Kreises  mit  der  FuaUaincutalkugeL  Da  nun  liieso  Schnittpunkte  in 
dem  vorgeführten  Falle  (cf.  Cap.  H.  §  1.  p.  205)  conjugir'  imaginär 
aasfallcn,  so  ist  auch  die  Art  und  Weise  der  Aufeinanderfolge  dor 
eiazeloeu  Punkte  auf  beiden  Ualbkroiscn  genau  dieselbe. 

Die  4  Doppelberflhruagslcreise,  die  durch  das  Pnnktepaar  (PF') 
oder  (ifiy)  hindorcblaofen,  lassen  sich  zn  3mal  2  Paaren  gmppiren. 

Nun  gehen  aber  dureh  das  Punktei)aar  A,  -ti,  v  auch  3  Kreise, 
die  Nor  mal  kr  eise  A;,  A'^,  /f,.,  welche  Doppelberührungskreise  an 
2  der  Fhlchen  A,  v  «ind,  während  sie  auf  der  3teu  noch  übrigen 
senkrecht  stehen,  Kx  z.  H.  berührt  ilie  Flächen  und  v  je  2fach  und 
^'toht  ausser  auf  «»  ü  auch  aof  der  Cykiide  k  senkrecht  im  Paukte- 
paare  i,  f»,  v. 

Im  Anscbluss  an  die  Resultate,  die  Herr  Stande  p.  7.  seiner 
Habilitationsschrift  erhält,  linden  wir  sodann,  dass  zu  jedem  der  3 
Xormalkreise  eine  Gruppirung  der  4  durch  das  Punktpaar  gehenden 
Doppelberührungskreise  zu  je  2  Paaren  gehört.  Jedes  Paar  bildet 
mit  dem  Normalkreis  eine  Normalkugel,  sodass  zu  jedem  Normalkreis 
2  Nurmalkugeln  gehören,  und  wir  im  Ganzen  0  Normalkugelu  be- 
kommen, die  sich  zu  3  Paaren  ordnen,  iu  Dczug  iiieiaui  gilt  nun 
der  Satz: 

4  Doppelberflhmogskreise  an  die  Flädien  lo  nnd  fio  durch 
udas  PankliMuar  (Pf^)  oder  (X^v)  ordnen  sich  in  Bezog  anf  jeden  der 
„3  Normalkreise  des  Pnnktpaars  in  2  Paare  nnd  zwar  dergestalt, 
„dais  bei  Jeder  der  3  Anordnungen  der  bevorzugte  Normalkreis  den 
„Winkel  eines  jeden  Paares  anf  der  zugehörigen  Nonnalkugel  halbirt** 


38)  Die  BaeicbmiQg  »Hslbkreis**  besieht  deb  auf  die  eingeführte  «nelUg- 
iMtiMh«  MMibeitiniiiQiig. 
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Zwei  in  Bezog  auf  einen  der  Normalkreise  Kxy  Ä^u,  AV  conjudrK* 
Doi)pi'll»erüliruugskreisü  unterscheiden  sich  bezüglich  in»  Vürzcichen 
von  oder  von  ^f,  oder  von  yl  und  M  zugleich,  da  wir  das  Vor- 
zeichen von  N  festgeseut  haben. 

BeKeichnen  wir  dio  znm  Panktepaar  (PF*)  gehörigen  4  Doppd- 
lierafaningskrelse  darch  die  zogehGrigen  churakteristischea  TondclMi' 
combinationen  von  M,  N,  (cf.  p.  212.)  und  nennen  die  3  Norotl- 
Inigelpaare  8x^8?. Su  ^S^.-,  Sr  ^  Sy     so  erhalten  wir  die  Tabelle: 

coiuugirt  in  Bezug  (  +  +  f  1 . -u     «  H  f  « 

^^^^  j  ++.  j  ^^.^^^  j  ^_ 

§  3.    Das  AddUiomUieortm  und  teijie  geometrische  BedeutiMg. 

Die  Differentialgleicbnagen  der  Congmenz  der  Doppelberfthnogc- 
kreise  (cf.  p.  209.)  sind  in  der  gemeinsamen  Form  enthalten : 

4)   «L^''  +  L_-i.o  *-l.2 

Diese  DiffercntialßleichuiiLv  n  wuileu  wir  längs  eines  Doppel- 
bcrührungskroiscs  voin  l'uiikii>aar  (PJP')  oder  (Xui)  bis  za  dem 
Punktepaar  (/o^o')i  welchem  die  Fläche  Ag  berührt  wird,  integrireii. 
Das  Resultat  der  Integration 

v'N'  ii'M'  Äo,0 

vN  ILM  lA 

gicbt  2  Relationen  zwischen  den  cyklidischen  Coordinaten  v,  ^i,  i  oad 
v>'  der  Punktepaare  {PP')  und  (Po^o')-  Die  Integration  ist  ftr 
alle  3  Integrale  in  der  Weise  auszuführen,  dass  für  jedes  Panktpair 
des  betrelfouden  Kreises  die  demselben  als  einem  Punktopaar  dieses 
Tangentialkreises  zugehörigen  Wurzelfunctiunen  NMA  einsclüiesslicli 
ihrer  Vurzeicbeu  iü  iiechnung  gezogen  werden. 

Zweien  der  Anfangselementenpaare  der  4  gemeinsamen  Doppel- 
herOhmngskreise  kommt  ein  positives,  zweien  ein  negatives  Yorseicliea 

von  A  zn.  Längs  PPq,  resp.  PP^*  wechselt  das  Vorzeichen  von  A 

nicht  ;  ob  die  Vorzeichen  von  iV  und  N  und  die  von  3/'  und  Jf 
einander  übereinstimmen  oder  nicht,  das  hängt  davon  ab,  ob 
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Bogen  PPq—  und  natürlich  auch  die  Ebenen  v  =  o,,  v  — 

and  fi  =  a,  durchsetzt,  resp.  dio  Fläche  /*  =>  f»o  berührt. 

Löst  man  die  gefQDdenen  Relationen  6)  zwischen  X^v  nnd  f>W 
in  der  folgenden  Weise  anf : 

v'A"  y^M*  vN 

Ol  a, 

80  erhält  man  das  Bosultat: 

„Zwiiehen  den  i^klidisohen  Coordinaten  vV'  cles  Berttbrnngs- 
ttpDDktpaars  (Pq^oO  ^in^i*  ^^^i*  ▼ici'  ^0°^  Panktpi^  (PP')  an  die 
t,bdden  Fliehen  Xq  and     laufenden  gemeinsamen  Doppelberührungs- 
,.krei80  mit  der  Fläche  Xq  einerseits  und  den  cyklidischon  Coordinaten 
f<  V  des  Punktepaares  {PP')  andererseits  bestehen  dio  Relationen : 


7) 


v,N        u,lt        l,A  v',11'  ji\it 

^  H  h  H  H 

tff  03  ^0  €lf  «5 


?,wo  A',  3f,  v/  die  dem  Punktepaare  {PP')  und  die  dem 

»Ponktepaare  Als  Punkten  des  betrachteten  Kreises  zogehörigen 
HiQsammengefletsten  Wnrzelfanctionen  bedenten/* 

Dieser  Satz  riitlialt:  dir  ,l:  c u in c  t r  i s ch e  Leuluiig  Jus  ein- 
fachen Atl(.liLions[)ro  1)1  eins,  welches  verlangt,  bei  gcgebcucu 
ober«  II  Grenzen  f,  f4,  Ä  und  gegebenen  Vorzeichen  vou  ^Y,  A  dio 
obercü  Grenzen  v\  fi'  und  die  Vorzeichen  von  N\  M'  so  zu  bestim- 
men, dass  von  Periodenmultipla  abgesehen  dio  beiden  Kelatioueu  7) 
bestehen. 

Die  geometiische  LOsnng  des  Problems  ist  demnach  die  folgende: 

Man  fixirt  auf  der  Flüche  A  eines  der  Punktepaare  vfi.  für  wel- 
ches die  znjiehöngc  Wurzclfunction  N  das  g*  go^iiic  Vorzcitlieu  be- 
sitzt» und  wählt  unter  den  4  durch  dieses  Puoktpaar  {PI")  gehenden 
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gemeinsaroon  Tangentialkreisen  der  Flächen  und  denjenigen 
aas,  dem  im  Punktepaar  f/7*')  die  gegebenen  Vorzeichen  ?od  JCstd 
ji  znkoromeo.  Die  cyklidiscbon  Coordinaten  des  Berühnmgspgnkt- 
paars  (v'fi')  mit  der  Fl&cbe  Xq  sind  die  gesoebtcn  oberen  Grenzen 
und  die  dem  Pnnktpaare  als  einem  Pankipaare  des  in  Bede  itdieo- 
den  Kreises  znkommenden  znsammengesetzten  WarzelfonclioiieD  if 
nnd  M'  sind  die  gesachten  Wnrzelwerte  ^  and  M\ 

I  4.   SekKugungatäige  mtutrhätb  der  Cov^rwm»  der  gemeintamtm 
DoppeWerükrvu^shreiae  »weier  eaitfoealer  FlächeiL 

iüroispolygone,  welche  den  flüclien  Kq  und  f%  umschrieben  aiMi  | 
einer  Fl&cbe  A  gleichzeitig  einbeschrieben  sind.  | 

Neben  den  Flächen  Xq  und  f*,,  sei  eine  dritte  Fläche  A  <  I 

gegeben,  welche  also  von  Xq  umschlossen  wird.    Ks  sollen  Krebpoly-  | 

gone  betrachtet,  werden,  welche  den  büidcii  Flücheu  X^^  und      um-  | 

scbriebeu  und  dt^r  l  iucbe  X  eiubeschricben  sind.  ^ 

Den  ersten  Eckpnnkt  P<^)  nnd  mit  ihm  seinen  Gegeopnnkt  P^^  \ 
kann  man  auf  A  beliebig  wählen.  Von  den  4  dnrch  sie  hindsrch-  ^ 
gehenden  Doppelberflbrnngskreisen  wählt  man  einen  als  Aa&agsieite 
Si^)  des  Polygons ;  zngloich  geht  von        ans,  anf  demsdhen  KniR 
liegend,  die  Seite  Sf^y  ans  nnd  bildet  mit  den  folgenden  Kreisstflckes  > 
ein  2tes  Polygon.   S(^)  schneidet,  nachdem  die  Fläche  A«  bertkit 
worden  Ist,  die  Fläche  znm  2ten  Male;  der  Schnittpnnkt  ist  der 
zweite  Eckpnnkt  P<i)  des  Polygons.  Ebenso  erhalten  wir  als  Esd* 
pnnkt  von  S^^^  einen  2ten  Eckpnukt  PO)'  des  coigagirten  Polygons.  Dü 
2te  Seitenpaar  (Sf^^iSf'^')  wählen  wir  anter  den  3  gemeinsamen  Krei- 
sen, die  neben  (5(1)^8(1^)  noch  durch  (PtDpa)')  hindurchgehen,  lo 
aus,  dass  S^^  conjugirt  zn  8^^\  S^^*  conjugirt  za  iSCi)'  in  Bezog  iif 
A  ist  (cf.  p.  21S.). 

Bei  dieser  Festsetzung,  die  auch  für  die  folgenden  Polygoaseitea 
Geltung  behalten  soll,  ist  die  Constrnction  des  Polygons  eii- 
dentig  bestimmt,  nachdem  Anfangspunkt  nnd  Aofangsseite 
gegeben  sind.  Die  beiden  entstehenden  Polygone  —  wir  erhalten  ja 
ein  conjugirtcs  Polygon,  dessen  Seiten  und  Ecken  durch  Aooeate 
markirt  sind  —  sind  durch  die  Kngel  «4  =  0  von  einander  getreant 
Wir  verfolgen  ja  immer  dio  Ricbtnng  anf  den  Kreisen  von  A  bis 
durchsetzen  aber  nie  die  Fläche  A  -=  04.  Es  kann  also  keine  Ver- 
einigung der  beiden  Polygone  zu  einem  stattfinden. 

Es  handelt  sidi  nun  gegenwärtig  um  die  Frage,  ob  die  bei  Jer 
Polygonconstructiou  gegebenen  Elemente,  nämlich  die  Paranritor 
A^,  fio,  A  der  vorgelegten   lachen,  sowie  Anfangspnnkt  oud  A&isD|f* 
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Mite  der  Polygoneonstrnction  so  gew&hlt  werden  können,  dass  die 
GoistroctioB  nit  I  Sdten  sich  aehliestt,  d.  h.  die  Seite  8ff^  wieder  in 
die  Anfkngaeeke  P(<^)  so  einläuft, -dass  S^^  und  Sf^^  copjogirt  in  Be- 
ng  aof  1  sind. 

Aus  den  Relationen  7)  folgt  durch  wiederholte  Anwendung  offen- 
bir  die  Bedingung: 


Denn  die  Variabelu  uiul  v  bewegen  sicli  längs  des  Polygon- 
□wfaugs  >lcüo^  üSt'illirt nd  zwischen  den  beiden  Grenzen  a,^  nnd  fi^i 
resp  niid  «,  hin  uiul  bor,  und  die  Vorzeichen  von  M  nnd  A'  wi'ch- 
selii  miiucr  nur  n\  diesen  Grenzen.  Demnach  bezeichnet  2a  die  An- 
zahl der  Durchgang«?pnnkto  «lureh  jede  der  Ebenen  v  ^-  nud  v  -  «j, 
und  l?m  die  Anzahl  der  Durcligaugspunkte  durch  die  Kbenc  ^ 
und  der  BerQbrungspauktc  dc9  Polygonumfangs  mit  der  Fläche 

Die  Bedingungen  H)  ergeben  uns  den  Satz: 

».Wenn  ein  den  Flächen  X,,  und  f<o  nniscliriebeues  und  der  Fläche 
..i  iMiibeschriebenes  Polyp:r)n  sich  einmal  mit  /  Seiten  schlicsst,  so 
,^chiiesst  i'S  sich  iinnior  mit  derselben  Seitenzahl  wie  auch  der  Anfangs- 
^aokt  aud  die  Aufangsseite  auf  der  Cyklidc  k  gewählt  werden  mag/^ 

,J(eben  diesem  einen  Polygon  erhalten  wir  alsdann  stets  noch 
,^n  zweites,  das  die  zweite  Schale  der  Fläche  berahrt  nnd  von 
„dem  ersten  Polygon  durch  k  ^  getrennt  ist.  Schliesst  sich  das 
nersto  Polygon,  so  schliesst  sich  notwendig  anch  das  zweite,  zu  dem 
f^ten  conjugirte.** 

Natürlich  werden  keineswegs  alle  Polygone,  die  wir  im  Raum 
der  Flächenschaar  2tou  Grades  betrachten,  wenn  wir  sie  auf  den 
Cyklidenraum  Ubertragen,  2  getrennte  Polygone  liefern;  im  allgemei- 
nen Falle  wird  vielmehr  ein  einziges  Polygon  mit  doppelter  Seiten- 
zahl entstehen.  Gestatten  wir  nämlich  unseren  Polygonseiten  im 
Raum  Uor  Flächenschaar  2ten  Grades  anch  die  4to  Ebene  des  Coordi- 
natentetraeders  =  0  zu  durchsetzen  (hei  Herrn  Staude  fällt  dieselbe 
mit  der  nnendli  h  fernen £bene  zusammen),  so  durchsetzt  unser  Kreis- 
po^gon  im  Qykiidennuim  die  Kug^  ^4     0«  in  der  Bedingungs- 
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gleichung  8)  tritt  nocb  die  Periode  /      auf,  und  vir  frerden  Ii 


Leicht  könnten  wir  nnn  die  Zahl  der  Schliessungssätze  beliebig 
Tennohren,  indem  wir  ähnlich  wie  Herr  Staude  in  seiner  Uabilitatioiii- 
scbrift  die  gestellten  Bedingungen  varüroa  oder  die  von  Doppel* 
tangentialkreisen  der  Congntenz  umhailteu  geodätischen  Linien  der 
Flftchen  Xq  ond  fio  ia  Betracht  ziehen  und  geod&tiache  Polygoae  m 
bilden.  Whr  lassen  ans  aber  an  dem  einen  Beispiele  genttgen,  di 
«ine  weitere  Anslilbning  nichts  principicll  Nenes  zn  Tage  fMn 
wflrde. 

Wir  gehen  auch  nicht  auf  die  DarsU  llung  der  Punkte  und  Kugela, 
sowie  der  Kreise  des  Cjklidenraumes  durch  hypcrplliptisrhe.  spwiel! 
<->  l'uQciioacn  und  die  Deutung  der  hauptsachiicheu  6* Relationen 
selbst  ein,  sondern  verweisen  auf  die  vielfach  genannte  Srbrift  des 
Herrn  Staude:  Gconiotrischo  Deutung  der  Additionstheorcrno  elf 
(22.  B.  der  Annalen).  Die  dort  gefundenen  Resultate  ubertrageo  sicii 
eben  mit  so  geringen  Modificationen  auf  den  Cyklidenraum ,  dass  es 
sich  kMM  veriohnen  würde,  die  Untersachung  nochmals  vorzui^hreu. 
Es  mag  also  dieser  Hinweis  genügen,  und  wir  gehen  zum  2ten  Teil 
ftber,  die  Cyklide  in  Beziehung  zu  setzen  zur  Kummei^schea  FUcb« 


Allgem^nen  ein  dnziges  Polygon  mit  doppelter  Seitenzahl  eriiahes. 
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IX. 


Miscellen. 


1. 


Zvr  Theorie  des  Winkelipiegels. 


Durch  ilas  Studium  der  grüssercu  Abhandlung  Über  den  Winkel- 
Spiegel,  welche  mein  Vater  L.  Mack  unlängst  in  dieser  Zeitachrift 
YcröfTcntlicht  hat,  bin  ich  dazu  gelangt,  eine  neue  1  oiniel  zu  fioden, 
die  unter  alkn  Umständen  dazu  dient,  schnell  die  Gcsamt/alil  S 
der  Bilder  zu  bestimmen,  welche  ein  in  die  Ocllnung  des  Winkel- 
spicgels  gebrachter  leuchtender  Punkt  /'  hervorruft.   Sie  lautet: 


2a  ist  der  Orffuungswinkel  des  Winkclspiegcls ,  und  und  8, 
bedeuten  diejcuigeu  zwei  Winkel,  welche  die  aus  der  Axe  des  Winkel- 
spiegelst  iliirch  /'  gelegte  f^lx-nc  nüt  fion  zwei  Einzclspiegeln  bildet. 
Jt'dc  der  rechts  vorkoninienden  Kkinimeru  soll  beiieuten,  dass  für  deu 
von  ihr  eingeschlossenen  Quotienten,  mag  er  nun  eine  gauze  Zab! 
oder  ein  Bruch  sein,  statt  seines  wahren  Werts  vielmehr  die  zunächst 
unter  diesem  liegende  ganze  Zahl  zu  nehmen  sei.  Von  zwei  etwa 
zasammenfaUendeu  Bildera  ist  ia  dem  Ausdruck  fOr  &  jedes  selbst&iuüg 
gezählt. 

Sofern  die  Leser  des  Archivs  an  jene  grössere  Abhandlung  sich 
erinnern  oder  nur  die  vier  ersten  §§  derselben  nachlesen  wollen,  so 
ibt  mit  Beibehalt  11111^-  der  dortigen  Bezcichuuugsweise  die  HerleituDg 
der  neuen  1  urmei  kurz  anzugeben  wie  folgt. 

Man  betrachte  znn&chst  di^onige  Bilderreihe,  die  voa  dem  Bflilt 
ausgeht,  und  nur  diejenigeu  weitcru  P,",  P^',  P/',  eatblil, 
deren  Jedes  von  dem  ihm  nftchst  voraogehenden  erzengt  wird.  Fir 
diese  Bilder  ist  nun  gemftss  dem  Hanptaatz  des  §  ^  folgende  Bdl» 
TOB  Winkelangaben  sn  machen: 
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Wkl.  AOF^ 

Wkl.  BOPi' 
Wkl  AOP^ 
Wkl.  BOPi' 

Fuhrt  mau  jetzt  vielmehr  diejenigen  Wiakel  ein,  welche  die 
Linien  Ol\\  O/V,  01'^'...,  mit  der  Mediane  OM  bilden,  so 

erhalt  man  statt  obiger  Reibe  die  neue: 

iWkl.  M01\  «  +  qpi 
Wkl.  MOP^'=»  3rtH-(pj 
WkL  MOF^  —  5«+4Pi 
Wkl.  MOP^'^  7a+V| 

Mao  bemerkt,  dass  jeder  dieser  Winkel  um  2a  grösser  ist,  als 
der  ihm  nächst  vorangehende.  Werden  zugleich  die  den  toten  Raum 
betreffenden  Angaben  des  §  4.  berOcksichtigt,  so  ist  auch  auf  diesem 
Wege  leicht  zu  beweisen,  dass  die  Zahl  der  unter  I)  vorkommendeii 
Bilder  etoe  begrenzte  ist 

Nuu  nehme  man  zu  jedem  der  Bildpunktc  /\',  I\\       1\'  , 

welche  alle  hinter  dem  ersten  Spiegel  frei  liegen,  den  bezüglich  der 
Geraden  MO  mit  ihm  symmetrischen  Punkt  Diese  llilfüpuukte  der 
Reibe  nach  mit  /7j',  /7,/,  i/^',  il^'....  bezeichnet,  so  hat  man  ver- 
möge I)  auch  folgende  Reihe: 

iWkl.  MOn/=    a-f  g?i 
Wkl.  MOP^'  ^  + 
WkL  ifOi73'-5a+9>s 
WW.  lfOP;'-7«+y, 

Diese  Reihe  bietet  den  Vorteil,  dass  die  in  ihr  aufgeführten 
Winkel  alle  nach  einerlei  Richtung  von  OM  ans  gerechnet  sind. 

Wird  jetzt  mit  ^,  dio  Zahl  der  Bilder  /V,  /V,  A'.  ^^4"....  be- 
zeichnet, 80  ist  dieselbe  identisch  mit  der  Zahl  der  i'uuktc  P,  ZT, 
welche  in  der  Reihe  II)  vorkummou.  Mau  sieht  ferner  leicht  (vei^!. 
l  4.  der  grössern  Abhaudluiig),  dass  kein  Winkel  dieser  Reihe  die 
Grösse  des  übeiilachen  MO  IS  erreichen  kann.  Hienach  ist  bezüglich 
der  Zähl  zn  schliessen:  sie  muss  die  grösste  ganze  Zahl  sein^  die 
der  lingleichuDg  genügt 
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welche  mit  Beiziehang  von      für  2a  — 91  iLberge^t  in 


Sollte  der  Fall  eintreten ,  dass  ein  letzter  Punkt  der  Reihe 
II)  gerade  noch  io  den  Pubkt  ^  fiele,  BO  dürfte  er  nach  §  4.  all 
Bild  nicht  mehr  gezählt  werden  und  x  wäre  gegenüber  von  «|  nm 
Eins  zu  gross.  Man  hätte  dann  aber  fOr  diesen  Pnokt  P»' 


In  diesem  Fall  ergäbe  sich  der  Qnotient  (t80"-j-9^):2a  ab  ji&iiie 
Zahl,  wie  man  anch  durch  geometrische  Betrachtung  leicht  fiodet 

Demgomäss  können  wir  schreiben 


in  dem  Sinne  gemeint,  dass  fhr  den  eingeklammerten  Quotienten,  mag 
er  ein  Bruch  oder  eine  ganze  Zahl  sein,  die  zunächst  unter  ihm 
befindliche  ganze  Zahl  genommen  werde. 

Eä  ist  nnu  leicht  zu  übersehen,  dass  für  die  bisher  aus  dem 

Spiel  gelassenen  Bilder  P/',  1\\  -      welche  alle  von  P" 

abstammen,  die  den  obigen  Ik'trachtungen  ganz  a'^alogen  zutreffen, 

so  dass  demnach  ihre  Anzahl     auzagebdu  ist  durch  die  Gleichoui 


wobei  die  üiammer  rechts  in  demselben  Sinne  zu  Yorstehon  ist,  wie 
oben. 

Da  die  Gesamtzahl  8  der  Bilder  ans  der  Summe  der  von  Fi 
und  der  Ton  /V'  abstammenden  bestdit,  so  sind  wir  hiemit  zv  de^ 
jenigen  Formel  gelangt,  welche  am  Anfang  dieser  Mitteilnng  an* 
gegeben  ist 

Fallen  zwei  Bilder  zusammen,  was  nur  eintritt,  wenn  360:2« 
eine  ganze  gerade  Zahl  ist  (vorgl.  §  13.  der  grdssem  Abb.),  so  sind 
dieselben,  als  die  Schlussbiider  der  zwei  Ton  uns  betrachteten  Reiben, 
in  dem  Ausdruck  für  nicht  als  Eines,  sondern  als  zwei  Bilder  ii 
Rechnung  gezogen. 

Stuttgart.    Dr.  Karl  Macii. 
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2. 

IMwelS)  im  aaf  einer  algebimlielieB  Hiebe  viexter  Ordiiwiir 
■It  tiner  Boppelgemilen  uwer  dieser  iiSelit  inebr  nie  Iii  Oenien 

liegen  kVnnen* 

Clebsch  hat  gezeigt^),  dass  jede  algebraische  Fläche  4.  0.  mit 
einer  Doppelgeradcn  ausser  dieser  noch  16  Geraden  entliält,  welche 
sämtlich  die  Doppulgcrado  schneiden  und  sich  zu  8  Paaren  ordnen. 
Dass  diese  Geraden  die  einzigen  sind,  weklie  die  Füu^lip  ontluihiu 
Jranu,  ohno  zu  zerfallen,  wurde  von  ihm  a.  a.  0.  nlulls  dargetau, 
jedoch  nur  in  abzählender  Weise  auf  Grund  einer  ebeucu  Abbildung 
der  Fläche,  sodass  ein  directer  Beweis  noch  wünschenswert  erscheint. 
Ich  teile  im  Folgenden  eiocn  solchen  mit  ;  es  werde  ihm  kurz  der 
Nachweis  der  8  Geradcopaare  nach  Clebsch  vorausgeschickt,  damit 
ich  mich  bequem  darauf  beziehen  kann. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  der  genaontcu  Art  hat  diu  Form 

wo  M  «=»  0,  ü  =  0,  ir  =  0  die  Gleichnngen  von  3  Flächen  2.  0.,  -4  0, 
/?  =  0  die  Gleichungt  n  von  zwei  Ebenen  sind,  welche  sich  in  der 
Doppelgeraden  schneiden.  Die  Fiat  lu  wird  also  erzeugt  ah»  Ort  der 
Schoittcurven  aller  Flächen  der  i^chaar 

mit  den  entsprechenden  £benen  des  Bttscheis 

3)  JS  —  kA^O. 

Unter  den  Ebenen  dieses  BOscbels  befinden  »sich  auch  soleho, 
welche  die  ihnen  entsprechenden  Flftchen  der  Schaar  2)  bertthren  d.  h. 
in  einem  Geradenpeare  sehneiden.  Die  Zahl  dieser  Ebenen  ist  also 
die  Zahl  der  Geradenpaare  auf  der  FIftche ;  stellt  man  aber  die  be- 
treffende Bedingangsgleichnng  Ittr  den  Parameter  X  in  der  bekannten 
Determinantenform  aaf ,  so  findet  man  dieselbe  vom  Grade  8^  wie 
behauptet. 

Gesetzt  nun,  es  gäbe  ausser  diesen  8  Geradeupaaren  noch  eine 
weitere  Gerade  s  auf  der  Fläche.  Dann  ist  zunächst  aus  der  soeben 
zur  Ermittelung  der  8  Geradeopaare  angestellten  Ueberlegung  klar, 
dass  dieselbe  die  Doppelgerade  nicht  schneiden  kann.  Daraus  ergiebt 
sich  weiterbin,  dass  «  notwendig  wenigstens  je  eine  Gerade  aus  den 


1}  CldMcb,  Ueber  die  Abbildung  nlgebrAiMbAr  Flii^iMk,  inabMOodere  der 
4.  und  5«  Ofdoong.  Matb.  Anoftlen  Bd*  I. 
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8  Gmdenpaaren  aehDeiden  mms.  Denn  sind  a  und  «  swei  Gendn 
eines  Paares,  l  die  Doppelgerade,  uod  man  legt  dnrcli  l  diejenige 
El)ene,  welche  a  und  «  entbftlt,  bo  hat  diese  Ebene  mit  der  FlidM 
ausser  l,  a  nnd  a  keine  weiteren  Elemente  mehr  gemein;  sie  schneidet 
aher  «  in  einem  Punkte,  welcher  nicht  auf  f  li^  folglich  anfaoder 
«,  oder  im  Schnittpunkt  beider  liegen  mnss. 

Nun  seien  b,  <?,  r/,  e  5  Geraden  ans  den  8  Paaren,  welche  tob 
von  s  geschnitten  werden.  Daun  kann  man  dnrch  a,  6,  c  einerseits 
nnd  durch  c,  r/,  e  andererseits  je  eine  Rcgelflächc  2.  0.  legen.  Die- 
selben haben  dann  c,  /  und  m  gemein,  schneiden  sich  also  nur  nocii  ii 
einer  Geraden  /,  welche  l  nnd  «  sclmeidet,  c  aber  nicht,  oder  sie 
sind  identisch.  Letzteres  würde  nacb  sich  ziehen,  dass  die  5  Geraden 
o,  6,  c,  c2,  «  von  den  unendlich  vielen  Geraden  geschnitten  werdeo. 
welche  die  andere  Begelschaar  der  durch  a,  rf,  «  gehenden  Regel- 
fläche  bilden.  Von  diesen  schneidet  aber  Jede  die  Fläche  4  0.  in 
5  Punkten,  gehArt  derselben  also  gänzlich  an,  die  Däche  4. 0.  würde 
alBO  in  dieser  Regelfläche  2.  0.  und  noch  eine  andere  cerftllen. 

E^^  bleibt  (IrIkt  mir  der  erstere  Fall,  dass  sich  die  beiden  Kegd- 
flächen  Hl  ( itn  r  (ieiadon  /  schneiden ,  welche  c  üicbf,  wohl  aber/ 
und  «  trittt.  Nun  hneidea  diese  Regelflächrn  die  Flache  4.  0  schon 
in  6  Geraden,  nümJich  in  «,  /v,  r,  «  und  der  doppelt  trczfüiltf^Ti  /,  resp. 
in  Cy  ti,  a  und  l  doppelt  gezählt,  haben  also  mit  ihr  uur  uoch  je 
einen  Kegelschnitt  gemein;  es  müssten  sich  also  diese  beiden  Kegel- 
schuitte  in  denselben  4  Punkten  schneiden,  in  welchen  die  Gerade/ 
die  Fläche  4.  0.  trifft,  was  nicht  möglich  ist  —  oder  auch  /  gehört 
der  Fläche  au,  ist  also  eine  Gerade  aus  einem  der  noch  übrigen 
Geradenpaare,  und  die  beiden  Kegelschnitte  zerfallen  in  /  und  je  eine 
weitere  Gerade  p  oder  welche  beide  l  und  s  nicht  schneiden,  von 
denen  aber  etwa  p  die  Geraden  «,  c,/,  und  q  die  Geraden  d,  e,  c  f 
trifft.  £8  schneidet  aber,  wie  oben  bewiesen,  jede  dieser  beides  Gs- 
radon  p  und  q  ebenso  wie  s  im  Ganzen  wenigstens  B  Geraden  m 
den  8  Geradenpaareu,  also  z.  B.  p  ausser  a,  &,  c,/  auch  noch  «^,€,^2 
Die  durch  /,  s  und  p  gelegte  Begelfläche  2.  0.  bat  folglich  mit  der 
Fläche  4.  0.  im  Ganzen  *,  p,  o,  i,  <?,  5,  h  und  die  doppelt 
zählende  Gerade  /  gemein  d.  h.  sie  ist  ein  Teil  der  Fläche  4.  0 .  uqJ 
diese  zerfällt  also  auch  in  diesem  nur  noch  dbrigen  Fall  in  2  Begd* 
flächen  2.  0. 

Oberebnheim  im  Eis.  Januar  1886.         Alfred  Leman. 
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X. 


Die  Darstellung  der  Flächen  vierter  Ordnung 
mit  Doppelkegelsohnitt  durch  hyperelliptische 

Functionen. 

Paul  Rfehtrd  Domsek. 


n.  TdL 

I.  Capitel. 

Die  Kummer'tohe  Flaoh«  und  die  Ue'sohe  B«ruhruii9ttraii»fQrniatioii. 

I  1.    [>ie  Fundamentalgel ilde  in  der  Geometrie  der  Kümmerlichen 

Fläche  und  ihre  Uebertragung, 

Indem  wir  die  schon  citirte  Arbeit  des  Herrn  Ue  im  5  ten  Band 
der  Annalen:  nUeber  Complexe,  insbesondere  Linien-  und  Engel- 
eomjilexe''  und  die  darin  gegebene  BerftbmngstransformaÜon  im 
vesentlicbeB  als  belcannt  voraussetzen,  bemerken  wir  mn&cbst,  dass 
dnreh  letztere  2  RAome  in  dreierlei  AniEsssnng  in  Beziebnng  gesetzt 
werden. 

Entweder  man  lässt  FiächcuelemeDten  des  eiocn  Haumes  Flä- 
cbeoeiemente  im  andern  eutsprccbeu,  wie  es  der  Begriff  der  Bo- 
rflbniDgstraüsformation  mit  sich  bringt,  und  zwar  den  Flächeiicle- 
menten  im  ersten  Raum  r,  die  2  cousccutivo  Paukte  einer  Geraden  ent- 
halten, die  Elemente  der  entsprechenden  Bildkugel;  es  ist  dies  die 
vollkommenste,  aber  auch  schwierigste  Art  und  Weise,  die  beiden 
K&umc  r  und  R  mit  ihren  Gebilden  in  einander  zu  transformiren, 
sckwierig  darum,  weil  bei  derselben  die  beiden  Banme  als  Aggregate 
TOS  Fiacbenelementen  anfge£MSt  werden  mflssen. 

▲ick.  d«r  lUlh.  o.  Fbj«.  8.  IUUm,  TeU  O. 
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Unsere  Lic'sche  Berühruiigstraüsforinatioii  führt  aber  auch  mi- 
teos  die  dreifach  unendli<'h  vielen  Punkte  des  einen  Raumes  r  über 
in  den  Coniplex  der  Miuimalgcraden  in  Jl,  und  drittens  die  Punkte 
des  Ilauines  E  in  die  Geraden  ¥on  die  einem  ao^geseiehiieloi 
linearen  Compleze  angehören 

Diese  beiden  letzten  Arten  der  Uebertragung  werden  wir  der 
leichteren  Behandlung  wegen  im  Folgeiuien  vorzugsweise  zur  Anwen- 
dung bringen,  und  /war  wecbselsweise,  indem  wir  einerseits  von  drti 
Punkten  des  Uaumes  der  Kuuiiner'schen  I'lüche  ausgehen,  abor  audi 
die  Geraden  des  linearen  Complexes  in  Betracht  ziehen  und  diese  ia 
die  Punkte  des  Cykiidcnraumes  trausiurmiren. 

Als  FnndamentalgebOde  *)  treten  in  dem  Baume  r,  welcher  ii 
den  Cyklideoranm  H  abgebildet  werden  soll,  znnfichst  die 

6  Fandamontaicomplexe  auf 

CiSSsO    Kf  ^0   «8*«0    flf4«0   r5«-0  »^—0 

Einen  dieser  6  Fnndamontalcomplexe,  r^^O  etwa,  werden  wir 
Tor  den  abrigen  aoszeiclincn ,  iudem  wir  ihn  zu  demjenigen  lioearen 
Complex  wählen,  dessen  Gerade  sich  in  die  Panktc,  oder  pfiöKr 
aasgedrfickt,  in  die  Panktkogeln  des  andern  Baumes  abbilden. 

Wir  markiren  demuach  als  erstes  Ergebniss: 

„Den  Geraden  des  ansgezeicbneten  Fandamentalcomplezes  Ml* 
«»sprechen  die  Pnnktkngeln  des  Cyklidenranmes^. 

Es  restireu  uoch  die  5  übrigen  Fundamental coniplexe,  wclck 
unter  su  h  und  mit  dem  sechsten  in  Involution  liegen;  einem  solchen 
mit  dem  ausgezeichneten  Fuudamentalconiplex  in  Involution  liegenden 
Complex  entspricht  aber  ein  Kugelconiplex ,  cm  Kiigelgebüsch  im 
Reye'schen  Sinne'),  Kugeln,  welche  sämmtlich  orthognal  zo  tm: 
durch  sie  vollständig  bestimmten  Kngel  stehen,  deren  Centrom  üir 


l)  Die  Abbildung  eines   linearen   Complc^eü  aaf  deo  Punktrama  huu 
vor  Herrn  Lic  schon  Herr  Nuthcr   gegeben  („Zur  Theorie  der  al^obraiffkfD 
Functionen'*,  Göttinger  Niichricliteo  ,  1869).     Dass  jedoch  beide  Uiuajt  tiiü 
Complex  enthüllen,  dessen  Linien  sich  als  die  Tunkte  des  2  teQ  RAumei 
bilden,  hat  Herr  Lic  zuerst  herrorgehobcn. 

i)  Die  Fundaoaentalgcbildc  der  Kuiumei 'sehen  Fläche  —  tlic  6  FuB^i- 
mentaleomjdexe  und  deren  Combinntionon  zu  je  zweien,  dreien  uud  riereo  — 
worden  behandelt  von  Herrn  Klein:  „Zur  Theorie  der  Linicacooplcie  ^ 
ertten  und  iweiten  Gradet**,  Ifatb,  Annalen  Bd.  S.,  p.  19S. 

3)  et  Beje«  „Öjatbetiiicbe  Geomeirio  der  Kageln  u.  iiu.  Kugelt) steac*. 
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Poteazcentnim  üt  —  em  Punkt,  welcher  in  Besng  anf  alle  Kngeln 
des  GebOschei  dieselbe  Potenx  besitst  — ;  das  Quadrat  des  Badius 
jener  Ortbogonalicngel  ist  entgegengesetzt  gldcb  dem  Wort  der  Po- 
lens des  Potenzcontnuns. 

Zwei  Gerade  eines  dieser  5  Coinplexe,  die  in  Bezufj  auf  r,.  ^  0 
conjugirte  Gerade  darstellen,  transformiron  sich  in  dieselbe  Kugel; 
(k'u  Punkten  der  einen  Geraden  entsitricht  die  eine  imaginäre  Er- 
zongendeuschaar  der  Kogels  dco  Punkten  der  conjugirteu  Geraden 
die  andero  imaginftre  Erzengendenscbaar.  Wir  erhalten  also  den 
Satz: 

t^Ucii  Geraden  der  übrigcu  5  Fuudamontalcomplexe 

^.entsprechen,  zn  je  zweien  als  conjugirte  Gerade  in  Bezng  anf  arg  »  0 
„zusamroengenonunen,  die  Kngeln  von  5  zu  einander  orthogonalen 
,»Kng€lgebÜschen.  Die  Kngeln  jedes  Gebüsches  stehen  senkrecht  auf 
„einer  durch  sie  bestimmten  Orthoi^onalkupel.  Diese  Orthogonal- 
„kngeln  stehen  infolgedessen  selbst  aui  einander  senkrecht  und  bilden 
„ein  Fundameutalsystem". 

Weiterbin  treten  als  Fnndamentalgebilde  in  dem  abzubildenden 
Bavme  die  15  Congrnenzen  anf: 

la)  «1=0  «e  — 0;    «^»0.  «^=»0;    a^  — Oa:^  =  0} 
X4     0  «1  «  0;    «5     0      «  0 

!r|  «  0  29     0*,  «I  —  0         0;  «,  «  0  »4  0} 
a^»Oj^  —  0;   ar,  —  0«4  —  0;   x^^O  w^^O 
2^  =s  0  «4  »  0^       ^  0     <=>  0 
s;^      0  25  =  0 

Aoch  diese  teilen  sich  in  die  Untergruppen  la)  nnd  Ib)  von  5 
resp.  10  Congmenzeo,  je  nachdem        0  mit  anftritt  oder  nicht 

Den  5  ersten  Congruenzen  la)  entsprechen,  da  0  sich  in 

die  Pnnktkngeln  abbildet,  5  Schaaren  von  oo  -  Punktkugülu  des  Cy- 
klidenraumes,  die  je  einem  der  r,  0  (»  =«  1,  2  . . .  5)  entsprechen- 
den Kngelcomplexe  angehören.  Die  Punktkugcln  eines  Kugelcom- 
plexes  liegen  aber  sftmmtlich  auf  der  Orthogonalkugel  und  V»ildon 
dieselbe.    Den  5  Congmenzen  entsprechen  also  mit  den  b  Funkt- 

I6» 
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kngeibttDdeln  5  zu  einander  senkrechte  Kngeln,  weldie  mdn 
Pnnkünigeln  gebildet  werden,  alio  das  FaDdAmentalqnteai: 

0      «  0  *8  =  0  «4  =  0  #4  =>  0. 

Wir  haben  demnach  den  Sati: 

„Die  5  Coügruenzen,  die  von  dem  ausgezeichneten  Fuini&mental- 
,,compIexe  verbunden  mit  je  einem  der  übrigen  5  Fuudamentalcom- 
„plexc  gebildet  werden ,  entsprechen  die  5  Fundamcntalkngela  dw 
„Cyklideuniumes,  resp.  die  Punktkagelcoogntenzen,  welche  die  ^ 
„Fundaxncutalkugelu  bilden^'. 

Den  restirenden  10  Congroenzen,  die  wir  unter  Ib)  anfthrtca, 
entsprechen  10  Kogetbflndel,  die  orthogonal  rind  zn  den  lOKofd- 
bflscheln: 

#^».0^  —  0,  <|i-0«9ss0,  <|  — Ofli^sO,  ^  — 0«^  =  0; 

<^.0«|.0,    t|,s::0«4  —  Ol    «^.0«5  —  0; 
0*^  =  0,   j^-0#5  =  0; 

#4  =  0  #5  =  0. 

Eine  jede  Kogel  eines  Bflndels  muss  ja  senkrecht  stehen  asf  des 
Orthogonalkugeln  der  beiden  das  Bündel  bestimmenden  Kagelfe* 
btlschen,  senkrecht  stehen  also  aach  anf  den  dnreh  &  beiden  Orths- 
gonalkngeln  bestimmten  Kogelbflschel.  Wir  erhalten  so  den  wsiteRs 

„Den  10  Conj^ucnzcn  Ib)  entsprechen  10  Kugelbttndtl,  dcr  ü 
,,Kogeln  jeweils  seukrecht  stehen  auf  je  zweien  der  5  Orthoconal- 
„kngcln.  also  auch  orthogonal  sind  zu  den  durch  dieselben  bestimiut«fi 
„10  KugelbüBchelü'\ 

Jetzt  fassen  wir  je  3  der  6  Fnadamentalcomplexe  zosammen  sai 
erhalten  20  Tripel  von  Fnndamentalcomplezen.  Je  ein  Tripel 
liefert  eine  Erzeugung  einer  der  10  FundamentalfUebes 
2ten  Grades.  Es  gehören  also  je  2  Tripel  zusammen,  weldie  dio- 
selbe  Fundamentalflflche  liefern: 

(123)  (456)  (124)  (356)  (125)  (346)  (134)  (256)  (135)  (2i6) 
(234)  (156)  (235)  (146)  (245)  (136)  (345)  (126)  (145)  (SS6). 

Den  10  jedesmal  zuzwtit  geßchriebenen  Tripelu,  welche  ^c^ö 
enthalten,  entsprechen  notwendigerweise  Kugelbiischel ,  die  uur  aaJ 
Pnnktkugeln  bestehen;  sie  müssen  ausserdem  den  durch  2  der  Fan- 
damentalkngeln  detiuirten  2  Kugelgebüschen  aug<  liörcu.  Ks  sind  alsö 
die  Puiiktkugelu,  welche  die  lü  Schnittkreise  jc  zweier  der  5  Fm- 
damentalkogelu  bilden. 
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Den  Mpel 

»4  SS  0         0      s  0 

entsprechen  z.  B.  die  Ponktkngelo,  welche  den  Kreis 

bUden. 

Die  andere  Erzengang  nnn ,  welche  dieselbe  Fundaiuentalflächo 
2ter  Orduuog  liefert  und  defiuirt  ist  durch 

«^«0  c^«0  c^  =  0, 

diese  einfach  nnend liehe  Schaar  gerader  Linien  trausformirt  sich 
ebenso  in  eine  oo*  Schaar  von  Kugeln,  ein  Kugelbflschel ,  gebildet 
von  allen  Kugeln ,  welche  zngleich  senkrecht  stehen  auf  den  Kogelu 
des  Fandamentalsystems 

t,sO  «,  =  0  <|»0 

?4  "-^  0  und  «5  0  sind  nun  "2  Kugeln,  die  auf  den  3  gesanaten 
senkrecht  stehen;  es  wird  also  das  durch 

definirto  KngelbOschel  das  gesuchte  sein.  Die  2  to  Erzeugung  unserer 
heraasgegriffonen  Fondamentalflächc  liefert  also  in  anderer  Auffassung 
allerdings  denselben  von  2  FaDdAmeDtalkogeln  gebildeten  Kreis  wie 
die  enie  Eneogong. 

Wir  sprechen  das  erhaltene  Resultat  folgendermassen  aus: 

fj)en  zweifachen  Erzengungsweisen  der  Fandamentalflächen  Ster 
„Ordnung  enttpricbt  durch  die  Bertthmngstransfonnation  eine  zwei- 
„&che  Eneugnngsweise  der  10  Fondamentalkreise,  gebildet  durch  je 
ntwei  der  fttnf  Fnndamentalkngeln.  Das  einemal  werden  die  Kreise 
„durch  die  anf  ihnen  liegenden  PankOnigeln ,  das  anderemal  direii 
täie  KagdbOachel  ersengt,  deren  Tiftger  de  lind^. 

'  Jetzt  bilden  wir  die  15  mö^'lichen  Quadrupel  aus  den  6  Funda- 
mentalcomplexen,  nnd  zwar  ordm  n  wir  sie  in  2  Gruppen  zu  10  und 
5,  je  nachdem  sie         0  enthalten  oder  nicht: 

(  (1236)  (1246)  (1266)  (1346)  (1366) 

1»)  I 

(  (I4d6)  (2346)  (2856)   (2466)  (3456) 

Ib)  (1234)   (1235)   (1245)  (1345)  (2346). 

Je  4  der  Fondamentaleomplexe  baben  2  Oerade  gemein;  dieie 
bilden  die  Directricen  der  Congmenzen,  welche  jeweils  gebildet  werdes 
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atts  den  noch  ttbrigen  2  Fondamentalcomplexen ,  (1236)  liefert  tl» 
z.  B.  dio  Directrioen  der  CSongnienx 

»4  —  0  »5     0  etc. 

Dio  dnrch  dio  ersten  10  Quadrupel  la)  definirten  20  Gendea 
gehören  nun  sftmmtiich  dem  ausgezeichneten  Fnndameutilooiiiiilei 
=  0  an;  jede  der  20  liefert  aiso  f&r  sich  eine  Kogel,  nnd  zwar 
eine  Pnuktkugcl,  welche  jcdoBmal  dreien  der  dnrch  die  Fondameotal* 
kugeln  definirten  Gebttschen  angehört  Als  PankÜnigel  liegt  sie  dem* 
nach  anf  der  jedesmaligen  Ortbogoaalkugel  dos  Gebttsches.  Je  2  n- 
samniLit^t  hörige  Panktkngeln  werden  also  gebildet  von  den  beides 
Punkten ,  welche  je  dreien  der  Fnndamentalkugeln  gem^nsam  sind. 

Wir  bekommen  demnach  diesen  eisten  10  Directricenpaaren  ent» 
sprechend  die  10  Pnnktkugelpaare : 

#^ssO  «t*"0  9s=0    «1=0  «s-*0  «4—0  «i-K) 

2a) 

^-»0  «4-»0  «4=0       u  *a=0  *6=ü  «i=u  *4=U  *4=ii 

i^«0        0  «4--0  «8-«0  «sSsO    «,»>0  ««9=0  «4=0 

•i— 0  Jt4— 0  «4— a 

Jetzt  restiren  noch  die  ö  Directricenpaare  Ib)* 

Jedes  dieser  Paare  bildet  J  m  Bezug  auf  a-g  =  0  conjagirte  Ge- 
rade, ein  Directriceu paar  bildet  sich  also  auf  eine  Kogel  ab, 
und  wie  die  5  Directricenpaare  je  4  der  Faudamentalcomplexe  tu* 
gehören  müssen ,  so  muss  die  entsprechende  Kugel  jeweils  vieren  der 
entsprechenden  KngelgebOsche  angeboren. 

Vier  zu  eiuander  orthogonale  Kugclgobüsche  haben  aber  nor 
eiue  einzige  Kugel  geineiu,  es  ist  dies  dio  eiue  Kugel,  weicht)  zu 
ihren  4  Orthogonalkugelu  selbst  orthogonal  ist,  also  jedesmal  die 
5  tc  Orthogonalkugcl  des  Fuudauiüutalsystcms. 

Den  Directricenpaaren  Ib)  entsprechen  so  der  Beihe  nach  je  2 
Erzengungsweisen  der  Fundamentalkngeln: 

2b)  «4  —  0  «4  —  0  «4  =  0  «,     0  «1  =•  Ü. 

Wir  kleiden  das  Besnltat  in  Worte: 

„Die  15  vorhandenen  Directricenpaare  der  15  aas  den  Fuüda- 
„mciitalcomplexen  gebildeten  Congruenzen  teilen  sich  bei  der  Trans- 
„formation  in  2  Gruppen  zu  10  und  5.  Dio  der  ersten  Gruppe  an- 
ngehörigen« welche  Gerade  des  ausgezeichneten  Fnadamemtelcongilgni 
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„x«  —  0  Bind,  UMen  sich  in  die  10  «iBgezeichiieteii  Pnnktkngelpaare 
,,ab,  weiche  je  dreien  der  5  Fondamontalkugeln  gemeinaam  sind.  Die 
Directricenpaare  der  2ten  Gruppe,  dio  jeweils  in  Bezog  auf  fl%«-0 
„conjogirte  Gerade  danteUen,  bilden  Bich  dagegen  in  die  5  Fnnda- 

„mentalkugoln  selbst  aV^ 

Die  15  DirectrioeDpaaro  orden  flieh  nun  zn  dea  15  Fondamcntal- 
tetrtedcrn  zasainmcD.  Dio  Kanten  werden  gebildet  Ton  3  Paaren 
von  Directricen,  deren  Congmeuzen  stets  zusammen  sämmtliche  6 
FBndamentalcompIexe  enthalten.  Bezeichnen  wir  die  Directricen 
durch  ihre  Congrnenzen,  so  haben  wir  folgende  15  Fundamental- 
tetrseder:  (Ihnen  entsprechen  nach  dem  Vorhergehenden  die  daneben 
gesesetzten  Znsammenordnnngen  von  Fnndamentalkngeln.) 


äCi=0  3-2^0 
0  «4=0 

X3-=0  «4=0 
«^—0  «4=0 

ar,=0  ara— 0 

X5=0  a:g=Ü 
«4—0  «0=0 

«(sO  «c— 0 

0  «,—0 
«is=0  «^*-0 

«1—0  «5*00 

«t— 0  «5—0 

«,=0  «8—0 

«^s=0  ««— 0 

«4—0  «^—0 

«^=0  x,=»0 

0  «4—0 
«i— 0  «5-»0 

«i— 0  «^—0 

«^=0  «4=0 

«0—0  a^— 0 
«^=0  «i— 0 

arj— 0  X3— 0 
«^=0  «4=0 
«Ii— 0  «6—0 

s^— 0  «4—0  1 

arj—0  «6=0 

«f=0  «^—0 

«^—0  «5—0 

«4—0 

X5=0  xg— 0 
«i-O  «^-0 

#4ss0  «4=0  i 

15=0 

*i— 0      0  «6—0 

«6=0 

«^=K)  «4—0  4 

r^-O 

«,—0  «6—0  «5—0 

«6—0 

rj-O 

«4—0  «6=0 

«5—0 

^=4>  «4=0  4 

»fi-0 

«jsO  «1-0  «4=0 

«4=0 

«^«0  «4-0  1 

»6=0 

«1-0  J^— 0  «4—0 

«4—0 

0  «^—0  t 

r4-0 

#,—0  «6=0  «4—0 

*4— 0 
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^      r\         /~v  i\ 

#j-=0  «2=-0  «8=0 

#1—0 

*g=U 

«|-=U  «4=0  #3=0 

«^-0 

ffj«=U  #4=1^  *j=»U 

«1^0  «^psO  #1^0 

•4— U  #5=V  «2=0 

#1=0  #j=0  «,=0 

'a-^O  *5=0  #,=0 

#1=0  #4—0  #t=0 

#i=0 

4g=0  «4«>0  «^—0 

#1—0  #5=0  #,=0  1 

#,=0 

#4— ö  «ft*^)  #,—0 

#,=0  #,=0  «1=0 

«t=0 

#s=0  #5=0  #,=0 

«,=0  #4=0  «3=0 

#1=0 

#s=0  #4—0  #i— 0 

4^=0  #5=0  #j-0 

#1-0 

Den  Kanten  der  FundaTnontaltctracder  entsprechen  so  jedesmal 
4  Punktkugeln,  welche  aus  eiuer  Fundamentalkagel  durch  2  der 
Fondamentalkreise  ausgeschnitten  werden,  zusammen  mit  der  betref- 
fenden Fundamentalkagel  gelbst. 

Anf  jeder  der  5  Fnadameiitalkagen  gibt  01  3  PooMigelpiin 
entsprechend  dem  ümataiule^  dus  sieh  die  4  ftbngen  Kageln  draml 
in  2  Panre  teilen  lassen. 

Betrachton  wir  des  N&beren  die  auf 

#6  —  0 

legenden  Ponktkagelpaare 

•i  —  0#t»=0#i  =  0;fi— 0#^  =  0#^  —  0;«,  —  0«4  —  0«|-p 
,4»iO  #4  —  0  #s  — 0;  #t  =  0#4«0«$  — 0;«t*0#4  =  0  #4-0 

aod  Ton  diesen  wiedernm  beispielsweise  das  erste 

#j  —  0  #,  =  0  #5=0 
#1  =  0  #4  —  0  «5=0 

Jede  Pa&kfkngel  des  Paares  #1  s  0  «1  —  0  #5  —  0  bat  mit  i^-*0 
zwei  Erzeugende  gemein,  die  jeweils  in  den  Tangentialebsnes  in 
diesen  Punkten  an  ->*  0  Teilanfen,  den  Hininialgeradoa  /  J7  resp. 
In,  r 

UXL, 


t  _^  jjt  >  seien  Erzeugende  derselben  Art 


Erzeugende  verschiedeuer  Art  schix  idon  sich  stets;  also  müMeu 
sieb,  wie  /  und  77,  l'  und  W  auch  /  und  X7',  n  und  /'  sdmeidea 
in  2  Punkten  3  und  4. 

Die  beiden  Pnnktkngeln  #i->0#|  =  0#5->0  sehneidsi  rieh 
aber  in  dem  Kreise  #«  —  0  #4  =  0,  sie  sind  ja  die  Ponktkngebi  dM 
dnrcb  den  Kreis  bestimmten  KngelbQscbels.  Atao  mflsaen  die  bsidss 
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Phnlte  Z  und  4  auf  »  0  «4  =  0  licigcn ;  sie  liegeu  aber  anch  auf 
«5 »  0.  Eb  sind  demoach  die  beiden  Pankto  3  und  4  die  Centren 
des  2ten  zn  betrachtenden  Pnnktkngelpaares 

1^-0  #4  =  0  #5-0. 

Das  Syatom 

«^.0  «,.-0  «5*0;     #,-0   #4—0  #5  =  0;     #5  —  0 

hat  also  die  4  ein  räumliches  Vierseit  bildenden  Mimmalgeradcn  ge- 
aeio.  Dieses  räumliche  Yicneit  iat  es  infolgedesaeii,  das  demFun- 
dameatalletraeder  entspricht 

Wir  gewinnen  den  Satz: 

,,Den  15  FnodainontaKotraedoni  eatspFechcn  durch  naiere  Ab* 
„bitdnng  15  ztamliche  Vierscite,  deren  Kanten  von  Mimmalgeraden 
gebildet  werden ,  und  deren  Ecken  aif  den  -  Fnndameatalkngeln 

„liegen  und  ansgescfanitton  werden  von  den  10  Fnndamentalkreisen. 
„Anf  jedor  der  5  Fnndamentalkngeln  liegen  die  Ecken  von  3  Vier- 
„Seiten  entsprechend  dem  Umstand ,  dass  sich  die  4  übrigen  Fnnda- 
^mentalkugeln  auf  3  Weisen  in  je  2  Paare  teilen  lassen,  wir  also 
„3  Paare  von  Fnndamentalkreisen  erhalten.  Jedem  dieser  Paare 
„entspricht  ein  Vierseit^'. 


f  2.   DU  Sehaar  der  KuMmer*seh€n  Flächen  m  ihrer  BeMiehwug 

Mtm  C^MidetuifHem, 

Wollten  wir  in  möglichst  allgemeiner  Weise  verfahren,  so  h&tten 
wir  auszugehen  von  den  00^  Liniencomplexen  2ten  Grades: 

1)  2  j-^  .^^'-'^^0. 

Diesen  würden  dann  im  Kugelraura  qo'^  Kugclcomplexe  2ten 
Grades  entsproi  hrn ,  m\d  solche  Kuprelcomi)Ux('  2  ton  Grades  hätten 
wir  als  Vorull^'  tiinucruugen  der  Cyiditiuu  zu  bctracbtcu,  die  an  sich 
nur  grbiUict  Wilden  von  den  Puniitkugeln  eines  solchen  Kugelcom- 
plexes  2ten  Grades. 

Wir  beschränken  ans  aber,  indem  wir  in  1)  «  setzen,  auf 
die  Linien  der  0»^  C!oDgnicnzen: 
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Dieselben  sind  die  Doppeltangeoten  oo^  Xummer'fichcii  FUdM», 
welche  sich  längs  der  6  aiiBgeseichaeten  HnnpttangmitencnnrCR  dtsr 
Ordnung  bertthren 

Da  or« 0  unser  ausgeseicbneter  Fundamcntalcomplcx  ist,  m 
cnb^prcchco  den  oo  *  LinicncongruciizcQ  jeweils  die  Panktkagelo  m 
CO*  Kugcicompicxen  2teu  Grades^  also  die  Cyklidenschaar 


3) 


wenn  hi—k^^a  gesetzt  wird.  Die  Cyldidenscbaar  aber  bildet  äs 
coufocales  System,  wie  schon  aus  der  Form  der  Gleichung  3)  er- 
hellt % 

Wir  haben  demuach  den  Satz: 

,^iner  «o^  Schaar  Eummer'scber  Fliebea,  welche  Brennflicbci 
„der  oo^  Gongmenzen 

1  <?» — A 

,,und  Bich  nach  einer  ausgezeichneten  Haapttangentencar?e  Ster  Onl- 
„nung  berflbren,  bilden  sich  ab  als  oo  <  Cykliden 

„die  ein  confocales  System  bilden'*. 

Hieran  schliessen  wir  sofort  den  folgenden  Satz  (Lie,  a.  a  0. 
p.  193—194) 

„Jene  ansgezeichnete  Haapttangcntencarve  transfonnirt  sich  ii 
„die  „Devcloppale  Focalo*\  welche  allen  Cykliden  des  confociüea 
„Systems  sammt  dem  Kugelkreis  umschrieben  i8t^\ 

2  Congruenzon  di  r  Schaar  2),  entsprechend  2  bestimmten  Werten 
von  iL,  haben  eine  Linicnfläche  gemein,  welche  die  beiden  &eiia- 


4)  Ein  solches  Svetom  betrachtet  H.  Lio,  a.  n.  O.  p.  255.  Die  Haopl- 
tangentcncurvcn  der  Kutuiucr'schcn  Fläche  wurden  zuerst  uotcr&ucbt  too  des 
Herren  Klein  und  Lie  in  den  Bcrl.  Monatsberichten,  15.  December  1870,  is 
einer  Abhandlung,  die  iieh  wieder  «bgedimckt  findet  in  Bd.  SS.  der  Halk» 
Anoelen,  i».  S79. 

h)  Siehe  p.  so,  Darboux,  ».  «.  O.,  p.  1S4. 

»  « 
6}  Daneben  gilt  noeb  JS4^*=Q  entsprechend  Jxi*=sQ. 

1  t 
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fischen  der  CongracDzen  Iftngs  jo  einer  Hanpttaagentencnrve  berObrt. 
Diese  Linienflftche  ist  vom  Sten  Grade  Dem  entsprechend  schnei« 
dea  sich  2  Qykliden  des  Systems  längs  einer  Gorre  rechtwinklig 
(rechtwinklig  dämm,  weil  jeder  Erzeugende  der  LinienflAche  2  Paar 
BerOhmngspnnkte  trftgt,  die  zu  einander  harmonisch  liegen),  und 
diese  ist  Kr&mmnngslinie  auf  beiden  Flächen,  im  flbrigen  ebenlalls 
von  der  8ten  Ordnung  % 

Je  3  Congrueuzcn  der  Schaar  haben  IG  r^.,  0  angebürige  Ge- 
rade gemeiu,  die  Doppeltaugcntcu  sind  für  die  3  zugehörigen  Brcnn- 
Hächeii.  Auf  jeder  der  16  gemciusamcn  Doppoltangeuteu  bilden  die 
6  Berührnugspuiikte  3  Paare,  2  boliebigo  dieser  3  Paare  sind  zu  ein- 
ander harmonisch.  Dem  entsprechend  schneiden  sich  im  Qjrkliden» 
ranm  Je  3  confocale  Gyididen  in  16  Punkten  rechtwinklig. 

Durch  jede  Liaic  dv^  niiägü/cicbneten  iiuearen  Complexcs  lassen 
«ich  3  Cüngrucuzeu  der  Schaar  legen,  deren  Brennflächeu  die  soeben 
berührte  Kigenscbaft  besitzen.  5  Cougruenzen  der  Schaar  dcgeneriren 
in  diesen  Fällen  in  die  Directricen  dieser  linearen  Congruenzen. 

Bern  stellen  sich  fttr  den  CykUdenranm-  die  Sätze  zur  Seite,  dass 
durch  jeden  Punkt  des  Raumes  8  Cykliden  der  Schaar  gehen,  und 
6  Cykliden,  Air  1  a^,  zu  Kugeln  degeneriren;  es  sind  dies  die  5 
FuDdamentalkugeln. 

Zunächst  werden  wir  aber  nicht  das  ganze  Flächeusystem  in's 
Auge  £s8sen,  sondern  die  einzelne  Kummer'sche  Fläche  in  ihrer  Bo- 
ziehuDg  zur  einzelnen  Cyklide.  Wir  werden  also  iu  2)  resp.  3)  dem 
\nnab'  ]!i  Parameter  eineu  festen  Wert  zu  erteilen,  etwa  od  setzen; 
dann  haben  wir  die  Cyklide 

4)  ia,V  =  0. 

1 

Jeder  Düppeitaugente  der  Kuminer'schcn  Fluche  entspricht  eine 
Panktkugel  im  Cyklidenranm;  also  ent;;i)ri(;bt  je  2  Punkten  der  Kum* 
mer'scheu  Fläche,  den  "2  Berührungspunkten  der  Doppeltaugcntc  näm- 
lich, nur  ein  Puukt  der  Cyklide.  Ausgenommen  allein  sind  die  Punkte 
der  obeugedachten  ausgezeichneten  Haupttangentencorve  8ter  Ord- 
nung der  Kummer'schen  Fläche.  Diese  ist  eine  Cunre  4panktiger 


7)  Unter  dem  Grad  einer  Linienflache  rerstehen  wir,  wie  äUicbt  die  An* 
lelil  der  Sneagendco,  welche  «ine  beliebig  vorgegebeoe  Gerade  treffeD. 

6}  Auf  dae  Snfieprechen  toq  LinienflScIieii  ond  Correo  gehen  wir  hi  |  4., 
pw  €9.  amlfthrlicher  ^n. 
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Berflhnmg  fbr  die  Kamnier^sehe  Fliehe,  die  Doppeltaqgeiitea  in  da 
Pookten  denelben  sind  vierfache  Tangenten,  jedem  Punkt  alie 
Hanpttangenteoennre  ihr  sich  allein  entspricht  ein  Punkt  der  Cjklida; 
die  Beziehung  ist  in  diesem  Falle  eine  (1, 1)  dentige.  Die  entsyie- 
ehenden  Pnnkte  der  Cyklide  bilden  die  singnlire  Krflmmnngsliaie,  ia 
welcher  die  FUcbe  von  der  benachharten  des  Systems  geschnittn 
wird;  denn  die  ansgezeichnete  Hanpttangentencnrve  Terwandelt  sick 
ja  in  die  developpabele  Focale,  nad  diese  berührt  die  CTfclide  ii 
Jeuer  singnlSren  ErOmmangslime. 

Wir  geben  den  erhaltenen  Xiesoltateu  die  Fassung: 

„Die  Beziehung  zwischen  Snnuner*scher  Flftche  und  Cjklide  ist 
t,eine  derartige ,  dass  im  Allgemeinen  je  zwei  Punkten  der  erstena 
„nur  ein  Punkt  der  letzteren  entspricht,  nftmlich  den  2  Berflhnn^» 
„punkten  einer  der  oo*  Doppeltangenten,  die 0  angehören,  eiae 
„der  oD>  PunktkagclD,  welche  die  Cyklide  bilden**. 

,«Nur  dio  Punkte  der  ausgezeichneten  Haupttangeutencurve  8ter 
„Ordnung  entsprechen  den  Punkten  der  ausgezeichneten  singollrsa 
„iülimmnngslinie  ein- eindeutig^. 

Da  den  Haupttangenten  der  Kummer'schen  Fläche  die  Hanpt- 
kugeln  dfr  Cyklide  entsprechen,  so  linden  wir  überhaupt  den  Satz^): 

„Die  Haupttangentencurven  der  Kummer'schen  FUlehe  bilden  sifik 
„ia  die  Krammnngalsnien  der  Qykiide  ah^. 

§  3,    raramUerverteilnng  auf  rler  Kuhimer'tcheu  Fläche 
und  deren  Uebertragung. 

Jeden  Punkt  der  Kummer'schen  Flftche  können  wir,  kmnuüioige 
Ceordinaten  einf Ohrend,  durch  die  beiden  Haupttaogentencsrfen  be« 
stimmen,  die  durch  ihn  hindarehlaufen: 

Xi  =  coust;  =  const 
seien  dio  Glcichnngon  dieser  beiden  Haupttangentoncnrven.  Dsan 
ist  durch  difso  Parameterwerte  der  bctrcffendo  Punkt  hostimmt  aber 
nicht  eindeutig;  die  beiden  Hanpttangentcucurveu  Idter  ürdaong 
treffen  sieb  ja  in  32  Punkten,  und  diese  32  Punkte  bangen  s&mint- 
lieh  von  denselben  Paraniotcrwerten  Ä,  and  if  ab.  Um  die  einielncn 
Pnnkte  der  Ornppo  zu  nidiujualisiren,  nehmen  ^  ir  als  Be&ümmuiigs* 
stflcko  nicht  und  i  sondern  die  beiden  Qberall  endlichen  Normal' 
iütegralo  vom  Geschlecht  2,  hiugeieitet  zu  A^,  resp.    als  obere  GreBzes 


9)  et  p.  SS«,  IA»,  a.  a.  0.,  p.  177. 
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«Bd  all  Imtionalittt  wo  die  at  die  Parameter  der  6 

aasgezeichneteu  HaupttaDgentencurveu  8ter  Ordnung  bedeuten.^*') 

Betrachten  wir  eine  solche  Gruppe  ▼on  32  Punkten,  so  aehen 
wir,  dasa  ans  einem  ?on  ihnen  15  weitere  henroi^hen  dnreh  15 
Conineationea  —  die  15  involntonachen  windschiefen  Perapecttvea, 
die  sich  auf  die  15  Directricenpaare,  also  die  15  Congmenien 
cf  SS  0  «ft  —  0  Btlltien. 

Die  IG  noch  übrigen  baugen  von  den  16  scbon  betracbutcn 
dualistisch  ab.  Betrachten  wir  nämlich  einen  der  16  Punkte,  so  ge- 
hört zu  ihm  eiue  Tangeutialebenc  au  die  Kummer'scho  Fläche;  in 
dieser  Tangentialebene  wird  eine  Gerade  des  Taugentenbusciiels  dem 
aasgezeichneteu  Complex  a-g  =a  0  angchöreu.  Diese  ist  Doppeltangeute 
an  die  Kummer'sche  Fläche  und  liefert  infolgedessen  einen  2teu  Punkt 
der  Kumnier  schea  Fläche.  So  erhalten  wir  zu  den  16  Punkten  noch 
16  weitere  hinzu. 

Baa  Ooordinatensystem  der  Hanpttangentencorven  transformirt 
sich  nun  in  das  GoonUnatensystem  der  Krammnngslinien.  Wie  dort 
ein  Punkt  dnrdi  die  htndnrchlanfenden  Haopttangentencnnren  definirt 
war,  ist  er  hier  definirt  durch  die  2  Krammungscunren 

Ht  ^ 

IMe  Hanpttangentencnrven  sehneiden  sich  nun  in  32  Punkten, 
wdcbe  auf  die  oben  hesetchnete  Weise  zusammenhaogen ;  Je  2  der- 
selben liefism  aber  als  BerOhrnngspunkte  einer  Doppeltangente,  welche 
dem  Complex     —  0  angehört,  denselben  Punkt  der  Gyklide. 

^er  Gruppe  von  32  zusammengehörigen  Punkten  der  Knmmer- 
„schen  Fläche  entspricht  also  auf  der  Gyklide  eine  Gruppe  von  nur 
nl6  Punkten,  welche  auseinander  durch  Spicgelong  an  den  Fundamental- 
„kugeln,  wie  dort  durch  Spiegelung  an  den  Congmenzon       0  j%  «  0^ 
1,  2...  ö)  herrorgehen.*^ 

Einem  Tunkt  der  Kummer'scheu  Fläche  entapncbt  üine  Minimal- 
gerade,  welcbc  die  Cyklide  in  dem  Punkt  berührt,  welcher  der  Doppel- 
tangeute an  die  Kummer*sche  Fläche,  «g  «=»  0  augcbörend,  entspricht, 
die  im  Ausgangspunkt  construirt  wurde.  Der  Tangeutialebene  im 
Ausgangs[)uiikt  an  die  Kummer'scho  Fläche  entspricht  die  2te  in 
jenem  Punkt  der  Cyklide  berührende  Miuimalgerade;  diese  letztere 
Minimalgerade  ist  aber  auch  das  Bild  des  2  ten  Punkts  der  Kummer- 


10)  AulUlcü^es  bierftber  ai«h6  p.  Sl. 
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sehen  Flftcbe,  der  zum  Ansgangspankt  dbalistifcb  gohOrt,  ebenn  wie 
die  erato  Minimalgerade  der  TnDgentialebeoo  in  jenem  2ten  Punkt 
der  Knmmer'sehen  FlAche  entspricht 

Machen  wir  demiuicli  eitio  dualistische  Umformung  im  Ranm  der 
Kummer'schen  Flüche,  liiiisichtlich  des  linearen  Coroplexes  =  0. 
durch  welche  jeder  Punkt  in  üio  ihm  durch  den  linearen  Complei 
zugeordnete  Ehene  und  jede  Ebene  in  den  entsprechondon  Puokt 
verwandelt  wir  f .  ?n  vc  rtausclien  sich  die  beiden  Untergruppen  Toa 
je  16  Punkten  aut  der  Kummer'schen  Fläche.  Eine  solche  Yertaii- 
9  schung  lindert  aber  das  Cyklidensystcm  iu  keiner  Weise.  Die  in 
Rede  stehende  dualistische  Umformung  dofl  einen  Raomes  bringt  in 
anderen  keinerlei  Aenderuug  iiervor. 

§  4.    Ahhüdung  von  Linit  ujiae/nu,  (leren  Erzeugende  thm 
au^exeicJituUen  litiearen  Complex  angehören, 

m 

Im  Folgenden  wird  es  sich  vonngsweiso  darom  bandeln,  die 
Abbildung  von  Cnrven  der  Knmmer'ftcben  Fläche  auf  die  Cjidide  ti 
zn  leisten.  Wir  konnten  zn  dem  Zwecke  die  Punkte  der  Cnnre  selbst 
abbilden  —  ihnen  entsprechen  Ja  im  Cyklidenranm  Hinimalgertde, 
die  die  Cyklide  in  Je  einem  Punkte  berühren  ein&cber  gestalten 
sich  aber  die  Verhältnisse,  wenn  wir  in  jedem  Punkt  der  Cunre  anf 
der  Kummer'schen  Flache  die  zngebdrige  Doppdtangente  constmireoi 
die  dem  ausgezeichneten  Complex  angehört  Die  so  entsteheiuie 
Linienflftche,  deren  Erzeugende  ako  dem  ausgezeichneten  lineereo 
Complex  ang^üren,  bildet  sieh  sofort  auf  eine  Cur?e  der  Qrklide 
ab;  jeder  Doppeltangente  entspricht  ja  ein  Punkt  der  Qyldide. 

Wir  betrachten  demnach  zunächst  allgemeiu  Linien  flächen, 
dercu  Erzeugende  0  angehören,  und  deren  Abbildun- 
gen,  und  stutzen  nns  hierbei  auf  ein  von  Uerrn  Klein  gütigst  zar 
Verfügung  gestelltes  Manuscript :  Zur  Theorie  der  linearon  Gomplexe, 
dessen  Resultate  die  eigenen  vervoUständigen  halfen. 

Ehe  wir  auf  die  in  Rede  stehende  Abbildung  selbst  eingehen, 
wird  es  zweckmässig  sein,  gewisser  Ausnahmgebildc  Erwähnung  zb 
tun,  die  bei  unserer  Abbildung  sowohl  im  linearen  Cumplex  als  im 
i'uükLraum  auftreten. 

Im  Allgemeinen  ist  die  Abbildung  eine  (11)  deutige;  Jeder  Gen* 
den  des  Complezea  entspricht  ein  Punkt  des  Cyklidenraumes;  es 
giebt  aber  eine  Gerade  des  Complcxes  die  Fundameotal- 
gerade'^)  — i  der  o»'  Punkte  entsprechen,  die  eine  ganse 


11)  cX.  Lic,  a.  a.  0.  p.  16t. 
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Ebene  im  QjrklideDraniii  erfliUen,  and  nmgekehrt  Punkte  im  Oy- 
kUdenranin  —  sie  liegen  auf  einem  Kegeisehnitt  — ,  denen 
ein  ganzes  Bdschel  von  Geraden  des  Complezes  entspriclit. 

Dieser  Kegelschnitt  ist  im  gegebenen  Falle  der  Kugelkreis. 
Jedem  Punkt  des  Kugelkreises  entspricht  also  ein  Büschel  von  Complcx- 
geraden,  welcbem  die  Fundamentalgeradc  angehört;  durch  dasselbe 
wird  ein  Punkt  der  Fandamcntalgeradeu  und  eine  durch  sie  hiodorch- 
gebende  Ebene  dem  betreffenden  Punkt  des  Kngelkreises  zugeordnet 

Um  die  Verhältnisse  der  Abbildung  klar  zu  übersehen,  folgt  eine 
Tabelle,  welche  entsprechende  Gt  liilde  einander  gegeanbcrstollt.  soweit 
sie  Bezog  haben  zu  den  Ausuahmegebildea. 


Ranm  des  Complezes. 

Die  Fundaroentalgerade  Li 

Eine  Compiexlinie : 

liüne  ComplexUnie,  die  L  schneidet : 

Das  dadurch  bestimmte  Büschel: 

Die  Congruenz,  gebildet  vom  ge- 
gebenen Complex  und  den  durch 
dieFuudtiuientalgerade  bestimm- 
te n  speciellen,d- h.  eine  lineare 
Cougraenz  mit/<alsDop- 
pcliiuie: 

Eine  liu.  Congruenz  mit  Dop- 
pelliuie,  die  L  enthält, 
d.  h.  die  Linien  des  Coni- 
plexes ,  welche  eine  Compiex- 
linie  schneiden,  die  ihrerseits 
L  trifft: 

Eine  allgemeine  lin.  Con- 
groena^  die  L  enthält  nnd 
dem  Complex  angehört: 

Die  Directricen  dieser  Con- 
gruenz: 

Eine  allgemeine  lineare 
Congruenz,  die  L  nicht 
cuthält  und  dem  Complex 
angehört: 

Eine  Lin  ionfläch  6  2tenGra- 
dea»  welche  L  enthftit:  { 


Cykiidenranm. 

die  CO  ferne  Ebene, 
ein  Punkt. 

ein  Punkt  des  Kugelkreises, 
derselbe  Punkt  des  Kugelkreises. 

der  Kngelkreis. 


Qc'  Punkte,  eine  Ebene  bildend, 
die  mit  dem  Kugclkreis  ciuen 
Punkt  gemein  hat,  d.  h.  eine 
Tangentialebene  an  den 
Kugelkrcis. 


eine  Ebene. 

die  beiden  Kreispnnkte  der  Ebene. 

eine  Kugel ;  die  Punkte  des  Kugel- 

kreises  entsprechen  den  Geraden 
der  Cüugrueuz,  die  L  schneiden. 

eine  Gerade,  die  den  Kugei- 
I    kreis  nicht  trifft 
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Baum  des  Complexes. 
Die  Erzeugende  L: 

Eine  Linien  fläche  StenOra- 
des,  die  L  bertthrt: 

(L  schneidet  nur  eine  Erzen- 
gende.) 


Eine  beliebige  Liuieüfläche 

2teii  Grades: 
{L  -chncidet  2  Krzciigciiiie ,  bc- 

ßtiniriit  alsu  2  Buscliel  von  Com- 

plexgcradeu.) 


Cyklidenranm. 

der  Schnitt  mit  der  nnendBd 
fernen  Ebene. 

ein  EreiB,  der  die  nnendliek 
ferne  Ebene  berahrt, d.  L 

nnr  einen  Kreispunkt  bat  DIb 
Ebene  des  Kreises  entspricht 
der  linearen  Congmenz,  welche 
diii  gescbnittene  Erzcugeode 
zur  Doppclliüie  besiUL 

Ein  Kreis. 

(Den  beiden  Büscheln  cntsprecliea 
die  beiden  Kroispunkte. 


Betrachten  wir  jetzt  eine  allgemeine  Liuieutlaclie,  deren  Enen- 
gende  dem  linearen  Complex  angehören.  Der  Grad  derselben,  ä.  k 
die  Zahl  der  Erzeugenden,  die  von  einer  beliebigen  Geraden  ge- 
schnitten werden,  sei  n.  Der  Grad  wird  im  Allgeuitiiun  mit  der 
Ordnung  und  Classe'*)  der  Linieutiäche  übereinstimmen;  nur  wcmi 
die  Erzeugenden  eine  Developpahele  bilden,  ist  der  Grad  gleich  der 
Ordnung  der  Developpabeln  und  der  Classe  der  zagebörigen  Baun- 
curvo. 

Als  cbarakteristisch  ist  femer  zn  betrachten: 

Das  Geschlecht;?  (d.  h.  das  Geschlecht  der  ebenen  Schnittcone); 
Die  Zahl  der  Doppelerzeagenden  g 

nnd  der  station&ren  Erzeagenden  tf. 
Die  Zahl  der  singnUren  Linien 

Die  Art  der  Brenncongruonz*^}.   Die  Brenncnrre  nnd  Brat* 

dcvcloppabelo  der  letzteren  giobt 

die  Doppelcurve  X  \  .  ».  .  v 

j      tC       1  j     1       k  1   o  Mer  geg.  lamenfliche. 

und  die  Doppoldcveloppabel©  5) 

Es  möge  die  Idnienfl&che  die  bei  der  Abbildang  des  Compteus 
benutzte  Fnndamentalgerado  L  nicbt  enthalten,  anch  möge  keine  iknr 


12)  Onlnung  und  Ciasso  sind  nach  einem  bekannten  SaUe  von  Cajlej  ia 
diesem  Falle  ^'leich. 

13)  lauter  der  Rrenncongriu  iiz  v^  :^l(  l;t  laun  die  ob*  Ocrndcn.  ^rrlclir  tü-i 
der  Gcsamrothcit  der  Büschel  berrdbrcu,  die  von  sich  tcbaeideiiden  Linien  der 
Flache  gebildet  werden. 
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ausgLzcichüetcü  Linien  der  lineareu  Cougrueüz  angohören,  ddren 
Duppeiünie  L  ist 

Dann  mvaiidelt  steh  die  Linienflftche  «ten  Grades  Ter- 
unserer  Abbildung  in  eine  Cnrve  «ten  Gradee,  die  den 
Kngelkreis  in  n  getrennten  Punkten  schneidet  —  die  Fnnda- 
mentilgerade  trifft  ja  n  Erzengende  der  Linienflftche. 

I>ie  Auzabl  der  Doppelpunkte  wird  gleich  ^,  die  Anzahl  der 
Kackkehrpankte  o. 

« 

Null  ist  aber  das  Geschlecht  dsr  Linienfliche,  wenn  die  Ordnung 
nd  Oaase  der  Doppelcurre     A  ist 

p  —  g  A— ^—tf 

(Wir  haben  ja  das  Geschlecht  der  ebenen  Schnittcurve  zu  be- 
stimmen.) 

Der  Brenncurve  Atcr  Ordnung  cuUpricht  nun  eine  Minimallinicu» 
fläche  2Ater  Ordnnng,  die  den  Kugelkrois  //fach  enthält.  Jede  Er- 
zeugende derselbe  n  schiicidet  die  Kaumcurve  2 mal,  entsprechend  dem 
Umstand,  das^  die  Brenncurve  erzeugt  wurde  durch  sich  schneidende 
Linien  der  Brenucoiigrueiiz.    Von  jedem  Punkt  des  Kugelkreises  lau- 

alio  h  Erzeugende  der  Minimallinicufläcbe  aus;  die  Raumcurve 
nicr  Ordnung,  die  der  Linieufiäcbc  des  Comploxraumes  entspricht, 
hat  demnach  h  scheinbare  Doppelpunkte.  £s  ist  also  ihr  Geschiecbt 


(»-^l)(n-~2) 
 5  * 


2 

JBm  übertrigt  sich  also  auch  das  Geschlecht  d^  Linienfliche 
ttSnf  die  Banmcurre  im  Qyklidenraum.^ 

Als  Bang  der  Kaumcurve  erhalten  wir 
r  —  ,»(„— D— aft  -2p— 8e 

Es  ist  dies  auch  die  Ordnung  der  durch  dieselbe  bestimmten 
Devdoppabelen.  Letztere  sehneidet  den  Kugelkreis  ausser  in  den  n 
iepfelt  a&blettden  Punkten  in 

2(r  —     Punkten  i 

sevifll  -fiegeB  also  If inimalgerade  auf  der  Developtpabelen,  soviel  mal 
in  adt  anderen  Worten  die  Verbindungslinie  2er  benachbarter 
Punkte  der  Ranmcunre  Minimalgerade.  ISin  derartiges  Voricomm* 
mss  srtsjiikht  aber  einer  siagulftren  Linie  der  Llnieaflftebe 
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des  Complexraames,  d.  b.  dem  Falle,  wo  eine  Erwägende  toi 
ihrer  benachS»arteii  geBchnitten  wird.  Wir  erhalten  demaadi 

„Der  Anzahl  der  singuläron  Linien  entspricht  also  die  Zahl  der 
„Punkte,  in  denen  die  Developpabele  der  Raumcurve  vom  Kugolkreis 
„Lretroffen  \vird  ausser  den  n  doppolt  zühieadeu  i'uukten,  in  döBtu 
,,die  iiuumcurvc  den  Kugelkrcis  durclisetzt^^ 

Eine  beliebige  Erzeagende  der  Linienflftche  wird  ven  («— S) 
ihreegleicben  getroffen,  eine  Doppelerzeogende,  ro8|i.  •tationln& 
sengende  von  <n— 4)  andern  Enengenden.  Ea  liegen  also  snf  jeder 
der  letzteren  (n  -4)  Doppelpunkte»  resp.  Rackkehrpnnkte  derDof^d- 
cnrve.  Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  resp.  Rflckkehrpaikte 
der  Doppelcnrve  ist  demnach 

f  (»— 4)  resp.  tf(ii — 4). 

Ebenso  hat  die  Doppeldeveloppabele  Q(n — 4)  Doppelebeoen  sud 
ff(n— 4)  Inflexionaebenen,  welche  an  (n— 4)  dnrdi  die  {9+0)  aek^ 
lachen  Erzeagenden  hindurchgehen  and  der  gleichen  Amahl  voi 
Doppel-  nnd  Rflckkebrpnnkten  einzeln  entsprechen. 

Bcmgemüss  erhalten  wir  im  Punktrauin  auf  der  Minimalliciea- 
fläche,  deren  Erzeugende  Secanten  der  Raumcurvo  sind,  p(o— 4) 
Doppelcrzeugendc  und  <j(n  — 4)  stationäre  Erzeagende«  äe 
jeweils  za  (n— 4)  durch  einen  Punkt  der  Raumcurve  gehen. 

§  5.    Abbildung  von  Cwnm, 

Jetzt  gilt  es  nau  noch,  die  Linienflacho,  deren  Erzeugende  den 

ausgezeichneten  linearen  Complex  augehören,  in  Verbindung  za  bris- 

gen  mit  der  Aubgangsrurve  auf  der  Kummcr'schen  Fläche,  lli^P 
welcher  beide  Flächen  eiuaudcr  bei  ilhrou. 

Gehen  wir  also  aus  von  einer  beliebigen  Curve  auf  der  Hamm* 
sehen  FlAche,  dem  Ordnung  gLeieh  «  sd. 

Construireu  wir  dann  in  jedem  Punkte  derselben  die  Doppii- 
tangeute,  \velcb(3  dem  ausgezeichneten  linearen  Complex  angehört,  w 
wird  deren  2tcr  Berührungsponkt  im  Allgemeinen  kein  Punkt  der 
Curve  sein .  wir  werden  also  neben  der  gegebenen  Curve  noch  eiih? 
2te  auf  der  Kummer'schen  Fläche  in  Betracht  zn  ziehen  habta.  di« 
dieselbe  Linieniiäche  liefert,  die  also  auch  dasselbe  Bild  aof  ^ 
Cyklide  hat. 

Die  Linienfl&che,  welche  von  den  Doppeltangenten  gebildet  liid, 
wftre  als  Schnitt  eines  linearmi,  eines  quadratischen  und  eines  Co» 
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plpTfs  ntea  Grades  —  letzterer  ist  durch  die  Curve  riter  Ordnung 
bf.tiinnit  —  von  der  Onhiung  4«.  Diese  Zahl  rcdiirirt  sich  aber 
auf  die  Hälfte,  da  die  in  Kede  stehende  Curve  auf  der  iironnfiü^ho 
der  Congriienz  (22)  vorläuft.  Demiiiirh  erglebt  sich  als  Ordnnni^  der 
2ten  „coujugirteu'"  Curve  3».  Die  Öingnlaritäteu  der  ersten  Curve 
finden  auf  der  2ten  ihr  dualistisclies  Gngenstück.  Dieser  Dualismus 
ist  aber  kf^iner  im  gewöhnlichen  Sinuc  des  Wortes.  Construiren  wir 
narnliLh  in  allen  Punkten  der  ersten  Curve  die  Ebenen,  die  ihnen 
Tcrmüge  des  ausgpzoiehncton  linearen  Coraplpxes  entsprechen,  so  !)n- 
rflhren  dieselben  dir'  Kummer'schc  Flaeho  in  Punkten,  deren  Gesammt- 
beit  die  2te  zur  eraton  dualistisch  gehörende  Corvo  bildet. 

Der  Ordnung  n  der  Ansgaugscarve  entspricht  die  AnzaU  von 
Tangentialebenen,  die  man  von  einem  beliebigen  Punkt  so  an  die 
Kommer^sche  FHfebe  legen  kann,  daas  sie  In  eineni  Punkt  der  Stea 
Cunre  berObren;  dagegen  entspricht  der  Anxahl  Ton  Tangentialebenen, 
die  man  tou  einem  beliebigen  Punkt  so  an  die  Kummer^sche  Fläche 
legen  kann,  dass  sie  in  einem  Punkt  der  Ausgangscurre  berühren ^^), 
die  Ordnung  der  Sten  „conjngirten'*  Curve. 

In  specieilen  FftUcn  kann  die  2te  conjagirte  Curve  mit  der  ur- 
sprttBglichen  zusammenfallen.  Dies  geschieht  a.  B.  bei  den  Haupt- 
tangentencurven;  in  diesem  Falle  ist  die  Cunre  zu  sich  selbst  dua« 
listisch  und  zwar  bei  den  Haupttangentencurvon  im  landläufigen  Sinne 
des  Wortes,  da  die  Tangentialebenen  an  die  Kummer'sche  Fl&che  in 
Punkten  einer  Hauptangentencurve  Osculationsebenen  an  letztere  sind; 
daa  atimmt  mit  dem  Umstand,  dass  Ordnung  und  Classe  der  Hanpt- 
tangBDtcncurve  gleich  sind.  Die  Linienfläche  der  Doppcltangenten 
kann  in  letzterem  Falle  als  Schnitt  eines  linearen  und  2er  qnadra* 
tiscber  Compleze  angesehen  werden,  ist  also  von  der  8tcn  Ordnung 
fftr  die  Haupttangentcttcurven  Ißter  Ordnung;  fQr  die  Haupttangonten- 
curven  Stcr  Ordnung  wird  sie  von  der  4ten  Ordnung  (als  Schnitt 
2er  linearer  und  eines  quadratischen  Complexes). 

Ist  demnach  die  Ordnung  der  auf  der  Kummer'scheu  Flüche  ge- 
gebenen Curvo  n,  80  ist  im  Allgemeinen  der  Grad  der  LinienÜäche  2n. 

Wir  haben  also  dm  Satx: 

„Einer  Curve  nter  Ordnung  auf  der  Kuraraer'Bchen  Fläche  cnt- 
^{iricht  im  Aügemeineu  eine  Curve  2nter  Ordnung  auf  der  C>kiide.^' 


14)  Diese  Aniahl  trbllt  masi  indrai  man  die  SdmittpaDfct«  der  Cunre 
ttU  dtf  etelen  Polwe  der  Fliehe  in  Bezug  auf  den  angenommenen  Funkt 
racht;  in  oasem  Felle  erhüt  man  eo  S»,  eine  Zahl,  die  wir  eebon  oben  iUr 
die  Ordnnag  der  Ifen  Cure  Inndea. 

I«« 
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'nritt  dagegen  der  Fall  ^n,  wo  aftmmUiche  Sten  BerQhmigi- 
pankte  der  Doppeltaogeaten  wiedentm  Pankte  der  Corre  nnd,  die 
eonjagirte  Cnrfe  also  mit  der  urspranglichen  maniinettftllt,  w  iit 

die  OrdniiDg,  resp.  der  Grad  der  Linieufi&cbe  aar  2  *  ebenso  ist  daan 

die  Ordnung  der  Corve  auf  der  Cyklidc  ^    So  iat  ea,  wie  gesagt, 

bei  den  HanpUangentenearven;  ihnen  entsprechen  die  KrOminaBgi- 
linien  8ter  resp.  4ter  Ordnung  der  Qyklide. 

Die  D  0  ji  p  0 1  p  n  n  k  t  e  der  gegelieueu  Curve  auf  der  Kummer" sscbeu 
Fläche  ergeben  Doppelerzeugende  der  Liiiieufläche,  die  von  den 
Doppeltaugcnteu  gebildet  wird.  Es  ergiebt  sieb  demnacb  der  Satz: 

^Den  Doppelponkten  der  Cnnre  anf  der  Enmmer^eehen  Fliehe 
^entsprechen  wiedemm  Doppelpnnkte  der  Cure  anf  der  Cyldide.** 

Hat  dagegen  die  Curve  auf  der  Kumraer'scben  Fläche  eine  Spitze, 
80  liegen  3  aufeinanderfolgende  Erzeugende  der  Linienfläche  in  der- 
selben Ebene;  es  liegen  also  3  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Curve 
im  Cyklidenraum  auf  derselben  Minimalgeraden;  wir  erhalten  einea 
Tangenteninflexiouspunkt.  Hat  umgekehrt  die  Curve  auf  der  Kummer- 
Sehen  Fläche  einen  TangenteninflexioDSpunkt,  dann  ist  die  Tangente 
in  diesem  Punkt  Haupttangente  an  die  Kummer'sche  Fl&che.  Ihr 
entspricht  eine  Hauptkugel,  >^  eiche  die  Cyklide  in  dem  entsprecbeo- 
den  Punkte  osculirt;  eine  solche  schneidet  aber  in  einer  Corre  vit 
Spitze  in  diesem  Punkte;  infolgedessen  bekommt  die  Corre  im  Qr* 
klidenranm  eine  Spitze.  Wir  sehen  aleo: 

„Den  Spitzen  und  TangcntcuinKexionspnnkten  der  Curve  auf  der 
„Kummer'schen  Fläche  entsprachen  resp.  Taugenteninfleiionspunkte 
„und  Spitzen  der  entsprochenden  Curve  im  Cyklidenraum.  Diese 
„Ictztereu  Taui^eutcuiulicxioQspuuktc  sind  uotwoudig  iiuaginär/^ 

Da  daa  Qecchlecht  der  Com  aof  der  CyUide  ttberdiea  nodi  m 
der  Ordnnng  der  Boppdcurro  h  der  Linionfl&che  abhftngt,  od  h  Toa 
den  Singnlarititen  der  Cnrve  anf  der  Enmmereehen  Fläche,  welche 
deren  Geschlecht  bestimmen,  unabhängig  ist,  so  sehen  wir,  dl«  nia 
Ton  dem  Geschlecht  der  Cnrre  anf  der  Knmmer*schen  Fläche  noch 
nicht  anf  das  der  Corre  auf  der  Qyklide  schliessen  kann,  sondva 
erst  die  Linienfläche  gebildet  von  den  DoppelCangenten  constnins 
mnss.  Dann  aber  erhält  man,  wie  wir  sahen,  roUatindigen  AnfseUvi 
ttber  alle  in  Frage  kommenden  Singnlarititen. 

Wir  wollen  nach  ergänzend  erwähnen:  Geht  die  Curve  auf  der 
Kummer  sehen  I  hiebe  durch  einen  Knotenpunkt  hindurch,  so  kommt 
zu  der  Linienfläche  nten  Grades  der  Doppeitangenten  noch  eise 
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LtAieofläche  ersten  Grades,  ein  Geradenbüscbcl '^),  hinzu;  infolgedessen 
erhalten  wir  als  Bild  auf  der  Cyklide  die  Curvo  2nter  Ordnung  in 
Verbindang  mit  einer  anf  der  Cyklide  liegenden  Minimalgeraden. 

II.  C  a p  i  t  e  1. 
Kammefl'ielM  Riehe  und  OyklMe  unter  BerfloktiohfHluim  der  0. 

Anf  dreierlei  Waisen  wurde,  wie  schon  in  der  Einleitung  er^ 
wibot,  die  Kn]nmer*s<^e  Flftcbe  dnrch  byperelliptische  ^Functionen 
(vom  Gesehlecbt  2)  daiigeBtellt.  Wir  haben  sachlich  geordnet: 

1)  Die  liniengeomotrische  Darstellung  Rolius. 

2)  Die  Borchardt*sche  Darstellung,  bemhend  auf  einer 
Göpel'schen  biquadratiscben  Belation. 

3)  Die  Weber'sche  Darstellung. 

In  die^ir  Aufeinanderfolge  ist  uns  zugleich  das  Einteiiuugspriuiap 
gegeben,  dam  wir  folgen  werden. 

§  1.    Ute  Uli ioKjeoim irische  Darstellung  der  Kummer  ifchcH  Fläche 


Wir  wissen,  dass  wir  die  Punkte  der  Knmmer'schen  Flftche  be- 
bestimmen können  durch  die  hindnrchhMifenden  Haupttangentencurvon, 
indem  wir  das  System  der  letateren  sam  kmmmlinigen  Ooordinaten- 
System  wählen;  wir  wissen  aber  auch*^),  dass  durch  die  Parameter- 
werte 2  er  Haupttangenteneurven 


Punkt  der  Kummer'schcn  Fläche  nicht  eindeutig  bestimmt  ist. 
'Ondem  dass  wir  die  ^Vahl  unter  32  Punkten  haben.  Um  diesem 
l'ebelstande  abzuhelfen,  charakterisircu  wir  den  Puukt  der  Kummer- 
fchcn  Fläche  nicht  durch  die  2  Parameter  und  der  beiden  durch 
im  hindurch  gehenden  UaupttangentoDcurvcu  selbst,  sondern  durch 
iic  ^iormalintegrale  erster  Gattung  vom  Geschlecht  2: 


1  5)  In  einer  der  DoppeltüngentialebcncD,  die  durch  dea  Eaotenpuokt  geben 
16)  cf.  p.  66. 


und  die  hierauf  batiremie  UebertragungttceUe. 


^  =  ^>   ^  "  *i 
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in  denen  und  als  obere  Grenzen  auftreten,  während  die  "Wahl 
der  unteren  Grenzau  a  uüd  ß  noch  ia  unserer  Hand  steht,  uad  A 
den  Wert  hat: 

3)  ya-c,)(i-<:i)a-€^a^cj(A-i:^)a-c^) 

wo  die  Parameter  der  6  Haapttaoge&teueurfeii  Stet  (M> 

mmg  bedeateiL*') 

Bezeichnen  wir  nun  mit  /I  oia  Molüpliim  von  Pehodea,  M 
lassen  wir  von  den  Aasdrücken 

3)  ±»'±»"+11 

dUgenigen  denselben  Punkt  der  Knmmer^schen  Fliehe  bedeotan,  mlcha 
sidi  dareb  eine  gerade  Anzaiil  von  Yorzeieben  nnd  durch  gntdi 
Multipla  von  Perioden  unterscheiden,  während  eAmntlicbe  Ausdrkke 
zusammengenommen  die  32  zusammengehörigen  Punkte  liefern. 

Unsere  Gruppe  von  32  Pnnkten  Mjudert  sich,  wie  wir  wissen, 
in  2  üntorgrupi)cu  vou  je  16  Pankteu.  Diese  16  Punkte  einer  Untcr- 
grupiie  unterscheiden  wir  durch  die  16  verschiedeneu  Periodeu  von 
einander,  die  bei  Integralen  erster  Gattung  vom  Geschlecbt  2  mögUdi 
sind.  Ist  der  Ansgangsponkt  dargestellt  durch 

%  I  %  =  I  «f'+l" 

so  erhBlt  man  die  15  zugehörigen  Punkte  der  Untergruppe  also  durch 
Zuitlgen  von  den  15  von  0  |  0  verschiedenen  Perioden: 


ni\0 
«u+x»  I  Oit+ss» 

«11 +«1»  I  «ix  +  o« 

«12  I  <^2i 

<hi  I  + 
0  J  an* 

wenn  die  Perioden  gegeben  sind  durch  das  Schema: 


17)  Es  «ei  für  »1^8  Folgpndp  hpmerk  t,  dnis  wir  uns  hinsichtlich  der  Thconf 
der  hyperolliptischen  Integrale  und  Functionen  nn  Herrn  Prynj  ,,Neac  Thcore 
der  ullraelliptischcu  Functionen",  Denksctiriftea  der  Wiener  Akademie,  Bü.  4, 
und  Herrn  Krazer:  „Theorie  der  2  fach  unendlichen  dUeihen**,  Leipiig  ISSt« 
aofchliesscD  werden. 
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<itf| 

«11 

»»  0 

0  tH 

nod  die  Hiemann'sche  2  blättrige  Fl&che  filr  p  =  2  die  cbarakteriBtischo 
Zenchneidiiiig  zeigt  (s.  Fig.  5.) 

Die  Punkte  der  andern  Untergruppe  unterscheiden  sich  von  den 
eotsprcchenden  Punkten  der  ersten  durch  das  Vorzeichen  von  u\ 
oder  u  was  dasselbe  besagen  will  bei  unserer  Festsetzung  aui  p.  246. 

Durch  nnaem  linearen  Complex  ob^  s=  o  werden  non  solcbe  Pankte 
einander  zngeorduet  Gehen  vir  von  dem  Punkt 

1  «t'+«t" 

ans  nad  nehmen  diejenige  Ebene,  welche  ihm  durch  den  Complex 
r^'^O  entapricht,  so  ist  deren  Bertthmngspunkt  mit  der  Kummer- 
achen Flftche  der  dnaliatiscb  znm  eraten  gehörige  Punkt,  dem  die 
Argumente  ankommen 

Beide  Punkte  liefern  nun  gemeinsam  denselben  Punkt  der  Gy- 
klide,  dem  also  2  Aignmentenwerte  mod.  doppelter  Perioden  zukom- 
men. Aus  ihm  erhalten  wir  15  weitere  durch  Zuittgen  der  15  Ton 
0 1 0  Terschiedenen  Periodenmultipla. 

Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

„Je  2  Punkte  der  Kummer^sehen  Flftche,  deren  Argumente  sich 

ffSimultan  m  die  1  orm  setzen  lassen 

^efern  denselben  Punkt  der  Cyklide." 

yyEbenso  Iftsst  eine  simultane  Umkehr  beider  Vorzeichen  den 
J^unkt  der  Qyklide  ungeftndert.*' 

„Vennehren  wir  diese  Argumente  um  die  15  mr^glicheu  von  0 
„verschiedenen  Perioden  (mod.  2  genommen),  so  erhuit  man  auf  der 
„Cykiide  aus  einem  vorgegebenen  Punkte  die  15,  welche  durcli  Spic- 
,^iing  an  den  Fundamenlalkugeln  ans  ihm  hervorgehen,  gerade  so, 
„wie  T"*^»  auf  der  Knmmer*schen  Fläche  aus  dem  entsprechenden 
„Punktepaare  15  weitere  erhftk,  die  durch  Spiegelung  an  den  Con- 
„groenzen    »  0  c  k  «  0  ans  ihm  hervorgehen. 
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Carvenay  Sterne. 
JeUst  nehmen  wir  onaere  Axgunente 

zu  den  Argumenten  von  d Functionen  Tom  Geschledit  2,  uid  £ngei 

zunächst,  was  bedeutete  das  Nnllsetzen 

a.  Der  6  nngertden  OFonetionen? 

Die  6  ungeraden  ^Functionen,  gleich  Null  gesetzt,  liefen  mtlr» 
lieh  auf  der  Kummer'schen  Fläche  die  6  HaupttangenteneorfeD  8t0r 
Ordnung,  da  wir  die  Parameter  teBelhen  zn  Venweigiiiigspiioktm 
genommen  haben. 

Dementsprechend  erhalten  wir  auf  der  Cyklidc  6  ausgezeichnete 
Krttmmungslinien.  Wir  wissen  schon,  dass  die  Haupttangcntoncane 
X  =  cq  übergeführt  wird  in  die  singuläre  Krümmungslinie  6  ler  Ord- 
nung, in  welcher  die  Gyklide  von  der  benachbarten  geschnitten  wird'*), 
iicide  Curven  sind  derartig  auf  einander  bezogen,  dass  dcü  TaugeiitLa 
der  einen  die  Punkte  der  andern,  den  Punkten  der  einen  die  T;^n- 
gentou  der  andern  entsprechen;  sie  sind  rcciproke  Curven  im  Siiiot 
des  Herrn  Lie*^)  Die  Spitzen  der  cmen  verwandeln  sich,  wie  wir 
wissen,  ui  d\c  ^tationilreu  Taugenten  der  anderen  Curve  und  umge- 
kehrt. Da  nun  die  »>  ausgezeichneten  Haupttangcntcncurven  Ster 
Ordnuug  aui  der  KuiUiuer'schen  Flüche  40  stationäre  Tangenten  uud 
keine  Spitzen  haben,  so  hat  die  singulare  Krümmungslinie ,  Uogs 
welcher  die  duvcloppabtle  Focalo  der  Cyklide  berührt,  keine  sUtio- 
näreu  Tangenten,  aber  40  Spitzen.  (Die  40  Osculationskugcln  in 
diesen  Punkten  sind  Hyperosculationskugeln  und  scli neiden  die  Cvkime 
längs  2er  Geraden  und  eines  Kreises,  der  durch  den  Schnitt  der 
beiden  Geraden  geht,  die  40  Punkte  sind  die  40  Kabdpnnkte  der 
Cyklido««). 

Die  übrigen  ö  aasgezeichneten  Hanpttangentencnrvcn  erhalteo 
wir  für  A  —  «4  s  1,  8,  3,  4»  6.  Ihnen  entsprechen  auf  der  Cyklide 
die  5  ausgeveiolineteB  Krftmmungslinien  4ter  Ordnung, 
die  5  Focalcnrven,  die  anigescfanitM  werden  lom  <lni6Foida> 
mentalkngelii. 

In  diesem  Falle  gehört  die  Unienflftclie,  deren  Erzeugende  die 
ängs  der  betreffenden  ausgozeichnoten  Hanpltangentencarre  C50nit^ri^ 


IS)  Siehe  p.  65. 

19)  Lie,  a.  a.  0.,  p.  164. 

SO)  DarbOox,  m.  a.  0^  p,  909. 
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ten  BoppeltangcntoB  an  difi  Kmumer'sclie  Flicbe,  dem  Complez  <r«  —  0 
xfgebOrend,  nad,  eiiiBr  liaearea  Congruenz  an;  infolg^esaea 
Kogl  die  entspFecheiide  Cnrre  im  CykUdennrame  in  der  Tat  auf  eiaer 
Kogel,  and  swar  einer  der  5  FnndameataUcngeln. 

Die  Linicütläche  ist  vom  4lfMi  Grade  und  hat  das  Geschlecht 
1,  enthält  jede  der  Directrieon  der  Congruenz  doppelt  nnd  hat 
Ö  siagalärc  Linien.  4  davon  haben  ihren  zugehörigen  singulären 
Punkt  in  einer  der  Direktrieen,  während  ihre  Ebenen  durch  die 
luidere  gehen;  bei  den  4  übrigen  findet  das  Umgekehrte  statt 

lafolgedessea  hat  die  Carvo  aaf  der  Cyklide  Toa  der  4tea 
Ordnung  ebenfftUs  das  Geschleeht  1,  and  es  tritt  achtmal  der 
Fall  eia,  dass  eiae  Tangente  der  Carve  Miaimalgerade  ist; 
diese  Taageafea  siad  Erseageadedor  betreffisaden  Faadameatal- 
kngel,  4  Erzengende  der  eiaen,  4  Erzeagende  der  andern  Art 

b.  Die  10  geraden  6  Functionen. 

Wir  wissen,  dass  anf  (i«T  Kunimrr'sehen  Fläche  den  10  gleich 
Null  gesetzten  geraden  # Functionen  mit  den  in  Rede  stehenden 
Arpin)ent(Mi  die  Schnittlinleti  mit  den  H)  FundamentalHächen  2ter 
Ordnung  cntsiirccben,  also  Gurveu  achter  Ordnung^*). 

0emcutspreGhead  erhalten  wir  aaf  der  Cyldido  Canrea  16ter 
Ordnnng,  welche  dea  Berflhruagaschaitt  bildea  mit  jhfinimalflftchea 
16ter  Ordaang,  welche  dea  Kagelkreis  SlGuh  enthalten  and  einen  der 
Fnadameatalkroise  alsLeitliaie  (4&ch  zählend)  besitzen.  Man  gelangt 
zn  einer  dieser  MInifflalliaienfl&dien ,  wean  man  die  Paakte  der 
Carve  der  Kammcr'sehea  FUche  abbildet  Natttriich  erh&lt  man  die- 
selbe  Cnr%'e  aaf  der  Cyklide,  wenn  man  die  Liaiea^he  16tea  Grades 
coostrairt,  welche  voa  den  Doppeltaagcnten  gebildet  wird,  and  diese 
dann  der  Abbildung  uaterwiHt 

Wir  £usea  das  Resultat  ia  dea  Satz  znsammea: 

„Den  10  geraden  ©Functionen,  plcich  2\uil  gesetzt,  entsprechen 
10  (■urvcn  16ter  Ordnung  auf  der  Cyklide.    Dieselben  können  auf- 
.^efasst  werden  als  der  Berühmngsecliuitt  mit  10  Minimallinienflächen 
„I6ter  Ordnung,  die  den  Kugelkreis  achtfach  enthalten  und  je  einen 
„der  Fundamcntalkreise  als  Leitlinie  (4  fach  zählend;  hesitzeu/* 


f  1)  Mm  Ttrglaicha  Röhn :  Botr»chtangtn  Aber  die  Xunmw'acb»  Fliehe  und 
ihren  ZuMaraimh«Bg  mil  den  hjpmelL  Fttaet.  |>  s  S«  Din.,  ferner  die  ge* 
BMinte  Arbiit  deitelbta  Teitem  im  IS.  B.  dar  Melk.  Ann. 
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c  Die  Coirensduuir         0)  —  0 

(«1 1    =  einiaclien  Integralen.) 

4^(tc^«)sO  stellt  auf  der  Knmmet^sclieii  Fladie  die  Sdisir 
der  Haapttangeotenciir?ea  IGter  Ordniug  mit  16  Spitien  und  96 
stationären  Tangenten  dar. 

Die  Tlaupttangcncurven  verwandeln  sicli  nach  den  früheren  §§ 
in  die  Krümrnuugslinien  8ter  Ordnung  auf  der  Cyklidc,  die  also  16 
stationäre  Tangenten,  die  zugleich  Mininiallinien  sind,  und  %  Spitzen 
haben  müssen.  Dass  damit  die  Zahl  der  stntionären  Tangeuten  über- 
haupt nicht  erschöpft  ist,  geht  daraus  hervor,  dass  sich  auch  eiue 
stationäre  Tan'jciite  einstellt,  —  welche  in  diesem  Falle  reell  sein 
kann,  —  wenTi  .'5  aiifeinanderfolgendc  Erzeugende  der  DoppeltaiigLOteü- 
tiächo  einer  Erz(  u^'ung  einer  Fläche  2tcn  Grades  angehören,  welche 
die  Fandanientalgerade  des  Complexranmes  ebenfalls  als  Erzengends 
derselben  Art  entb&lt. 

,,Die  Gleiehnngen  ^(u  -  e)  0,  wo  1 elnfitdi«!  Integrales 
„cougraent  sind,  stellen  bei  Teränderlicber  obrer  Grenze  dieser  ein- 
,4iMäiei  Integrale  die  Schaar  der  Erttttmnngslittien  anf  der  Cyklide  dar/ 

d.  Die  Cunrenschaar  4^  0  bei  beliebigem     \  e, 

Woun  für  einen  Punkt  der  Kammerschea  fliehe  ^(t»^e)  =  0 
ist,  so  moss  lär  denselben  Pankt  auch 

sein;  denn  ebenso  wie  der  betreffende  Punkt  dnrc^  •h'+uj"  I 
charaltterisirt  ist,  können  wir  ihn  auch  bestimmen  dorch  die  Aign* 
mente  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 

Ist  also  ^{u'-b)     D»  so  mnss  anch 

^(tt  — <j).^(tt-(-c)     0  sein. 
Non  ist  aber  nach  dem  Additionstbeorem  der  ^FonetioiMnf) 

-  V  (»)  V  W + (»)  ^1'  W + V  (»)  ^t'  («) + V  (»)  VW 

wo  «^2,  -^.j  3  ungerade  t^Fuuctiüucu  sind,  deren  Charakteristiken 
die  Summe  Ü  crgubcu. 


SS)  ci  I.  B.  Kxmur,  Thwrie  der  Sfadi  aModlichen  ^B^ihae  SS. 
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Der  letztere  Ansdrnck,  gleich  Null  gesetzt,  stellt  aber  auf  der 
Kammer*schen  Fläche  eine  Curvenschaar  16  ter  Ordnung  dar,  wie  sich 
bei  der  Ueberlegnng  crgiebt,  was  die  d  Quadrate  zu  bedeuten  haben. 
(Man  vcrgl.  Qbrigens  die  Seminanrortrflge  des  Heirn  Klein  im  W./S.  83 
„Ueber  die  Komroer'sche  Fliehe^'.) 

,,Wir  erhalten  also  auch  auf  der  Cyklide  eine  oo*  Schaar  von 
„Cnrvcn  16  ter  Ordnung,  die  den  Kugelkreis  in  16  getrennten  Punk- 
„ten  treffen,** 

§  3.  Die  Borekttrdt*tehe  ßartidiimg  der  Kwnmer'schm  Fläeht 
und  di$  Mermif  deh  gründmide  UAtrtraQungmceiM, 

L  Allgemeine  Bemerknngen. 

Die  Borcbardt'sche  Darsteilangswcise  crgiebt  sich  ans  der  im 
vorigen  Paragraphen  erörterten  durch  Auweudung  einer  quadratischen 
TransforniuLiüD,  so  dass  die  trausformirten  ^Fuiictiooen  —  wir  wollen 
sie  mit  einem  Accont  bezeichnen,  —  nur  noch  die  halben  Argumente 
haben  und  nur  4  für  die  Transformation  charakteristischen  Perioden 
ungeändcrt  geblieben  sind.  j^uhört  infolgedessen  zu  einer  jeden 
Classe  von  quadratischen  Transformationea  —  deren  wir  15  haben  — 
als  charakteristisch  eine  Gruppe  von  4  ^Functionen,  die  ein 
Vierersystem  erster  Art,  eine  Göpel'sche  Vier**)  bilden.  Solche  4 
^Functionen  sind  durch  eine  Göp ersehe  biquadratische  Ko- 
la t  i  o  n  mit  einander  verbunden,  deren  wir  aifio  auch  lö  wesentlich 
verschiedene  haben. 

Eine  solche  G0pel*8die  Relation  stellt  nun  die  Gleichung  der 
Snmmer'schen  Flftche,  bezogen  anf  eines  der  15  Fnndamentaltetraeder 
dar  (siehe  Teil  II.,  Cap.  1.,  §  1.  p.  287.)  Die  4»  Functionen,  welche 
die  Relation  bilden,  geben,  ohne  Rftcksicht  auf  die  Knmmer'sche 
Fliehe  einzeln  gleich  Knll  gesetzt,  die  Gleichungen  der  4  Ebenen, 
welche  das  Fnndamentaltetraeder  bUden.  Mit  ihren  Toraeichen- 
flndemngen  nnd  Yertanschnngen  hedenten  sie  die  homogenen  Punkte- 
ordinaten  von  16  znsammengehörigen  Ponktra  der  Kammer^schen 
Fliehe  bezogen  anf  eins  der  15  Fnndamentaltetraeder'^).  Die  Gruppe 
solcher  16  Punkte  zerlegt  sieh  wiederum  in  4  Untergruppen;  die  4 
Punkte  einer  Untergruppe  nnterschdden  sich  in  den  Coordinaten 
durch  3  VorzeicbenweGhsel ,  dagegen  gelangt  man  von  einer  Unter« 


53)  siebe  Krnzer.  a.  a  0.  p.  30,  p.  61. 

54)  Göpel:  Theoriae  transcendentium  AbeliaoarQm  primi  ordinU  adam- 
bcmtio  levis,  Cr.  Joarn.,  Bd.  36,      292,  Formel  90* 

15)  Bobn,  Bd.  15  d«r  AnDalea  p.  S44. 
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gruppc  zur  audern,  indem  mau  die  Coordinaten  io  2  Paace  teät  ud 
Uiti  Elemente  jedes  Paares  mit  eimmder  vertaascbt^. 

Als  Beispiel  einer  solchen  Göpel'scheii  Relation  führen  wir  die 
Yon  H.  Borehardt ^)  zu  Gnuide  gelegte  Oldchong  an: 

VM-^o'*-K»'*+<^i4'M-2(6)(0)(23)(U)  X 

i7ff7(5)'+f(0)^-[-f'(23)M-'g'(14)«)  

KW0)«-(23)«(14)»}  KW23)*-mU«  R6)«(14)«-(0)«(28rt 

(5)^-f  (23)^(0)^-(M)»    ,  , 

(5)  «(23)»-(U)«(14)^^^^^        ^»  ^ 
(5)^+(14)^-W-(23)^  , 

(6)  «(14)»-(0)«(23)«  "  ^»  * ^* 

(Hierin  sind  die  Vorzeichen  noch  nicht  voIlstÄndig  bestimmt;  bei 
Herrn  Krazer  liüdet  mau  dagegen,  a.  a.  0.  p.  oo.,  Formel  HI,  eine 
Gleichung,  die  sämmtlicbe  Göperscbe  Relationen  mit  Angabo  aller 
Vorzeichen  umfasst.) 

.  Die  CoDstanten  (&),  (0),  (23),  (14)  liefern  die  homogenen  Coo1^ 
oinaten  der  16  Knotenpunkte  der  Knnuner'sehen  Fische. 

Im  Ganzen  haben  wir,  wie  schon  gesagt,  In  derartige  Darstel- 
lungen, entsprechend  den  15  GöpeVschcn  Relationen  und  den  lö 
Clausen  von  ({uadratischen  Transformationen.  Der  Umstand,  dass 
jede  Oasse  noch  eine  Gruppe  von  24  Transformationen  enthält,  findet 
darin  seine  Begründung,  dass  nach  Auswahl  des  Tetraeders  die  Ecksn 
desselben  noch  24  Permntationen  gestatten. 

Wie  nun  eine  solche  biqnaJratische  Göpel  sche  Relation  die  Knin- 
mcr'sLhe  1  lächc  darstellt,  so  wird  dieselbe  nach  Ausführung  der 
Berülii  uiigsiransformation  auch  die  Cyklidc  darstellen  und  zwar  be- 
zogen auf  oius  der  15  räumlichen  Vierseite,  welcho  den  15  Fuuda- 
nieutaltctraedern  entsprechen  (cf.  p.  233.) 

Jedes  der  4  welche  die  Gdpel'sche  BelntioiL  hUden»  ftr  aeh 
gleich  Knll  gesetzt,  stellt  die  betreffende  Minimalgerade  dir,  «ekh» 


26)  Bohn,  ft.  m.  O.  p.  8S7. 

27)  Burchardt,  Cruile's  Joarnai  Bd.  ö3,  p.  ISS.    Dit  Beieichnang  «1er 
nach  Woicrstruss. 

28)  Hierbei  sind  die  Argumente  der  d^'  weggelassen  und  die  IWÄ- 
worto  abkürzend  die  blossen  Charakteristiken  gesetzt. 
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ein  Bestandteil  des  räumlichen  Vierseits  ist-^)  Die  4  ^'Functionon 
stellen  mit  den  Vorzeichenwecbseln  nnd  Ycrtausciiungon,  wie  sie  sich 
auf  p.  252.  für  die  Gruppe  der  16  Punkte  der  Knmnier'schen  Fläche 
ergaben,  die  Coordinaten  einer  Gruppe  TOO  16  die  Cyklide  in  je 
einem  Punkte  berührenden  Minimalgeraden  dar,  die  sich  ebenso  wie 
die  Gruppen  der  16  Punkte  der  Kummer'scheu  Fläche  iu  4  Unter- 
gruppen sondert  Die  4  in  der  Gleichung  auftretenden  Constanten 
bestimmen  mit  ihren  Yorzeichencombiuationen  die  16  Minimalgoraden, 
die  auf  der  Qyklide  liegen ;  denn  diese  entapreclien  den  16  Kneten- 
pnnkten,  nsp.  den  singnlftren  Ebenen. 

Wir  erhalteii  demüacb  die  Satze: 

„Eine  der  16  btquadratischen  Göpel'schen  Relationen,  welche 
„Aschen  4  0\  die  einem  YierenyBtem  Iter  Art  angehören,  be- 
istehen, liefert  die  Gleichnng  der  Cyklide  in  homogenen  Miniroal- 
MUnlencoordinaten  bezogen  auf  eines  der  rftnmlicfaen  Yierseite,  welche 
fjm  MinnnaUinien  zusammengesetzt  sind,  und  deren  Ecken  von  den 
,^Qiikten  gebildet  werden,  in  denen  Je  3  der  Fnndamentalkngeln  sich 
f^reffen'^ 

Die  Gruppirung  dieser  räumlichen  Yierseite  zeigt  uns  $  1.  des 
Iten  Capitels  des  2teu  Teils,  p.  233. 

„Die  6' Functionen,  welche  die  Relatton  bilden,  liefern  die  Coor* 
„dinaten  von  je  16  insammengehOrigen  Hinimalgeraden,  welche  die 
„QjrUide  berflhren.  Sie  sondern  sich  wieder  in  4  Unt^mppen  von 
nie  4  UQmmalgenden.  Die  Hinimalgeraden  einer  Untergruppe  unter- 
„scheiden  sich  In  den  Coordinaten  durch  2  Yorzeichenwechsel;  da- 
y^egen  gelangt  man  von  einer  Untergruppe  zur  andern,  indem  man 
,4ie  Coordinaten  in  2  Paare  teilt  nnd  die  Elemente  jedes  Paares 
„mit  einander  vertauschtes 

II.  Curvensysteme. 

a.  Die  16  eiafechen  4^' Functionen. 

Fragen  wir,  was  auf  der  Eummer*schen  Fläche  die  16  dnfachen 
iKFnnctionen,  wenn  wir  sie  gleich  Null  setzen,  bedeuten,  so  finden 
wir  zunächst  eine  Teilung  derselben  in  4  und  12.  Die  ersten  4, 
welche  das  Yierersystem  erster  Art  bilden,  ans  welchem  die  die  Kum- 
roer'schü  Fläche  darstellende  Göpel'sche  Relation  besteht,  liefern  natür- 
lich die  Schnitte  mit  den  4  Ebenen  des  Fnndameataltetraeders ,  also 
4  ebene  Cnrven  4ter  Ordnung  von  allgemeinem  Cha- 


29)  resp*  di«  dardi  dieselbe  beitiniiale  CwgrtKni  von  Hininelgenulcii. 
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rakter  auf  der  Kummor'scbcn  Fläche.  Die  12  übrigen  liefern,  wie 
Herr  Robu  ^)  zeigt,  die  Borübruiigssciiuitte  -Iter  Ordnung 
mit  Flachen  2t er  Ordnung,  welche  das  betreffende  Fundi- 
mcntaltctracder  zum  gemciasamea  Polartetraeder  babea 

Was  zanftchst  die  4  SchnittcnnreiL  mit  den  Tetraederebeneii  u* 
betrifft,  80  entsprechen  diesen  Termöge  anserer  Transformation  Com 
6terOrdnvng  auf  der  Cyklide,  die  wie  die  entsprechenden  Corm 
anf  der  Knmmer^schen  FIftcbe  keine  Doppelponlfte  haben  werdo«, 
aber  den  Kngelkreis  in  8  Punkten  schneiden. 

Sie  kann  übrigens  aach  anfgefasst  werden  als  BerQbmngsschiutt 
mit  einer  Minimallinicnfläche  8ter  Ordnung,  die  den  KngeUcreis  4- 
£ach  enthält    Diese  Minimallinienfläche  hat  als  Leitlinie  eine  >{ini 
malliuic  und  enthält  letztere  doppelt  zählend,  es  ist  dies  die  betref- 
fende MinimalUnie  des  Coordinatenvierseits. 

Die  12  tibrigen  ^'  liefern  Curven  4ter  Ordnung  auf  der 
Cyldide,  die  wir  ansehen  können  als  Berührungsschnitto  mit  12  Di- 
pin'schen  Cykliden;  denn  in  solche  verwandeln  sich  vermöge  der 
Transformation  die  12  die  Kommer'scbe  Fläche  berührenden  Fläche» 
2ter  Ordnung-'^;  und  zwar  sind  dieselben  aul  dasselbe  Coordiuatea- 
vierseit  bezogen. 

Wir  fusen  die  erhaltenen  Resultate  wiederom  in  den  Sati  ta* 
sanunen: 

,,Sctzen  wir  die  16  einfachen  B'  gleich  Null,  so  erhalten  wir  anf 
„der  Cyklide  4  Curven  8  ter  und  12  Curven  4  tcr  Ordnung.  Die  er- 
nsteren entsprechen  den  4  ausgezeichneten  B\  die  das  gewählte 
„Vierersystem  bilden ,  und  können  augesehen  werden  als  die  ßerth- 
„rungsschnittc  mit  Mini  mall  inieniiächen  8  ter  Ordnung,  die  den  Kogd- 
„kreis  vierfach,  und  die  entsprechende  Minimallinie  des  Coordiostes* 
,,vierseits  als  Leitlinie  2  fach  enthalten.  Die  12  abrigcn  Cunen  4ter 
„Ordnung  sind  die  fierübrungsschnitte  mit  12  Dnpin'scfaen  C^kUdes'*. 

b.  Die  od' Curvenschaar  ^'(tt  — e)  ssQ. 
«2 1  ^  s  flinfachen  Integralen. 

Nach  Seite  250  ist  mit  ^'(u  — «)  auch  ^\u-\-e)^0,  nad 
d'(u  — kann  man  wiederum  in  eine  Summe  von  ^(Qua- 
draten aeriegen,  deren  Argumente  die  «t|  |  %  allein  sind.  Dieie  ^- 


50)  Bd.  1  5.  der  Math.  Anntilen  p  346. 

51)  Lie,  Bd.  5.  der  Annaien,  a.  a.  U*  p*  i7.3. 
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Quadrate  wiedernm  lassen  sich  summtlich  durch  die  Quadrate  der 
ursprünglichen  ein  Vierersystera  erster  Art  bildcTiden  i>'  ausdrucken'*). 
Eiue  derartit,'e  Gleichung  stellt  demnach  auf  der  Kummer*8chen 
Fläche  den  Schnitt  mit  einer  Flüche  2tcr  Ordnung  dar,  also  Curven 
8ter  Ordnung.  Wir  erhalten  su  aui  h  auf  der  Cyklide  eine  co' 
Schaar  von  Carveu  IGter  Ordnung. 

c.   Die  00*  Curvenschaar  ^7«»  — «)  =  Ö 
bei  beliebigem     \  e^. 

Wir  erhalten  ganz  dasselbe  fiesultat,  wie  unter  b.,  nur  jetzt  eine 
Schaar  von  Corvea  16ter  Ordnung. 

I  3.   DU  Ca^U^'Weber'tche  DarHeUuag  der  Kunmer'seken  Fläßke 

vmd  ihr«  IMeriragung. 

L  Die  Gleichangäfurm. 

Wflhrend  die  so  eben  in  Betiadit  gesogene  Daistellnng  an  die 
Gleichnngsfonn  der  Kammer'schen  Fläche  bezogen  auf  eins  der  15 
Fnadamentaitetraeder  anknapfte,  grAndet  sich  die  jetzt  zu  bespre- 
chende Methode  anf  die  von  H.  Kummer**)  gegebene  Gleichnngs- 
fonn, welche  yoraussetzt,  dass  die  Seiten  des  Goordinatenletraeders 
Doppelebenen,  und  die  Eckpunkte  Knotenpunkte  der  Fttche  sind. 
Auf  diese  Gestalt  der  Gleichung  wird  man  aber  gefhhrt,  wenn  man 
die  4  ^'  jener  biquadratischen  Belation  einer  nochmaligen  quadra- 
tisdien  Transformation  unterwirft,  so  dass  man  die  daraus  hervor- 
gehenden IK'  auch  als  aus  den  ursprtlnglichen  ^  (ohne  Accente)  durch 
Zweiteilung  entatanden  ansehen  kann.  Wenn  man  alsdann  die 
nunmehrigen  d^'Quadrate  —  wir  bezeichnen  sie  durch  2  Accente,  — 
durch  die  4  ein  Yierersystem  2ter  Art  bildenden  ausdruckt^ 
und  letztere  O^Qliadrate  den  4  Cooidinaten  i},  »  oines  Punktes 
der  Flftche  gleichsetzt,  so  erhfllt  man  die  gewQnschte  Gleichungz- 
Snnn  •*) 


32)  Siebe  Krazer,  a.  n.  O.  p.  59. 

33)  Kummer,  Monatsbeiiehte  der  Bcrl.  Aka«!.  1H64,  p.  252. 

~     Abb.  der  Bcrl.  Akad,,  1866:   Leber  alj,'cbr iiische  Strahlensystemc. 

34  )  Kuhn,  B  l.  15.  *ler  Aiiimleti,  p.  347.  In  rationaler  Form  findet  loaa 
die  Gleichttog  bei  U.  Krazer,  a.  a.  0.  p.  44«,  Qleichuog  4« 
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Hierin  sind  die  ^Nnllwerte  durch  «  mit  angehäugtLii  Iudex  be- 
zeichnet,  entsprechend  der  jedesmaligen  Charakteristik  j  die  Bezei^- 
nnng  ist  die  von  Weierstrass. 

Die  16  Doppelcbenen  der  Kunmer'iclidii  Fliehe  verwandeln  sich 
nun  durch  die  Berührungstransformatiou  zosanunen  mit  den  16 
KnoteopuDkten  in  die  16  Mimmalgeraden,  die  auf  der  Cyklide  li^gOL 
Dieselbe  8 Relation  also,  welche  die  Kummer'sche  Fläche  bezogee 
auf  ein  Doppelebenentetraeder  darstellt,  stellt  auch  die  Qyidide  be- 
zögen anf  ein  Minimallinienquadropel  dar,  die  aimmtlich  der  CyUide 
angehören.  Wie  es  nun  80  ViefenysteiDe  3ter  Art**)  giebt,  w  er- 
halten wir  auch  80  Doppelebenentetraeder. 

Den  4  Ebenen  eines  Tetraeders  entsprechen  nun  im  Cyklidenranm 
4  Minimalgerade  der  Cyklide.  Je  drei  der  Tetraederebenen  schneiden 
sich  aber  in  einem  Knotenpuiikte;  es  entstehen  so  4  Knotenpunkte, 
und  diesen  mOssen  ebenfalis  4  Gerade  der  Cyklide  entsprechen.  Es 
können  nun.  wie  eine  einfache  Ucberleguug  zeigt,  2  F&Ue  eintretea: 
die  4  Knotenpunkte  Uefern  entweder 

1)  dasselbe  Oeradenqnadrnpel  wie  die  4  slngnL 

Ebenen,  oder 

2)  ein  Geradenquadrupel,  wcUhes  mit  dem  ersten  eine 
Sch  1  äfli'flcbe  Doppelvier  bildet,  oud  zwar  erhalten  wir  in 
Ganzen 

40  Qnadrupel  der  ersten  Art, 

40  (Quadrupel  der  zweiten  Art,  oder  20  Doppel  vieren^). 
Wir  haben  demnach  den  Satz: 

„Die  Rulatiun  4teu  Grades,  welche  zwischen  den  ©"Quadraten 
„besteht,  die  eiiiom  Vierersystem  2ter  Art  angehören,  lieiert  die 
„Gleichung  der  Uykiidc  bezogen  auf  eins  der  80  Quadrupel,  welche 
„aus  den  Geraden  der  Cyklide.  entsiirechend  den  60  Vicrersystesion 
„2ter  Art,  gebildi^t  ^vcrdeu  können;  4l)  von  diesen  Quadrupeln  Labea 
„die  besondere  Kigenschaft,  20  SchÜiHische  Doppelcurven  i)il- 
„den'^ 

Indem  wir  nochmals  darauf  hinweisen,  dass  unsere  Jetsigen  Ar- 
gumente nur  halb  so  gro^s  als  die  urspmnglichen  sind«  welche  dis 


85)  Krazcr,  a.  a.  0..  Tabelle  IL,  am  Schluis. 

3C)  Damit  sind  aber  die  Doppclviercn,  welche  die  G  rn  ien  der  Cjklidc 
btlUen  köoDen«  erschöpft,  Tergl.  Clebtcht  Ueb«r  i^  lichea  4ter  Uni.  etc.  Cr.  J. 
Bd.  69.,  p.  167. 
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liniengcoiiietriächc  Dai  stcllun};  viTmittclteu,  bemorken  wir  noch,  dass 
die  homogeneu  Coortlinatcn  eines  Punktes  der  Kunnner'schen  Fläche 
sich  jet7i  durch  die  ^"Quadrate  ausdi  uckeu ,  iulolgodesscu  zu  einem 
Punkte  die  Argumeute 

gehören,  wo  il  ein  beliebigofi^  ancb  nngeradeB  Periodeumaltiplam  be- 
loicbnen  kann. 

Ebenso  bestimuien  jetzt  im  Cyklideoraum 

(in  nnd  dieselbe  die  Cyklide  berühreude  Miuiraal^'eradc,  also  auch 
unttilltar  einen  Punkt  der  Cyklido,  deujeuigeu,  iu  welchem  die 
Minimalgerade  berührt 

^Die  Werte,  welche  die  4  d"Qaadrate  annehmen,  die  einem 
^Viercrsystem  2  ter  Art  angehören,  liefern  die  Ooordinatenwerte  einer 

„der  Miuinial;,'eradou,  welche  die  Cyklide  berObron;  diese  Coordinatea 
„bleiben  uugeändort,  wenn  wir  die  Argumente  der  ^"Functionen  im 

„Vorzeichen  ändern  oder  beliebige  Periodenmultipla  zufUgea*\ 

IL  Carveusysteme. 

a.  Die  einfachen  ^"Functionen. 

Die  16  einfachen  ^''Functionen  ergeben  zunächst,  gleich  Null 
gesetzt,  anf  der  Kummer'schen  Fläche  die  Gleichungen  der  16  K(  gel- 
scbnitte,  in  welchen  die  16  Doppel  ebenen  die  Kummer'sche  Fläche 
berflhreu.  Ihnen  entsprechen  auf  der  Cyklide  natürlich  die  16  Ge- 
raden. Insofern  jeder  Kegelschnitt  durch  5  Knotenpunkte  geht,  die 
nicht  zn  sdner  Ebene  gehören .  ei-luilte]i  wir  bei  der  Constmction 
ier  Doppcltangenten  ausser  der  i^inicutläche  Iten  Grades,  welche 
tlic  Ebene  des  Kegelschnitts  ausfüllt,  noch  5  Linien  ersten  Grades. 
Deaaelbeti  entsprechen  die  5  Geraden  der  Cyklide,  welche  eine  vor- 
gegebene Gerade  derselben  schneiden. 

Wir  erhalten  den  8atz: 

„Die  16  einlachen  ^'Quadrate,  gleich  Null  gesetst,  liefern  die 
„16  Hinimalgeraden,  die  auf  der  Cyklide  existiren^S 

b)  Die  Cnrvenschaaren  ^'(«^  e)  »  0. 

1)   ^/'(i*  — «)  =  0^'),  wo  e,  i  ej  oiufacUou  Integralen  cou- 


37)  I  =  einer  der  16  Ghsrakteristtken. 
▲relu  d.  M»th.  u.  Fhys.  8.  Eeili««  Teil  U.  17 
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grnent  ist,  liefert  auf  der  Kumincf^Bcheii  FUehe  efaw  Taugca- 
tialebene,  welche  in  einem  der  16  Kaotenponkltt  in  diodbe 
gelegt  wird;  dieeelbe  Bdiaeidet  anf  der  Knmmer^achea  FUdw  etae 
Cnnre  4  ter  Ordnnng  ans,  welche  in  dem  Knotenpnnkt  eine  Spitie  bt 

2)  Ist  «1 1    aUgemein,  nnd  nehmen  wir     |  «t  in  der  Gsitait 

an 

80  liefert 

2)  ^"(tt— «)=0 

eine  Tangentialebene  der  Knmmer'BChe D  Flüche,  wekbe 
in  dem  Punkt  berührt,  denen  Aripunente  sich  in  die  Gestalt  setus 
lassen 

«11«**  =  — 2 —      a  * 

Diese  schneidet  anf  der  Knmmer^schen  Fliehe  also  eine  Csm 
4 ter  Ordnnng  ans,  die  in  dem  betroffenden  Punkt  einen  Doppd- 
pnnkt  besitst 

Die  Carven  4  ter  Ordnong,  welche  anf  der  Kummer'schen  Fl&che 
durch  die  Gleichaug  1)  dargestellt  werden,  verwandeln  sich  in  Carven 
8  ter  Ordnung  auf  der  Cyklide,  die  eine  der  Minimalgeraden  der 
Cyklide  zur  stationäreu  Tangente  besitzen;  sie  bilden  den  Bertthnings- 
schnitt  mit  Minimalliuieutiächen  8  ter  Ordnung,  welche  den  Kngelkreä 
4  fach  enthalten  uud  diejenige  MinimalUnie  als  Leitlinie  (2  fach  läb' 
lend)  besitzen,  welche  die  Cyklide  in  dem  genannten  Taqgeatsa» 
iniiexionspankt  der  Cnnre  berObrt 

Wir  erhalten  den  Satz: 

„Dnreh  die  Gleichnngen 

BiXu—e)  ^0,  wo  «1 1  «8  =  einfachen  lateralen, 

„werden  auf  der  Cyklide  IG  Curvensystenie  Hter  Ordnung  dargestellt, 
,.welche  je  eine  der  16  Miuiuiaigcradon  der  Cyklido  zur  Wcudetan- 
„genlc  besitzen  uud  angesehen  werden  können  als  BerübiungsschDift 
,,mit  Minimalliuienflächt'u  8ter  Ordnung,  die  den  Kugtlkrei-  4  i^tu 
„eutlialten  und  die  in  df^m  beti'efl'uudeu  Wendepunkt  die  Cykiiuo  be- 
„rührende  Minimalgerade  als  Leitlinie  besitzen*'. 


SS)  Man  Teiglcicbe  Semintrvortrsg  des  U.  Kleio,  W.  8.  SS|8a.  .üeber 
die  KwDmer'seb«  f  I4che<*. 
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Daran  Bdüieast  aicli  sofort  der  wntere  Sats,  die  Gurren  betref- 
lud,  die  durch  2)  dargestelU  sind: 

^arch  die  Gleichungen 

4^V— «)  =  0  bei  beliebigem  | 

„werden  auf  der  Cyklide  Curven  8tcr  Ordnung  mit  Doppelpunkt 
.  tTf^rgestellt,  dio  angesehen  werden  können  ais  Berübrungsscbnitt  mit 
,^uimallinicnfläGhen  8ter  Ordnung,  die  den  Kogelkreis  4 fach  ent- 
iihalten  imd  eine  der  beiden  im  Doppelpunkt  die  Cyldide  berühren- 
nden  IQniinalgenden  als  Leitlinie  besitzen'^ 

Schlusscapitol. 
Beiiehiiiigen  zwliehen  Kummer'Mhaii  Fliehen  und  Fliehen  2  tan  Qradet. 

Uebertragen  wir  die  Ergebnisse  des  letzten  CapiteU  im  ersten 
Teil  auf  den  Baum  des  linearen  Complexes,  eo  erhalten  wir  hier  an 
Stelle  der  doppcltbcrührendcn  Kreise  an  2  Flächen  des  coufocalen 
Systems  Hyperboloide,  welche  2  Erzeugende  derselben  Art  enthalten, 
die  Doppeltangenten  der  einen  Eummer'scheu  Fläche,  und  2  weitere 
Erzeugende  derselben  Art,  dio  Doppeltangcnten  der  andern  Kummer» 
sehen  Fläche  der  Schaar  sind,  Hyperboloide  berühren  die  Kom- 
mer'schen  Flächen  also  in  je  4  PunlEten.  Dio  Erzeugenden  der  an- 
dern Art  der  Hyperboloide  entsprechen  zu  je  zweien  den  Kugeln  des 
dorch  den  Bildkreis  bestimmten  Büschels;  den  beiden  Puuktkugeln 
des  BCIschelB  entsprechen  (die)  2     »  0  angehOngen  Erzengendeu. 

Wählen  Hir  2  Kuuinicr'schc  Flächen  der  Schaar  mit  den  Tara- 
metem  Aq  fio  willkuriicli  heraus  und  überdies  ein  Geradenpaar, 
das  =-  0  angehört  und  conjugirt  in  Bezug  auf  einen  audciii  der 
Fuudamcntalcomplcxc  ist,  so  lassen  sich  durch  dieses  Geradenpaar 
4  Hyperboloide  legen,  welche  dio  gewünschte  Eigenschaft  besitzen, 
mit  jeder  der  Kuinmer'schcn  Flächen  2  Doppel tangeuten  gemein  zu 
haLjL  u  und  auf  jeder  derselben  die  Kumnier'schc  Fläche  2 mal  zu 
berulireu.  Durch  ein  Doppeltaugeuteiipaar  «0  =  0  auf  einer  der  bei- 
den Kummer*scheu  Flächen  selbst,  das  conjugirt  ist  in  Dezug  auf 
einen  der  uuderu  b  Compiexe,  lassen  sich  noch  2  Hyperboloide  der 
verlangten  Art  legen. 

Wir  haben  demnach  anf  einem  solchen  Hyperboloide  2  Geraden 
der  ersten  Erzeugung.  Die  av  »  0  (t  —  1,  2,  3^  4  od.  6)  und  2  6e- 


39)  Die  Kummer  srhcn  Fl&cben  der  Schaar  berühren  sich  Iftoge  der  aiu- 
geseicho.  HttOpUaag.  8.  Ord. 

17» 
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nde  der  Sten  EnEengmig,  die  jr^  «  0  angehören.  Die  flbrigen  Gcndn 
der  letzten  Erzengnog  gmppiren  dcli  ta  je  zweien  za  denselben  tät 
Doppelelementen  einer  Involntiott;  entzprecfaend  der  In?olntioiidfii 
Engelbflsebels  mit  den  Ponktkngeln  als  Doppelelementen.  EioeKngd 
des  Bflscbds  wird  zor  Ebene;  ihr  entsprecben  die  beiden  conjngiitei 
Erzengenden,  die  die  Fondamentalgcrade  treffen.  Die  FnndaroeDttl- 
gerade  wird  nocb  von  2  Eraengenden  der  andern  Art  gesdudttn; 
letztere  entsprechen  den  Kreispnnkten  des  Ansgaugskrdses. 

Wir  haben  jetzt  im  Raum  des  Complexcs  dr^  «=>  0,  indem  wir 
noch  einen  der  übrigen  Fundamentalcompleic  =  0  (»  =  1,  2,  3,  4 
oder  5)  herausgreifen  *®),  eine  Darstellung  der  Geradcnpaaro,  jeweils 
conjugirt  in  Besag  aof  diesen  2tea  Fandamentaicomplez,  durch  B 
Parameter  iL,  ^,  wo 

Einem Werttripel  |u,  v  gohörea  8  Geradonpaarc  an,  \\elelio 
die  3  Eanuner'schen  Flächen  der  Schaar,  entsprechend  deu  3  Para- 
metern fc,  V  als  gemeinscbaltlicho  Doppeltangenten  besitsse  (et 
p.  236). 

Die  X  *  Schaar  von  llyperbuloidon  wird  alsdann  auaijrtisch  de- 
finirt  durch  die  simultanen  Differoutialglcicbungen 


1) 


dX 
A 

th 

+  jvr 

XdX, 
A 

vdv 

=  0 


dk  du  dv 

HO  Af      N  die  Werte  3)  p^  210.  besitzen  nnd-^>  j^«  j^s&mmt- 

Heb  dasselbe  Yorzeiehen  besitzen.  Um  nar  mit  reellen  Grossen  n 
tnn  n  haben,  lassen  wir  wiedenim  die  Ungleicbongen  beeteben 

Der  Uebergantr  von  einem  Complexgeradenpaar  l,  ju,  v  za  einem 
benachbarten  A-j-tU,  ^-^-dfi,  v-^dv  giebt  uns  als  laiui  eins  der  4 
in  Kedestchendon  Hyperboloide,  wenn  dabei  die  Glcichungea  1)  er- 
füllt werden.  Die  4  Hyperboloide  sind  von  einander  unterscliieden 
durch  die  Vorzeichen  der  Verhältuisse  der  Wuizciiuücüuüen  A 

Betrachten  wir  jetzt  ein  einzelnes  der  4  Hyperboloide.  Wir 
lassen  d>is  Erzeugendenpaar  (AjAv)  —  wir  wollen  es  {LL')  neoneii  — 


40^  Wir  wollen     =  0  aasidcbnen. 
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liog»  des  gaii»n  Hyperboloids  hislanüBn;  es  werden  sich  daan  die 
des  raccesaiyeii  Eixeiigeiidenpaaren  zugehörigen  Wnnelfanetioaen  Ay 
Af,  N  stetig  ftndern  nnd  ihre  Vorzeichen  nur  mit  resp.  dX^  d¥ 
auammen  Sndem,  d.  h.  in  den  EnseogendenpasMn  resp.  i  o«, 
i  »  io»  ^  <^  ^  l<oi  v^Of,  v^ogi  jede  WnrseUanction  än- 
dert also  ihr  Torzeichen  2  mal  anf  jeder  Hfllfte  des  Hnwrbololds^). 

Geht  man  von  dem  Geradenpaar  {LL')  =  (kfiv)  bis  zu  dem 
Gcradcupaaro  (Z-^jZ/qO  =  ^as  Doppeltangentenpaar  an  die 

lüimmer'&che  Fläche  Üq  ist,  so  ergeben  die  Differentialgtoichangen  1): 

oder 

vN  fiM  LA 

^>    J  "IV"  "  /  M+J 

•l  «8  ^ 

v'  JV'  i»,'M' 

als  Belationen  zirischen  den  Ooordinaten  (vV)  der  Berflh- 
rangsdoppeltangente  (L^')  einer  der  4  vom  Geradenpaar 
(Zi£')  an  die  beiden  Flächen  nnd  |io  gehenden  Doppelbertthrongs- 
hjperboloide  nnd  den  Coordinaten  Ifiv  von  (£u&0* 

Nun  könucn  wir  endlich  auch  Schliessungssätze  aufstellen  für 
Gebilde  —  den  Polygonen  entsprechend  —  die  aas  Teilen  von  Hy- 
perboloiden zusammen  gesetzt  sind,  welche  zu  der  betrachteten 
Schaar  gehören,  Gehüdc  also,  die  den  FJacbpn  A,,  niid  (Hq  umschrieben 
^ind ,  und  ausserdem  einer  Fläche  der  Schaar  einbeschrieben  sein 
mögen. 

Man  gelangt  zu  einem  solchen  ans  Hyperboloidteilen  bestehenden 

Gebilde,  indem  man  von  einem  Doppeltangentcnpaare,  coojagirt  in 

Bezug  auf  ^ ,     Ü  der  Knmmer*8chen  Fläche  X  ausgeht  nnd,  eins  der 

hiudiirLh  gi  hendeii  1  Hyperboloide  der  Schaar  beliobig  herausgrei- 
fend, auf  demselben  \üu  Krzeugcndcr  zur  Erzciigonder  fortschreitet, 
bis  man  wiederum  zu  einem  Erzeogendenpaare  gelangt,  das  der  Fläche 


4 1 )  Das  Hyperboloid  wird  durch  die  2  a;«  =  0  luagebOrigen  £rseiigendtii 
in  2  Hälften  geteilt. 


Digitized  by  Google 


262 


Dom$€kt  Dm  J>ait»Uibmg  der  fÜdkm  vierttr  (Mbrnng 


k  angehdrt  Jetst  verlaason  wir.  das  Ausgangsbypeiboloid  und  gte 
auf  dem  in  Bezug  auf  X  conjagirten  Hyperboloid  weiter,  Ar  «dd« 
A  das  entgegengeaetste  Yorzeichen  hat  Bleibt  dieae  Festaetmg 
auch  fttr  aUe  spAteren  Schnitte  mit  der  Flttdie  X  !>e8tehen,  so  ist 
dadurch  nnsere  CoDstniction  eindeutig  bestimmt,  nachdem  Anfragt* 
crzeugendenpaar  und  Anfangsflächo  gegeben  sind. 

Keben  dem  einen  Polygon  (im  übertragenen  Sinne)  erhalten  wir 
ein  2te8  conjugirtcs,  dessen  Kanten  ebenfalls  auf  X  liegen,  aber  du 
vom  ersten  durch  die  Gongmenz  «4 0  —  0  geschieden  ist  Audi 
Jetat  ist  an  bemerken,  daas  wir  im  allgemeinaten  Falle  niebt  %  toi* 
dorn  ein  eiueiges  Polygon  erhalten  würden  mit  der  doppdtsa  Kü* 
tenzahl,  welches  die  Gongmenz  «4  ^  0,        0  dorchsetit 

Soll  die  P olygon  r  t)  II s  tr actio a  sich  schliesseii,  also 
Endkaute  mit  Anfangskaiito  zusammenfallen,  und  das  letzte  Hyper- 
boloid mit  dem  ersten  coiyugirt  in  Bezog  anf  l  sein,  so  jnoss  die 
Bedinguug  bestehen: 


h  Ih  ^ 
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XL 

Heber  einen  Satz  der  Zahlentheorie. 

Von 

Heim  F.  Gomes-Teixeira, 

Professor  ftn  der  Univarsitit  Coimbra. 


Tn  einer  Note,  puldicirt  in  don  Couiptes  Kcudus  de  TAcadcniio 
des  Sciences  de  Paris,  tomc  XüIU,  hat  Herr  Weill  gezeigt,  dass 

 n\  

tt\ß\,,,k\{a\r{b\)ß...{1i\)>^ 

eine  ganze  Zahl  ist,  wofern 

Er  !u  weist  diesen  Satz,  iudcm  er  zeigt,  dass  obiger  Ausdruck 
die  Anzahl  der  Arten  darstellt,  anf  welche  man  ans  n  Buchstaben 
eine  Zusnninionstelluug  von  a  Gnippcu  zu  a  Bnchstabcn,  b  Gruppen 
zn  ß  Bachstaben,  e  Gruppen  zu  y  Bachstabon  n.  a.  w.  bilden  kann. 

Wir  werden  sehen,  da^s  mau  diesen  Satz  mit  Hiilio  der  Theorie 
der  Derivirteu  beliebiger  Ordnung  begrüudea  kann ,  ein  Verfahren, 
welches  die  Bedeutung  bat,  dass  es  einen  Platz  zwischen  zwei  Doc- 
trinen,  der  Combiuatorik  utid  der  Lehre  von  den  hoheru  Derivirteu, 
aufstellt. 

Betrachten  wir  die  2  Functionen 

.  Die  successlye  Differentiation  von  m  nach  x  gibt,  wie  leicht  211 
sehen,  das  Resultat; 
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wo  A  eine  ganze  Zahl  iat 

Um  den  Satz  in  aller  Allgemeinheit  zu  beweisen,  betraclitea  wir 
die  Functionen 

lu  uuserra  Artikel  —  über  die  Derivirten  beliebiger  Orduuug, 
l)ui>licirt  im  XV Iii.  Bande  des  Gioraalc  di  Battaglini,  haben  wir 
gezeigt,  dass  die  Derivirte  nter  Ordnung  von  u  nach  x  durch  die 
Formel  gegeben  ist: 

ifo  A  eine  ganze  Zahl  und  durch  die  l'ormei  ausgedruckt  ist: 

n! 


^  al iJ! ... il X  «'I ... A'IX «.X  (3'l)y+y'-. ^.(»1}A+a4- 

wo 

«+2i5+3y+...+nA+a'4-2i5'4-3/+...+iir+...-ji 

Der  Satz  ist  hiernach  voUstliidig  hewieeeiL 

Ans  dem  eben  Gesagten  srliliesst  man,  das?  ein  Band  besteht 
zwisLhcu  den  Cocfticieutün  im  analytischen  Ausdruck  der  Derivirten 
nter  Orduuug  und  der  Anzahl  der  Conihinationen  von  n  Buchstaben; 
und  80  ergibt  ein  beliebiger  Satz  aus  der  einen  Doetrin  einen  ent- 
sprechenden Satz  der  andern ,  und  die  mit  der  einen  verlmfipft^ 
Gegenstände  sind  es  auch  mit  der  andern. 

So  sind  z.  B.  die  Bernoulli'schen  Zahlen,  gemäss  ihrem  Ausdruck 

wo  yo^2i»-i)      (2m  — i)te  Dehvirte  der  Function 

Sf=:(l  +  e«)-» 

für  X  =^  0  darstellt,  verknttpft  mit  den  in  Hede  stehenden  CoeMcisntea 
A  mitteist  der  folgenden  Formel: 


22«  — 1  2'+iaI^l...Al(2I)^(3!)y...(iil}* 
wo 

o+2iS  +  3y+...(2«  — 1)X  =  2"  — 1 
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Um  die  Bedeutung  der  Zusammonstclhing  der  Tlioorie  der  De- 
rivirten  beliebiger  Gr  hiung  mit  den  Combinationen  ans 
Liebt  ZQ  stellen  9  wollen  wir  einen  Satz  der  Theorie  der  Derivirten 
herleiten. 

Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  zuerst  mittelst  einer  Derivirten 
nter  Ordnung  den  Ansdmck  der  Summe  der  Coefficienten  A  suchen, 
fttr  welche  «-f-/5  +  .--  +  ^  einen  bestimmten  Wert  >  hat 

Setit  man  « in  der  Formel 

g5  -  XilftW(y')«(y'V...(jf<»))* 
80  werden  alle  Tenne  von  der  Ordnung  t  an  mül,  weil  man  hat: 

Macht  man  nachher  y  e^—l  und  0  =  0,  so  erhftlt  man  ge- 
sondert den  Term  tter  Ordnung,  weil  y  —  0,  y'^»  1,  y"=  1,  etc., 
folglich 

»  =  0,  u"=:0,  ...ttW-D-O 

Wir  hahen  also 

wo  2*  die  Summe  der  Werte  von  A  darstellt,  welche  den  Lösungen 
der  Glefchnngen 

j  positiTüQ  ganzen  Zahlen  entsprechen.   Dafür  kann  man  schreiben: 

i+/3H-2y+...(A— 1)A  =  0 

Aadrerseits  haben  wir  in  Anwendung  der  Leibuitz'schen  Formel : 
^Hf^^iy     r  "|(») 

Sy  °[(«--i)(«--»-J 

wo  die  A  alle  ganzen  Zahlen  von  0  bis  •  zn  dnrclüaafen  haben,  fttr 
welche 

ist,  nnd  wo  ^  die  Anzahl  der  h  bezeichnet,  welche  =-  0  sind,  und 

folglich 

r8«»(g«-l)*1       _  ^  n! 
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WO  die  %  unter  der  BesduAiilaiQg  (1)  toq  1  bli  «  Tariim  Fir 
haben  also: 


Beseichnet  man  ann  dnrcb^(oa+^/'+«y+***)  ^  der 
Arten,  anf  welche  man  mit  der  Bedingung 


dne  Znsammenstellnng  von  a  Gruppen  zn  er,  b  Gruppen  zu  ^,  c  Grap- 
pen  zn  y  Buchstaben  n.  s.  w.  bilden  kann,  so  haben  wir  folgenden  Sili: 


das  heisst: 

„Die  Snmme  aUer  Anzahlen  Yon  Arten,  anf  welche  man,  sack 
»fZerlegnng  von  i»  anf  alle  mögliche  Arten  in  t 3/ -{-... (s— 1)1, 
j^Zasammenstellnngen  von  i  Bnchstaben,  ß  Bntibstahen,  2  Grappesn 
„y  Buchstaben  n.  s.  w.  bilden  kann,  ist  gleich  der  Snmme,  welchs  derZv- 
,Jegnng  von  n  anf  alle  möglichen  Arten  in  Ai+At-|--**+^<>''>P^'' 

Zum  Schluss  (iie>os  Artikels  geben  wir  uoch  den  Äusdrnck  von 
ZA  mittelst  der  Dcrivirteu  beliebiger  Ordnung.  Setzt  man  za  dieseo 
Zwecke       t^i       e*— 1,  so  hat  man: 


und  folglich 


ol/Sl...Al(2!)^(3l)>'...(AÖ^  h^\h^\„.hi\ 


f»I  1 


Porto,  den  6.  Januar  1885. 
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xn. 

Zum  Molins'schen  Problem. 

Von 

R.  Hoppe. 


In  den  M6moires  do  TAcad.  des  sc,  inscr.  et  b.  1.  de  Toulouse. 
T.  V.  hat  H.  MoHns  die  Aufgabe  gestellt  und  gelöst:  iu  voller  Allge- 
meinheit diejenige  Curve  in  Coordinaten  darzustellen,  von  welcher 
der  Radiui  der  osculirenden  Kugel  gt  i^cLciie  I  uuction  des  Kruiiiuiungs- 
radius  ist.  Ohne  iu  den  \YCSCiitlicljen  Bestandteilen  dur  licrh  itung 
etwas  abzuändern,  nuhmu  ick  die  Aufgabe  iiuch  einmal  auf,  um  diese 
Bestandteile  in  eiafachcru  Zusamminliaug  zu  brin^f  ii,  die  teilweise 
Zuziehung  geometrischer  Betrachtuiigen,  welche  dein  Einblick  keiuer- 
weise  dienlich  ist,  durch  gleicbmässig  fortschreiten  do  licchnung  zu 
ersetzen  und  zu  zeigen,  dass  der  Weg  der  Lösung,  welcher  in  vor- 
liegender Darstellung  durchweg  als  luvcntiou  erscheint,  aus  der  Auf- 
gabe und  der  ergänzenden  wilikarlicheu  Bestimmung  sichtlich  her- 
vorgeht 

Da  znr  Bestimmnng  einer  Gnrve  2  Eelatioaeu  notwendig  sind« 
die  Aufgabe  al>er  nur  eine  liefert,  so  mnss  die  allgemeine  Lösnng 
eine  wilUcttrlicbe  Function  enthalten.  Es  steht  uns  frei  diese  Ton 
An&ag  festzusetzen.  Holins  hat  das  KrflmmungsTerhftltnifls  znr  will- 
kfiriichon  Function  des  einen  Richtungswinkels  der  Tangente  gemacht, 
letzterer  tritt  dann  als  unabhängige  Variable  im  Ausdruck  der  Cnrve 
aof.  Wir  behalten  diese  Wahl  bei,  fahren  jedoch  die  ergänzende 
Itelation  erst  nach  erster  Integration  ein;  denn  es  ist  bemerkenswert, 
dast  sieh  eine  solche  schon  unabhängig  davon  Tolhsiehen  Iftsst,  was 
hei  der  HoUns'schea  Integrationsweise  nicht  ans  Lidbt  kommt 
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Die  Coordinaten  oincs  Punktes  der  Corve  «  seieo  y,  s,  die 
Bichtangscosinus  der  Xangeute /,  der  Hauptnonnale/',  A', 
der  Binormale  ^  n,  der  Contingenzwinkel  der  TaDgeote  er,  dar 
ScIiimegaDgsebene  d^,  der  Acoe&t  bezeichne  die  Differeatiatioa nackt 

Der  Krünunuagsradius  ist  hiernach  =  s'.  Der  Radius  der  osca- 
lireudeii  Kugel,  d.  h.  derjenigen  Kugel,  welclie  durch  4  consecutive 
Punkte  geht,  hat,  wie  bekannt,  den  Ausdruck: 

woraas: 

Der  Aufgabe  gemäss  soll  nun  tc  gegebene  Function  von  «'  seil. 
Ql.  (2)  zeigt,  das8  dann  auch  der  Xoraionswinkel  ^  bekannte  Fooctum 
von  ist. 

Jet/t  führen  wir  als  willkürlichu  i'uuL  tion  vuu  /  ciu.  Ans 
dieser  liciatiuu  aiiciu  geht  mit  Beachtung,  dass  ci  =  —  j"d^  ist,  hervöf; 


Kun  ist 

folglich 

oder 


a»^  ,  _  (3) 


oder 


»/ 

Vi 

«'S/ 

Vi 

-/'-{/ »Bf)* 

b&  =-  .^^-—^  (4j 

Dies  identificirt  mit  (2)  gibt  zwischen     und  /  die  fielatioB: 


'5/  ^ 

Was  ttbrig  bleibt,  ist  eine  bekannte  Aufgabe.  Aus /,/',  /  findet 
man     A,  indem  man  setzt: 


/«cos^,  p     8in2;cosTi  A=8intsin^ 

woraus  durch  DiflercntiuLiuu; 

9'—  C'cosfoosiy-'Ysintsini^ 

Ä'«  S'cos^sini^+j/'sinfcOB^ 

und  in  Verbindung  mit  (6): 


Digitized  by  Google 


Hoppe;  Zum  Molins' sehen  I^obletu 


271 


mithin 


(7) 


Da  nnii  ausserdem  d»  —  s*o%  bekannt  ist,  so  hat  man  nach  (6): 

X  «  //« 'ÖT  i   y  -p-  /  a'Bt  y  r— /  ^  cos 


I  (ö) 


wo  durch  01.  (5),  dr  darch  Gl.  (3),  17  dnrc'a  61.  (7)  als  Fanction 
Ton  /  bestimmt  ist 

Kach  Ein5;otzung  der  Werte  (3)  von  er  und  (G)  von  /  erhält  man 
die  Formeiu  übereinstimmend  mit  den  Kesaltaten  von  Molius. 

Die  Vergleichung  beider  Behandlangsweisen  liefort  eine  neue 
Bestätigung  der  Begel ,  welche  ich  in  meiner  analytischen  OnTven* 
theorie  Aber  das  Verfahren  bei  der  LOsnng  und  Untersuchung  cnrven- 
theoietischer  Probleme  anfgestellt  habe.  Die  Curventheorie  gestattet 
eine  Sonderung  aller  Linear-  und  RichtungsgrOsscu  derart ,  dass  dio 
Fragen  üach  den  letzteren  unabhau^i^  von  erstem  zur  Eiitsclioiduiig 
gebracht  werden  kömu  ii  Die  Lösung  der  so  vereinfachten  Aufgabe 
liegt  öfters  unmittelbar  zutage,  und  die  restircnde  Einführung  der 
Lineargrösse  da  bietet  naeliher  gewöhnlich  auch  keine  Schwierigkeit, 
andernfalls  wird  man  meistens  leicht  finden,  von  welcher  nicht  iutegra- 
belu  Gleichung  die  Losung  abhiiugt;  während  es  bei  Complicatiou  von 
Linear-  und  Hichtuugsgrossen  als  eine  Sache  glücklicher  Speculatioa 
erscheint,  wenn  eine  Lösung  gefnn  teu  wird,  und  bis  dies  gelungen 
ist,  die  Lösbarkeit  ungewiss  bleibt. 

In  der  Tat  ist  bei  der  von  M olins  gewählten  ergänzenden  Re- 
lation das  Gdingen  dadurch  bedingt,  dass  sie  frei  von  Lineargrössen 
ist  Diese  Eigenschaft  bleibt  aber  unbeachtet,  wenn  man,  wie  er  es 

tot,  statt  schreibt  ^  9  "  ^*  g^*  <^  ^  Liuienelement 
in  eine  Relation  einführt,  die  nichts  damit  zn  tnn  hat. 

Knüpfen  wir  jetzt,  mit  Absehen  von  der  Molins'scben  Lösung, 
die  orieatirenden  Gesichtspunkte  an  die  Aufgabe  selbst,  so  ist  un- 
BÜttdbar  gegeben  eine  Differentialgleichung  zwischen  einer  Bichtungs* 
grosse  ^  und  dner  LineargrOsse  s\  welche  sofort  eine  Trennung  der 
Yariabeln  aulässt,  so  dass  sie  ^  zur  bekannten  Function  von  /  macht. 
Ich  bezeichne,  um  ein  kurzes  Wort  dafür  zu  haben,  mit  ,3ichtung8- 
grOssen**  unter  den  BestimmungsgrOssen  einer  Curve  diejenigen,  welche 
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reine  Zahlcü  sind,  zum  Unterschied  von  den  „Linoargrössen'',  welche 
die  Liiiitiueinheit  zum  Factor  haben. 

Es  bandelt  sieb  nun  um  die  Wahl  der  zweiten  Relation.  Bedis- 
gnng  für  dieselbe  ist  allein,  dass  sieb  ans  den  zwei  in  Beziehnng  ge- 
setzten Variabein  die  übrigen  Bestimmnngsstackc,  namentlich  ater 
/,  ^,  h  finden  teasen.  Der  obigen  Segel  gemftss  mnss  die  Frage  Ober 
d^e  RichtnngsgrOBaen  entschieden  sein,  ehe  die  gegebene  RdaÜon  in 
Anwendung  kommt  Dazu  ist  die  'zweite  Relation  allein  nnr  ana- 
reicbend,  wenn  sie  keine  Uneargrössen  enthalt 

UuUt  den  genannten  Kii'htuiij?SL'r(>s.«;en,  nämlich  Jen  9  iüciituiig^- 
cosiuus,  r,  i'^  und  deren  Dilfereutialquotii-uteu  ^jibt  es  zahlniihc 
Combiuatiüueu,  welche  der  Bedingiing  entsprechen.  Wir  konauu  lialier 
noch  weitere  Zwecke  mit  der  Auswahl  verbinden.  Zunächst  ist  es 
gewiss  wünschenswert  den  Uebelstaud  /u  verm^^iden ,  welchen  die 
Gl.  (5)  zeigt,  dass  sie  nämlich  auf  beiden  Seiten  allgemeine  Functio- 
nen enthält,  sich  daher  nach  keiner  Seite  autiüseu  lasst.  so  dass  liiü 
Kesultate  nicht  explicit  aufgestellt  werden  können.  Dies  geschieht 
offenbar,  indem  wir  »>  zur  einen,  und  zwar  unabhängigen  Variabein 
nehmen.  Die  zweite  Variable  kann  dann  ein  Kichtuniiscosinos  der 
llauptnormale  oder  IJinunnale  sein,  während  der  d(.'r  Tangente  (desgl. 
die  Grösse  r)  unlösbare  L)itierentialgleichun;^en  herbeilulirou  würde. 
Die  Rechnung  mit  der  liinurmale  ist  die  eiutacbere;  Bei  daher /will- 
k&rliche  Function  von       Daun  bat  mau: 


K^/ft'Bt-,  »^fg^'Bti  z'^fhs'Bt  (13) 
Setzt  man  nun  l     <pi&)  und  zur  Vereinfachung 
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wo  also  x  gegebene  Faoctioa  von  »  ist,  sa  wird 

iBd  nun  linuiebt  nur  eret  in  den  Qleichongen  (9)  (10)  (11)  (12)  die 
letzt  genannten  4  Werte  (14),  abeidjas  in  (12)  den  Wert  (11)  Ton  17 
nd  in  (13)  die  Werte  (9)  (12)  von  f,  g,  k  nnd  den  Wert  (10)  von  dr 
ciDnaetzeo,  nm  y,  «  explicit  in  »'  anegedrflckt  zn  finden.  Gleicb- 
leitig  ergibt  sidi  der  Bogen: 

«        /  4(1% 

In  BetrelF  der  geometriBchen  Bedeutung  der  vorlcommenden 
Orflnen  mng  erwähnt  werden,  dass  der  Mittelpunkt  der  oscnlirenden 
Kogel  der  Goinddenzpnnlrt  der  KrOmmungsaxe  ist.  Demnach  wird 
m  durch  die  Yerbindungsgefade  der  entsprechenden  Punkte  der  Ur- 
egnre  und  der  ElnhOllenden  ihrer  Krflmniungsaxe  dargestellt  In 
dieser  Lage  ist  )v  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks, 
denen  Katheten  in  der  Hanptnormale  und  KrammungsaKo  liogeo « .so 
te  der  Krümmungsmittelpunkt  den  Scheitel  des  rechten  Winkels 
Mldet,  und  %  den  Winkel  zwischen  der  Yerhindungsgeraden  und  der 
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Bewegung  eines  senkrecht  empor  geworfeueu 

Körpers. 

Voo 

R.  Hoppe. 


Za  den  Vennchen,  weiche  die  Axendrehnog  der  Erde  beveisei 
kOnneu,  gehört  offenbar  aneh  der  folgende.  Ein  senkrecht  cnpor 
geworfener  EOrper  mnss  (wenn  keine  inflUHgen  Stömngen  Terlin- 
den Bind)  relativ  mr  Erde  hinter  deren  Rotation  zorackblcihei,  abo 
weiter  westlich,  nnd  weiter  nach  dem  Aeqnator  za  den  Erdbodes 
wiedererreichen.  Es  wird  ersfthlt,  dass  vor  längerer  Zeit  eiiuiitl  nr 
Beobachtnng  dieses  Erfolges  eine  Kanone  in  vorticaler  Ricbtang  sl> 
geschlossen  worden  sei,  dass  man  aber  das  Gescboss  nicht  w}edc^ 
gesehen  habe.  Eine  Berechnung  des  theoretischen  Ergebnisses  ickdst 
nicht  stattgefunden  zu  haben,  obwol  daraus  erst  zu  ersehen  gevesei 
wSre,  welche  (weit  gcriugcix)  Schussgeschindigkeit  filr  den  Zweck 
am  förderlichsten  sein  wttrde. 

Im  folgenden  will  ich  die  Berecbnong  unter  den  verein£Kbende& 
Aunahmcu  ausfuhren,  dass  die  Erde  oiue  homogeoe  Kugc)  sei,  nid 
kein  Luftwiderstand  stattfinde.  Auf  diesen  einfachen  Fall  sind  wir 
nämlich  beschränkt,  wenn  wir  in  geschlossenen  Ausdrucken  rcdmes 
wollen,  nnd  können  von  diesen  Ausdrttcken  als  Hauptwerten  ans* 
gehen,  um  dann  die  Abplattung  der  Erde  und  den  Luftwiderstasd  sli 
Correction  zu  beraoksichtigen. 

D3r  Mittelpunkt  der  Erde,  eiuer  Kugel  vom  Radius  sei  Aü- 
fang  der  im  Baume  festen  a;^,  iie  Rotationsaxe  Axo  der     in  der 
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Mjf  Ebene  liege  der  Auguigsponkt  P  des  Wurfes  in  der  Breite  /I ;  die  « 
aeieii  poeitlY  nach  Osten.  Femer  sei  g  die  Anzielinng  der  ISxde  anf 
die  Masseneinlieit  in  ihrer  Oberfläche  nnd  r  der  Badinsvector  des 
gSfN»fenen  Körpers,  «  die  Botationsgesdiidndigkeit.  Dann  ist  dessen 
Bewegnng  hestimut  dnrch  drei  beliebige  der  4  Oleichangen: 

 Si  — (1) 


~s — ^ 

»8b— «Sa 

— s  


(8) 


'±^^C  (3) 

und  durch  die  Anfanpwerte,  wolche  durch  den  Iudex  0  ausgedruckt 

Im  Anfimg  ist 

To  —  c|       —  csin^i       =  ccos^;      —  0 

Die  An&ngsgesehwindiglieit  setzt  sich  snsammen  ans  der  verticalen 
Warfgeschwindigkeltii  nnd  der  Geschwindigkeit  von  P  in  der  »  Rieb- 
tang. Ihre  Componenten  sind  also 

Os'-^*'^"^'  G-)o"^'"''^'  Oo""^*^"^ 

Demnach  wird  61. 
worans: 

Hiermit  werden  die  61.  (S)  identisch  nnd  geben: 

J!?^-^'??«.«.»««»^  (6) 
Ut  «  ein  Bogen  der  Bahn,  so  gibt  Gl.  (1): 

das  ist  im  Anfing: 

p^+a^c^con^ß  =-  2c^-K*  (7) 
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ferner  die  Qaadratsnmiiie  der  61.  (2)  (3) : 

und  iiacli  Elimiuaüuu  von  Bh'^  duicü  Gl.  (6): 
Sei  Qun 

viny^^^cosß  (10) 

r  —  ^  (1  +  cos  y  C08  ^)  (U) 
dann  werden  die  GL  (9)  (5): 


(13) 


Nolimen  wir  im  Aufang,  WO  r  mit  <  w&cbst,  sin^  positiv,  so  wird 
nach  Gl.  (12)  (11): 

=  «  •L^     _  ^(l+cos yco«  ^)d^  (14) 

iategrirt: 

^  (to  — '^  +  cosy(8mi|;o  — 8in<f)|  (15) 


und  2war  ist  nach  61.  (11) 


CO» y C08<>|  »=  ^  —  1  (16) 


Jetzt  wird  nach  Gl.  (7) 

—  »^+2cg-'      sinV  =       cosy^  —  (%— 

—  ^~  cosysin^o)' 
daher 


?5 

eg 

worauö  sich  der  kleine  Winkel      besser  beaUwmt  als  aus  GL  (16). 


coBvsin^o  (1^^ 
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Fttner  itt  mit  ZxastAxaig  i<m  Gl.  (4) 

Biennit  Gl.  (13)  dividirt  ond  mit  Gl.  (14)  molüplicirt  gibt: 

aarct«—  


Setzt  man 


(19) 


tg9  =  tg|l»|  (20) 


80  erh&lt  man  nach  Gl.  (11): 

8^     ««        8»  2»*a9 


sod  die  Inti^gnition  Ton  Gl.  (19)  gibt: 

Vorbindet  man  hiemiit  die  GL  (18)  (4),  so  findet  man  leicht: 
«  s  r  ein  ßcoB^i^^ — q>)  \ 

ff  ^  r  COS  (S  cüs  2(9>o  —  »)  /  (22) 
z  =  r8ia2(y,j  —  9)  ' 

Sobald  nun  der  geworfene  Körper  die  Erdoberfläche  wieder  er- 
reiefat,  wird  r  =  c,  daher  nach  Gl.  (16),  indem  t|»  beständig  ab* 
nimmt,  ^  nnd  nach  Gl.  (20)  ip^-^^Q^  folglich 

yr=tfOOSiIfi0849>o    (  (23) 

M  —  0Bhi4^o  ) 

Geht  alsdann  die  Breite  ß  über  in  ß — ß',  die  Länge  null  in  die 
westliche  Länge  A,  so  ist  gleichzeitig 

8f  —  cco8(|J— |3')cos(ai  — A)       }  *  (24) 

M  3=  axMiß—ß')  »Rita  -  X) 


alao 


8ln(/3— /}')"•  sin /'cos  4fo  (26) 


Digitized  by  Google 


278      M»pp€:  Bnptgtmg  tme»  stitknekt  empor  ftwoffmm  K9rptr$. 


Nimmt  man  besonders  grosse  Werte,  nämlich  förpdiofoi.  

Kanone  erzeugte  Geschwindigkeit  öOO  Meter,  und  den  Av^mgipiiakt 
im  Aeqaator,  so  werden  die  GrOneii 

 j—*^  -  0,0032283  j 

V  —  ^  =  0,0039988  I 

gc 

in  denen  sich  alle  Grössen  darstellen,  noch  immer  kl.  io  p,  nu^^  znr 
schnellen  Annftbening,  wenn  wir  Rdhen  nach  Poteuzca  dcrseiben 
entwickeln. 

ünmittetbar  gibt  Gl.  (7): 
woraus  nach  61.  (10): 

nach  Gl.  (17) 

cosysin -  V^v  |l -  } 
-  V  2v  ^1  +  -^  +  ^-^+         _      + j_  + 

dann  nach  Gl.  (15),  wo  —  an  setzen,  mit  Bcrücksichtigaiigt 
dass 


ist: 
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«.-2Vrv(i  +  ^+^  +  ^.+pv+ +  (29) 

C08P  \  V  X 

und  nach  Gl.  (20): 

worwia  natib  Gl.  (25): 

Dies  «Bbtnliirt  tob  (39)  gibt: 

Aas  Gl.  (M)  fiadet  mra: 

(T  -  2m» (i+2,»+ V- ^  +  •• ) 
dM  bt  Mdi  SubeUtotioa  der  Werte  (37): 

^-.i:!5«!^(i+?^£|5!? +...). 

Der  Hauptwert  von  |3'  ist  in  der  Breite  45<^  am  grö8St43n.  iNehmeu 
wir  diese  dnrchgftngig  an,  so  das« 

log  0  -  6,80392 ;     log^  =  0,99149 ;     log  «  =  5,862fö — 10 
tisd  redaciren  A  nnd  JS'  durch  Multiplication  mit 

lOuüUUOO 
B 

auf  Meter,  so  kommt: 

i=  0,000  001  01001^^1+ 0,000  OUO  011  931p*) 
0,000  353  27p* 

das  ist  im  obigeo  Beispiel  p  500: 

il-  127,63i  i5'=  88,32i   yX^T*  -  15^,44 
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In  dieser  Bntfernang  =-  155  Meter  hätte  das  Geschoss  noch  geMlM 
worden  können,  doch  konnte  es  aoch  leicht  der  Beachtnng  entgehen, 
wenn  die  Richtu  ng  nicht  vorher  berechnet  war.  Ans  iL  and  ff  eigilit 
sich  eise  Bicbtiiog  fast  35<>  yod  West  nach  SOd. 

Die  umgekehrte  Aufgabe,  aus  der  Entfemang 

die  Anfangsgeschwindigkeit  zn  berechnen,  Iftsst  sich  nicht|  direct  durch 
Boihenentwickelong  lOsen^  doch  kann  man,  da  p  Fondiott  Ton  4  a«, 

V 

eiuo  Tafel  darüber  aafstcllea.    Mau  üudet,  wenn  7  =  tg^: 


4 

p 

t 

0,001 

1,686 

90» 

0,01 

5,390 

89«,12 

0.1 

16,815 

87»,2S 

1 

52,90 

810,33 

10 

160,30 

660,21 

100 

423,86 

1000 

971,17 

19o',63 

Es  liegt  nahe,  auch  für  beliebige  Elevation  die  AlrndduBg  dar 
Geschosse  Tom  Zielpunkte  infolge  der  Erdrotation  sn  bendiMi. 
Unter  diesem  Gesichtspunkt  hat  Biehringcr  in  SchlOmndi's  Zeltichrift 
Bd.  XXVIU.  S.  157.  die  Frage  behandelt  In  beiden  FiUen  ist  die 
absolute  Bewegung  geometrisch  bekannt  all  EUipoe,  am  den  Enbnittei- 
pnnkt  ala  Brennpunkt  beschrieben,  also  kein  Problem  xn  ]flsc& 
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XIV. 

Die  Gono-GuneL 

Kin  Beitrag  zur  Lehro  voa  den  geradliuigeu  FULcheo. 

Von 

Dr.  Carl  Pabst 


I*  AbieliiiitI» 

£i  DleitttBg. 

§  1. 

In  den  „Opera  matliematicA*'  Ton  Job.  WalüB  findet  sich  eine 
AUttndlnng  Aber  einen  Körper,  welchen  der  Verfasser  Cono-Cnnens 
nennt  nnd  den  er,  wie  folgt,  definirt:  Snper  plana  Basi,  quae  Gircnh 
Qnadraas  erat  (ut  in  Qoadrantali  Gono,  vel  Cylindro)  erectnm  in- 
flistebat  Solidnm;  eajns  Altitndo  (pro  arbitrio  sumenda)  erat  dnpla 
Radii  Qnadrantia  irtiuB  Circnlaris:  £t  a  singnlia  Peripberiae  Qua- 
dianCalis  panctiB,  dnetne  ad  verticem  reetae,  eoibaat,  non  in  Puncto 
(nt  in  Apiee  Coni,)  nee  in  Qnadrante  parallele  (nt  in  Qnadrantali 
Q^indro,)  sed  in  Lkea  recta,  nt  in  ade  Cnnel.  Qaamobrem  ei  nomen 
M  Cono^Cnnei;  nt  qni  in  Base  Connm  repraesentet;  in  Vertice, 
Cmenm').  Man  kann  diesen  Edrpcr  gleichsam  als  eine  Verallge* 
meinening  des  Kegels  ansehen,  nnd  sich  denselben  so  ans  diesem 
hanrorgehen  denken,  dass  die  Spitze  des  Kegels  in  eine  Gerade  aus- 
gezogen wird,  bis  aUe  erseugenden  Geraden  einer  gegebenen  Ebene 
pMilel  lind. 

Dieser  Körper  hat  später  die  Vcranlassang  za  einer  Gruppe  von 
geradlinigen  Flächen  gegeben,  welche  die  Einen  Keilfl&chen,  die 
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AndcroD  CSonoidilftcfaeii  neiineD,  und  deren  Eotstehiingsweiie  folgeodB 
ist:  Gegeben  ist  eine  Ebene,  die  Director*Ebene,  eine  nnf  dieser 
Ebene  senkrecht  stehende  Gerade  nnd  eine  ebene  Cnrye,  deren  Ebene 
anf  der  Directorebcne  senkrecht  steht  Eine  gerade  Linie  bewegt 
sich  längs  dieser  Cnrre  so  hin «  dass  sie  stets  der  Directorebene  pa- 
rallel bleibt  nnd  dnrch  die  gegebene  feste  Gerade  geht. 

Unsere  Aufgabe  ist  es,  aus  diesi-r  Gruppe  diejenigen  Flflchen  zu 
untersuchen,  deren  Leitlinie  ein  K»\i,'elschnut  ist,  uutcr  der  nilhoreo 
Vnr;\n^si'tzuug,  dass  die  sinfi:ulftri'  Kaute,  durch  welche  alle  ♦  r/eugen- 
deu  üeraden  gehen,  einer  Axe  des  Leitkegelschnitts  paralh  l  i  t.  Wir 
Wüllen  die  Flächen  in  Folgendem  als  Cono-Cunci  bezeichnen,  und 
zwar  je  nachdem  der  Leitkegelschuitt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hy- 
perbel ist,  als  elliptischen,  parabolischoo  and  hyperboli- 
schen ConO'Cuncus. 

Wie  maa  nnn  gerade  nnd  schiefe  Kegel  unterscheidet,  so  können 
wir  auch  einen  Unterschied  zwischen  geraden  nnd  sehlefm  Cono- 
Cnneis  machen.  Unter  den  geraden  Cono*Onneis  Terstefaen  wir 
dabei  diejenigen,  bei  denen  die  Ebene,  welche  dnrch  die  slngnlire 
Kante  nnd  dnrch  die  entsprechende  Axe  des  Leitkegelsehnitles  geht,  ■ 
anf  der  Ebene  des  Leitkegelschnitts  senkrecht  steht  Ist  dies  nicht 
der  Fall,  sondern  bilden  diese  beiden  Ebenen  einen  schiefen  Winkel 
mit  einander,  so  nennen  wir  diese  Flächen  sohle fe  Oono-ConeL 
Yen  den  letzteren  wollen  wir  diejenigen  etwas  näher  nntersndien, 
bei  denen  die  Projection  der  singnlären  Kante  auf  die  Leitkegel- 
schnittebeno  mit  einer  Scheiteltangente  des  Leitkegelschnitts  zusammen- 
fällt nnd  diese  Flächen  wollen  wir  als  Scheitel-Cono-Cnnei 
bezeichnen. 

§  2. 

Jeder  Kegelschnitt  hat  im  Allgemeinen  zwei  aufeinander  senkrecht 
stehende  Axen.  Es  würden  sich  demnach  6  ?erschiodcne  gerade 
Cono-Cuuoi  ergeben.  Von  diesen  sind  indessen,  wie  sich  später 
zeigen  wird,  zunächst  die  beiden  elliptischen  identisch.  Anders  ver- 
hält es  sich,  wenn  der  Leitkegelschuitt  eine  Hyperbel  ist  Wir 
woUcu  hierbei  diejenige  Fläche,  welche  entsteht,  wenn  die  Projection 
der  singulären  Kante  auf  die  Leithyperbelebene  mit  der  reellcu  Aie 
der  Leithyi)erbel  zusammenfällt,  den  geteilten,  uul  diejenii^e ,  bei 
welcher  die  Projection  der  sinj^nlftron  Kante  in  diu  imaginäre  -■Vxe 
der  lAÜhyperbel  fällt,  den  eiuiachüu  hyperbolischen  Cono- 
Cuueus  ncuuüü. 

Was  schliesslich  die  Parabel  betrült,  so  hat  diese  nnr  eine  Im 
Endlichen  liegende  Axe;  die  andere  ist  ins  Unendliche  gerflckt  Be> 
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•ckteB  wir  zunächst,  wie  sich  die  Sache  im  letstoreu  Falle  gestaltet, 
so  folgt  aas  der  Definition  der  geraden  Cono*Cnnei,  dass  die  singn- 
läre  Kante  der  betreffenden  Flftche  ebenfalls  im  Unendlichen  liegen 
mnts.  Um  diesen  Fall  sfther  zn  nntersnchen ,  denken  wir  uns  eine 
im  Endliehen  liegende,  der  Leitparabelebene  parallele  Gerade,  deren 
Projectlon  anf  die  Leitparabelebene  anf  der  im  Endlichen  liegenden 
Axe  der  Parabel  senkrecht  steht,  als  singnlAre  Kante.  Entfernt  sich 
diese  Gerade  vom  Scheitel  der  Parabel  parallel  der  Parabelebene, 
so  wird  der  Unterschied  der  Winkel,  welche  die  einzelnen  Erzeagen- 
den mit  der  Parabelebene  bilden,  allmählich  kleiner.  Bei  nnendlicber 
Entfemuug  der  singolären  Kante  von  dem  Parabelscheitel  sind  dem- 
nach die  Erzengenden  einander  parallel.  Da  nnn  das  Yerhftltniss 
des  Abstandee  der  singnlären  Kante  Ton  der  Leitparabelebene  zur 
Entfernung  der  zweiten  Axe  der  Parabel  von  ihrem  Scheitel  gleich 
der  trigonometrischen  Tangente  des  Wmkels  ist,  welchen  die  Er- 
aesgenden  mit  der  Leitparabelebene  bilden,  so  fallen  die  Erzeugenden 
in  die  Parabelebene,  wenn  der  Abstand  der  singol&ren  Kante  von 
dieser  Ebene  eine  «idliche  Grosse  ist;  denn  alsdann  ist  das  betrach- 
tete Verhältniss  nnendlich  Uein.  In  den  anderen  Fällen  erhalt  man 
einen  parabolischen  Clünder,  nnd  zwar  einen  geraden  oder  einen 
sciliiefett,  je  nachdem  das  in  Bede  stehende  Yerhältniss  anendlich 
gross  oder  eine  endliche  GrOsse  ist 

Hieraus  folgt,  dass  sich  keine  neue  Fläche  ergicbt,  wem  die 
singuläre  Kante  senkrecht  über  der  im  Unendlichen  licgendcTi  Axe 
der  Leitparabel  Uegt  Einen  wirklichen  parabolischen  Cono-Cunens 
erhalten  wir  nnr,  wenn  die  Frojection  der  singulärcn  Kante  auf  die 
Leitparabelebene  mit  der  im  Endlichen  liegenden  Axe  der  Parabel 
ZQsammenf&Ut.  Wir  können  diese  Fläche  daher  knrz  als  den  ge- 
raden parabolischen  Cono-Cnnens  bezeichnen. 

§  3. 

Analoge  Betrachtungen  wie  die  obigen  lassen  sich  tlber  die 
Scfaeitel-Cono-Cnnei  anstellen.  Wir  haben  anch  hierbei  im  AUgemei- 
nea  6  Flächen,  deren  Zahl  sich  aber  ebenso  wie  bei  den  geraden 
Ck>]io-Caneis  auif  4  redncirt  Denn  erstlich  giebt  es  nnr  einen  ellip- 
tischen Scheitel -Cono-Cnnens.  Was  dann  die  hyperbolischen 
betriffk,  so  wollen  wir  deiyenigen,  dessen  singniäre  Kante  der  imagi- 
Dftren  Axe  der  Leitbyperbel  parallel  ist,  wobei  also  die  Frojection 
der  singnlären  Kante  anf  die  Leithyperbdebene  mit  der  Tangente  in 
einem  reellen  Schdtel  der  Hyperbel  znsammeafUlt,als  den  einfachen 
hyporbolischen  Scheitel-Cono-Cnnens  bezeichnen.  Die 
beiden  anderen  Scheitel  der  Hyperbel  sind  imaginär.    Wir  wollen 
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indesfleii  diejenige  Fläche,  bei  welcher  die  Frojeetioii  der  singaUnn 
Kante  auf  die  Leithypcrbelebene  in  einem  Endpfunkte  der  imagioM 
Azeanf  dieser  iJieteakredit  steht,  den  geteilten  hjperboHiebefl 
SclfBitel-GoiiO'Gttnena  nennen. 

Für  die  parabolischen  Scbeitel-Cono-Cnnei  ergeben  sich  äholiche 
Beziehungen  wie  fflr  die  geraden.  Man  erhält  hierbei  nur  eiatt 
eigentlichen  Cono-Cnnens^  da  es  nur  eine  im  Endlichen  liegeads 
Scheiteltangente  der  Parabel  giebt.  Wir  Itönnen  diesen  mithin  kiin 
den  parabolischen  Scboitei  rono-Cnneos  nenien.  Der 
andere  wird  ebenso  wie  der  betreffende  gerade  im  Allgemeinen  m 
parabolischer  Cylindcr,  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  hier  die 
Projectioncn  der  Erzeugenden  aaf  die  Loitparabelebene  auf  der  im 
Endlichen  liegenden  Axe  der  Parabel  senkrecht  atehen,  «ihread  äs 
bei  den  anderen  dieser  Parabelaze  paraUel  waren. 

Bemerkt  sei  schliesslich  noch,  dass  die  Kegelschnitte  in  spcciellcQ 
Fällen  zu  geraden  Linien  degenerircn  können.  Albdaan  erh&lt  man 
im  Allgemeinen  die  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  hyper- 
bolischen Paraboioide. 

Wir  haben  demnach  folgende  8  Flächen  an  betnehten: 

1)  den  geraden  elliptischen  Gono-Cnnens 

2)  den  geteilten  i 

3)  den  einfachen  f«^^  hyperbolischen  Gono-Cnnens 

4)  den  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus 
b)  den  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuaeas 

6)  den  einlachen) 

7)  den  geteüten  j  ^yP^rt^ölischen  Scheitei-Cono-Cunea» 

8)  den  parabolischen  Scheitel-Gono-Caaeos. 


S4. 

Bevor  wir  anf  die  Betrachtimg  der  deflnirtcn  Gono-Caani  mar 
gehen,  wollen  wir  allgemein  die  OleiGhang  der  Fischen  ableiten,  dm 
Leitlinie  dnreh  die  GMchiliigeit: 

dargestellt  wird.  Die  ^zengendeii  soUmi  der  IS^Ebene  pnaM  seH 
nnd  dnrch  die  JT-Axe  gehen.  Dieselben  mtlssen  daher  den  QHMam- 

gen  genügen: 
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hierl>ei  siod  u  und  v  briiobign  Grössen,  welche  nur  der  Bedingung 
antentorfen  sind ,  (fass  die  Erzeugenden  die  Leitlinie  (1)  scbneideu, 
welche  Bedingung  darin  besteht,  dass  die  Coordinaten  x,  y,  x  den 
Gleichoogen  (I)  genOgen.  Fttr  dieselbe  ergiebt  sich  demnach: 

(8)  C.«-=/(r) 

Eliminirt  man  nun  u  und  «  toi  den  Gleichungen  (2)  and  (8),  so  er« 
hftlt  man  als  Oleichaog  der  gesachten  geradlioigen  Flüche: 

Biese  Gleichong  Igest  erkeaneii,  dass  Ar  den  Fall,  wo  die  LeitUnie 
der  Gleichung; 

genügt,  wobei  A^^,.,Am  Constante  bedeuten,  die  Fläche  vom 
(■t-|-ii)ton  Grade  ist  Hat  die  Leitlinie  spedeU  die  Gleichnng: 

(6)  y  =/(«)  s  ^+ ^i«-»  -1 + ...  4-  ^1«, 

so  ist  die  vorgelegte  Flftehe  vom  (fli-(-l)ten  Grade. 


Au  die  Gleichung  (4)  wollen  wir  einige  allgemeine  Bemerkungen 
knüpfen.  Sc  Ii  neiden  wir  7,11  diese  in  Zwecke  die  vorgelegtü  Fläche  (4) 
darcii  diu  zur  A'i-JLbeue  parallele  Ebcue: 

80  ergiebt  sich  für  die  Projectiuu  der  Durchschnittscurve  dieser  Ebene 
mit  der  Fläche  (4;  aui  die  Jirr-£bene: 

(7)  y  «  ^/(«) 

Aas  der  Yergieichnug  von  (1)  und  (7)  resultirt: 

Dia  rar  ZF-£bene  parallelen  Ebenen  schneiden  ans  der  vor- 
gdegton  Flftchc  (4)  Gnrven,  deren  Ordinaten  fttr  dasselbe  «  propor- 
tional dem  Abstände  d«r  sehneideBdeB  3E!bene  von  der  JTF-Ebene 
wachsen.  FOr  t  s  A  s  0  degenerirt  die  ausgeschnittene  Carve  rar 
X*Adne,  tta  »  ^  k  ^o»  besteht  dieselbe  aas  so  vielen  snr  F-^Achse 
parallelen  Geraden,  in  wie  viel  Punkten  die  Leitlinie  der  Flftehe  (4) 
die  X2P*£bene  schnddet 
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Feruer  erhält  man  für  die  Projcctiou  der  Durchschnittscurve  der 

Elieue 

mit  der  vorgolegton  FiAche  aaf  die  X^-£beae: 

(8)  ck  =  z.nx) 

Daratts  geht  hervor,  dass  jede  zur  XZ-£bene  pandlele  Ebeae  i» 
Toigelegte  Fl&che  (4)  im  AUgemeinen  in  einer  Cnnre  achneideC,  dam 
Grad  gleich  dem  Grade  der  FIftche  ist 

Um  diese  Curve  geuauer  zu  uutersachen,  bildeu  wir: 

A  <*/'(ä) 

Hieraus  ergeben  sich  die  Relationen: 

Die  Taiigontoü  iu  deujeuigea  Punkton  der  Durchschnittscurve  (8;, 
welche  Punkten  der  Leitlinie  der  botrotT  ndcu  Flüche  entsprechen, 
in  denen  die  Tangenton  au  die  Leitlinie  der  Jt^-Ebene  parallel  ist, 
sind  der  X-Axo  parallel. 

Die  Dnrchschttittseurre  (8)  nftliert  sich  asymptotisch  den  snf  der 
X-Axe  senkrecht  stehenden  Ebenen,  welche  durch  die  Dttrchschiitti* 
punkte  der  Leitlinie  mit  der  X^Ebene  gehen. 

Ist  h  >>  0,  HO  ist  die  Dnrcbscbnittscnrve  oonvex  oder  concaTsach 
der  X-Aze  hio,  Je  nachdem: 

ist   Wcudepunkto  kauu  diese  Curve  nur  besitzen,  wenn  die  Oleickosf : 

/(x).n^)-[/'(x)]«=o 

reelle  Werte  fUr  x  liefert. 

Schliesslich  folgt  für  die  Projectiou  der  Durch scbuittücurve  dti 
Ebene 

mit  der  Fläche  (4)  auf  die  rz-Ebene: 

(9)  cy  =  z.ni) 

d.  h.  die  zur  Directorebene  parallelen  Ebenen  ecfaneiden  aas  der  w 
gelegten  Fläche  die  Erzengenden  derselben  ans. 
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§6. 

Geben  wir  niiD  zur  Tafigen tialebene  im  Pankto  ^  der 
Fläche  (4)  über,  so  erhalten  wir  als  GleichaBg  derselben,  wenn  ij,  t 
die  laufenden  Coordinaten  bedenton: 

oder  mit  Berfldniehtignng  der  Gloiclinng  (4): 

(10)  z/'ix) .  I  -  cfl  +nx) .  i  -  xz/'ix)  =  0 

Far  s  »  0  geht  dieselbe  Uber  in: 

0 

Dasselbe  Resultat  crgicbt  sieh  filr  f'{x)  »  0.  Daraus  fliesst  der  Satz : 
Die  Taogentialelienen  in  denjenigen  Punkten  der  Flftche  (4),  wdebe 
auf  der  siugnlären  Kante  liegen,  und  in  denjenigen ,  welche  Punkten 
der  Leitlinie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  an  die  Leitlinie  der 
XZ>£bene  parallel  ist,  gehen  durch  die  singulare  Kante. 

Aosserdem  rcsultirt  hieraus,  dass  jede  durch  die  singulare  Kante 
geh  C  D  de  Ebene  im  Allgemeinen  eine  Tangentialebene  der  vorgelegten 
Fliehe  ist. 

Setzt  man  f(x)  =  0,  so  erhall  man  aus  der  Gleichung  (10): 

Die  Tangentialebenen  in  den  Durchschnittspunkten  der  Flftche  (4) 
mit  der  JTZ-Ebene  stehen  demnach  auf  der  Jrr-Ebene  senkrecht  Ist 
zugleich  <-  0,  so  resultirt:  i}  =  0.  D.  h.  die  XZ^Ebene  bertthrt 
die  TOigelegte  geradlinige  Flftche  (4)  in  allen  Punkten  derjenigen 
Erzengeiiden,  welche  durch  die  Durchschnittspunkte  der  Leitlinie  mit 
der  J^Z^Ebene  gehen,  in  denen  die  Leitlinie  die  X?-£bene  berflhrt. 

Ist  dagegen  zugleich  /(x)  =  ü  und  /'(*)  =»  od,  80  geht  die 
Gleich Qug  der  Tangentialebene  Uber  in: 

Dasselbe  Resultat  erhalten  wir  aus  deir  Gleichung  (10)  ffir  f'{x)  —  od, 
gldchgflltig  welchen  Wert  f(x)  annimmt,  vorausgesetzt  dass  es  nicht 
selbst  unendlich  gross  wird.  Daraus  fliesst  der  Satz:  die  Tangential- 
ebenen in  denjenigen  Punkten  der  Flftche  (4),  welche  Punkten  ihrer 
Leitlinie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  an  die  Leitlinie  auf  der 
X?-Ebene  senkrecht  steht,  sind  der  Directorobene  parallel 

Bctrachteii  wir  noch  die  Durchschnittscurvc  der  Fläche  (4)  mit 
der  Tan^oTitialebenc  (10),  80  crgiebt  sich  für  die  Projection  derselben 
auf  die  ÄZ-EbnüQ : 
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(11) 


Anganommen,  fix)  genOge  der  Gleiehniig  (6),  dann  tet  fiQ^ffß) 
durch  (i—x)  ohne  Rest  teUbar.  Die  CMeichmig  (11)  serülit  denudi 
in  die  beiden  Gleichungen : 


Daraus  folgt,  dass  die  TaDgentialcbcne  ans  der  Fliehe  (4)  (m-|-l)teD 
Grades  im  Allgemciocn  die  durch  ilircn  ßerühraogspankt  gebende 
Erzeugende  der  Fläch  •  and  eiue  Curve  mtcu  Grades  ausschneidet 
Aendert  sich  während  x  constaut  bleibt,  so  Ändert  sich  damit  die 
Curve  mten  Grades ;  d.  h.  gleitet  der  Berflhmngspunkt  der  Tangential- 
ebene auf  der  durch  ihu  gehenden  erzeugenden  Geraden  der  Flftcbe 
fort,  so  ändert  sich  die  Tangentialebene.  Daraus  resultirt,  dass  die 
Tangentialebene  die  vorgelegte  geradlinige  Fläche  im  Allgemeinen  Hiebt 
längs  der  ganzen,  durch  ihren  Berahmngspunkt  gehenden  £neugeiidsn 
derselben  berührt 

AnsnahiuL'u  von  dioseiii  baUe  tinden  für  f'(x)  =  0  uud  lur 
f'(x)  ~  <jj  statt;  d.  h.  die  Tangentialebone  iu  deujenigen  Punkten 
der  Flüche  (  i),  welche  ruiikton  ihrer  Ijeitlinie  entsprechen,  lu  di  ui  u 
die  Tangeute  a,u  die  Lcitliuic  der  A'Z-Ebeuc  parallel  ist  oder  aut  iLr 
senkrecht  steht,  berührt  die  Fläche  längs  der  ganzen  durch  liireu 
Berühruugäpuukt  gehenden  Erzeugenden  derselben. 

l8t/'(«)  ->  0,  flo  schneidet  die  Tangentialebene  aus  der  Fliehe  (4) 
ausser  der  erzeugenden  Geraden  noch  die  Jt-Aie  aus. 

Hat  die  Leitlinie  der  vorgelegten  Fliehe  die  Gleichung  (5|,  so 
ergieht  sich  fttr  die  Projection  der  Durchschnittscurre  der  Taagentiil* 
ebene  mit  der  Fläche  auf  die  2^-£hene: 


Auch  ftr  diesen  Fall  gelten  mithin  die  oben  abgeleiteten  SAtze. 


(12) 


zf\x)  ~ 


(13) 
I— «  — 0 
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I  7. 

Analoge  ErwSgmigen  wie  Im  Torigen  $  lassen  sich  fbr  die  Nor> 
male  im  Pmkte  ays  der  Yoigetegten  gmdlinigeB  Fiadie  (4)  dnieh- 
flüuen.  Die  Gleichongen  dendben  Bind,  wein  s,,  die  lanfeadeii 
Coordinateii  bedeuten: 

Eliminiren  wir  y,  und  s,  au  dleaes  Glelchmigeii  and  der  Olei- 
ebuug:  «i/'Ca^))  80  eriialteii  wir  fta  die  DarcbschnittspoiUcte 
der  Normalen  mit  der  Flftehe  (4): 

r/(»)^/(«t)+«^(«i  -»)+••/'(«)  i/W -/(«)]  «=  0 

Daraus  folgt:  Weun  der  Gleicliuug  (G)  geuügt,  so  durchsticht 
uiu  Xorinale  die  Fläche  (4)  (m-(-l)ten  Grades  im  Allgemeiueu  iu 
{m-\-\)  PuukLcu. 

Nach  dem  analogen  Yeriabren  wir  bet  der  Tangentialebene  er- 
geben sich  folgende  Sfttze: 

1)  Die  Normale  in  den  Durchsclinittspunkteu  der  FlÄcbe  (4)  mit 
der  X^-Ebeno  ist  der  JTK-Ebeue  i)arall(  1  und  durchsticht  die  Fläch© 
im  Allgemeinen  in  m  Punkten.  Ist  die  TangeiitialeheTie  in  diesen 
Pnnkteu  der  Directorobene  parallel,  so  flieht  es  m  iJurchschnitts- 
puDkte  der  Normale  mit  der  Flache,  WL-kli!'  deii  m  Durchschnitts- 
punkten  der  Leitlinie  m\i  der  JCZ-Ebeuo  entsprechen. 

2)  Die  Nonnale  in  desjenigen  Pnnkten  der  Fliehe  (4),  welche 
Punkten  ihrer  Leitlinie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  an  die 
Leitlinie  der  XZ^Ebene  parallel  ist,  ist  der  Directorebene  parallel. 

3)  Die  Normale  in  denjenigen  Punkten  der  Fläche  (4),  welche 
Pnnkten  ihrer  Leitlinie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  an  die 
Leitlinie  auf  der  X^Ebcne  senkrecht  steht,  ist  der  singulären  Kante 
parallel  und  trifft  die  Fläche  im  Allgemeinen  in  m  Punkten. 

Die  analogen  Resultate  ergeben  sich,  wenn  die  Leitlinie  der 
vorgelegten  geradlinigen  Fläche  (4)  der  Gleichung  (5)  genügt 

Eine  andere  Eigenschaft  der  vorgelegten  Fläche  (4)  ergiebt  sich, 
wie  folgt.  Schneiden  wir  Uirse  Fläche  durch  die  zur  Directorebene 
parallelen  Ebenen  x  x^,  x  «  und  durch  die  ^nr  A'i'-Ebenc  pa- 
rallele Ebene  j  »  «oi  so  erhalten  wir  für  das  Volumen  weiches 

AMi,  d.  Ibfh.  1.  Flvi.  2.  Bdht,  Teil  n.  19 
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Yon  diesen  Ebenen,  der  XZ-Eheue  und  dem  zugehörigen  Teil  der 
Fläche  begrenzt  wird: 

F— ydxtlz       ^J* f{z).dx  P zdz 

Wir  wissen  aber,  dass  die  zur  zr-Ebene  parallele  Ebene  < 
die  vorgelegte  geradlioige  Fläche  In  der  Gnrve:  cy  —  i^/fc)  scfaseidoi 
Projidren  wir  diese  Cnrve  anf  die  ZFoEbene,  so  xesnltirt  ftr  dsi 
Yolnmen  V  zwischen  den  Ebenen  «  —  ^,  9  =  9^,  0,i«% 
der  X^Ebene  nnd  dem  sQgehdrigen  Teil  der  QjrlinderflSdie: 

CSC. 

Ans  den  beiden  erhaltenen  Resnltaten  folgt: 
(16)  F:K'-ol:2 

IHe  vorgelegte  Fläche  hat  demnach  die  Eigenschaft,  den  zugehorigeo 
Cylinder  zu  balbiren« 

Bisher  haben  wir  eine  bestimmte  Fläche  angenommen.  Wir 
wollen  nnn  die  Flächenschaar  in  Betracht  ziehen,  welche  dordi  die 
Gleichung: 

dargestellt  wird,  wenn  «  ein  \ainibler  rarameter  ist  Für  die  ein- 
hüllende Fläche  dieser  Fiachenschaar  ergeben  sicli  die  Be- 
dingungBgleichungen : 

/' =0 


hF         8(p      ^     dtp  ^ 


Daraus  geht  hervor,  dass  die  einhüllende  Fläche  der  vorgelegh'o 
Flächenschaar  eine  geradlinige  Fläche  derselben  Art  wie  die  Fläobe  W) 
ist;  dass  nur  dann  eine  wirkliche  einhüllende  Fläche  dieser  Scbur 
cxistirt,  wenn  die  Lcitliiiinu  dor  einzelnen  Flächen  dieser  Schaar  eine 
Enveloppe  besitzen.  Diese  Enveloppe  ist  die  IjeitUuie  der  einbftlleB- 
den  Fläche  der  voigelegten  Flächenschaar. 
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Nach  diesen  allgemciucü  Erörternngen  gehen  wir  zu  unserer 
eigentliclien  Aufgabe  über,  indem  wir  zanftchst  den  geraden  ellipti- 
Bchen  Cono-Cuneus  in  Betracht  ziehen.  Hierbei  nehmen  wir  ein 
rechtwinkliges  A'i'Z-Coürdiiiateiisystem  an,  dessen  X-Axe  die  singa- 
lure  Kaute  und  dessen  >i^-Ebene  die  Directorebene  sein  mag.  Sind 
non  die  Gleichungen  der  Leitellipse: 

s  =  c 

w  eigiebt  sieb  al«  Gleicbmig  des  geraden  elUplisebeD  Cono*Canei»: 

oder,  wenn  wir     für-|j|r  setzen: 

(17)  ««y«  =  »»(a»~«:«) 

Aas  dieser  Glekhnng  geht  zanSehst  berror,  dass  die  yergelegte 
Fllebe  Tom  vierten  Grade  ist  Ferner  folgt  daraus,  dass  der  abso- 
Inte  Wert  YOn  x  nicht  grösser  als  a  sein  darf,  weil  sonst  jr  oder  • 
imaginär  wird.  Die  Fl&cho  (17)  erstreckt  sieb  demnach  von  ««B^a 

bis  0     4~  ^• 

Fflr  die  Projection  der  Dorcbschnittscnnre  dieser  FUcbe  mit  der 
Ebene  «     A  anf  die  JTF-Ebene  eigiebt  sieb : 

Diese  Dorcbscbnitlsearve  ist  daher  im  Allgemeinen  eine  Ellipse  mit 

ak 

den  Halbaxen  a  and     *  deren  Mittelpuniit  auf  der  Z-Axe  liegt,  und 

c 

deren  Axen  besflgUch  in  die  Ebenen  der  x»  und  der  $»  fallen.  Für 
A  —  0  geht  die  ansgescbnittene  Ellipse  in  die  singalSre  Kante,  für 
k^c  in  einen  Kreis  mit  dem  Radins  a  Aber.  Die  Axen  in  der 
XSrEbene  sind  fttr  alle  diese  aasgeschnittenen  Ellipsen  gleich  2a,  die 
Axen  in  der  K&Ebene  dagegen  wachsen  proportional  dem  Abstände 
der  schneideiiden  Ebene  von  der  singolftrea  Kante. 
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Der  elliptische  Coiio-Cuiious  kann  daher  auch  so  eutstauden  ge- 
dacht werden,  dass  sieh  eine  Klljpse,  deren  eine  Axc  constmit,  deren 
andere  variabel  ist,  paiallul  imt  sich  selbst  bewegt,  während  ik 
Mittelpunkt  eine  Gerade  senkrecht  auf  der  Ellipscnebcne  beschreibt, 
und  die  variable  Axe  proportional  dem  Abstände  der  Ellipscucbeoc 
You  einer  gegebenen  Ebene  wächst. 

Zunächst  folgt  hieraus,  dass  der  Couo-Cuncus  von  Wallis  mit 

einem  Kreise  als  Lettlinie  identisch  mit  anserem  geraden  elliptischoi 
Couo-Cuneus  ist,  denn  auch  hierbei  wird  ein  Kreis  und  durch  eine 
dem  Kreise  parallele  Ebene  im  Allgemeinen  eine  Ellipse  ausgeschnit- 
ten. Femer  ist  ersichtlich,  dass  es  gleichgültig  ist,  welcher  von 
beiden  Axen  der  Leitellipse  die  singulare  Kaute  parallel  gelit;  denD 

ilt  a     fr,  80  ist  A     |-        wenn  A  und  edle  Entfemmigeii  bexItgUdi 

des  Kreisschuittes  und  der  LeitcUipse  von  der  singulaieu  Kanic  be- 
zeichnen; d.  h.  ist  die  singulare  Kante  der  grösseren  Axe  der  Leit- 
cUipse parallel,  so  liegt  der  Kreis  ausserhalb  der  Leitellipse  und  der 

iingiüireD  Kante.  Ist  dagegen  ii<C  frf  so  ist  A  =  ^ «  •< d.  b.  ist 

die  singulare  Kante  der  kleineren  Axe  der  Leitellipse  parallel,  so  liegt 
der  Kreis  zwischen  dieser  Kante  und  der  Leitellipse.  Im  Wesentlichen 
wird  dadurch  nichts  geändert,  womit  wir  die  Behauptung  m  dir  i-iu- 
leituug  bowieseu  haben. 

Ferner  erhftlt  man  ftr  die  Frojeetion  der  DordiBchnittscorfB  der 
Ebene  y  ^  k  mt  dem  geraden  elliptischen  Cono-Coneus  (17)  auf  die 
JfZ-Ebene; 

(19)  «»(a«-ac»)-*c«A« 

d.  i.  im  Aligemuiueu  eine  Cune  vierten  Grades,  welche  uie  Z-Aie 
in  den  Punkten  c  «  0,  «  =     ^  schneidet   Sie  ist  in  allen  ihres 

Puukleu  convex  nach  der  A'-Axe  hin  und  besteht  aus  zwei  uis  Un- 
endliche sich  erstreckenden  (ieradeu,  welche  symmetrisch  zu  diu 
Axen  der  x  und  der  s  liegen  und  sich  asymptotisch  den  beiden  Ge- 
raden sr i  «  nähern.  In  ihren  Durchschnittspnnki  n  mit  dir 
-^-Axe  sind  die  Tangenten  an  die  Curvc  der  X-Axc  p.iralbM.  Für 
k  ^  0  gebt  diese  Gurvo  über  in  dio  X-Aio  von  —  o  bis  +a  uud  la 
die  beiden  Gcradou  sc  =  ±,a. 

Schucideu  wir  schliesslich  die  vorgelegte  geradlinige  Fläche  (17) 
durch  die  Ebene  «  =  so  ergiebt  sich  für  die  Projection  der  Darcfc- 
schnittflcurvo  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  auf  dio  l'Z-Ebeue: 
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Danns  folgt,  dass  jede  zur  YZ-Ebeno  parallele  Ebene,  deren  Abstand 
von  der  IHrectorebene  absolute  kleiner  als  a  ist,  den  elliptischen 
CoDC-Ciineos  (17)  in  zwei  Geraden  achneidet,  welche  durch  die  X- 
Axe  gehen  und  mit  der  X?-Ebene  gleiche  Winkel  bilden.  Fftr 
1^=  ±:a  fallen  diese  beiden  Geraden  in  eine  einzige  ansammon, 
welche  in  der  JCZ^£bene  liegt  Alle  diese  ausgeschnittenen  Geraden 
lind  die  Erzeugenden  des  geraden  eUiptiachen  Cono^Gnnens. 


§  10. 

Verweilen  wir  noch  etwas  bei  den  im  vorigen  §  erhaltenen  Be- 
0q1  taten.  Aus  der  Gleichnog  (18)  geht  hervor,  dass  durch  Ebenen 
parallel  der  JTF-Ebene  zwischen  h  ^  —  c  nnd  —  -f-  aus  dem 
geraden  elliptischen  Cono-Cuncus  (17)  Ellipsen  ausgeschnitten  wer- 
den ,  deren  grosse  Axeu  in  der  .VZ-£benc,  deren  kloine  Axen  in  der 
rz-Ebene  liegen.  Diejenigen  Ebenen  parallel  der  AT-Ebeue  dagegen 
zwischen  — od  biBA=  —  c  und  zwischen  A  —  -{-ebisA"*-|-ae>, 
ichneiden  aus  der  vorgelegten  Fläche  Ellipsen  aus,  deren  grosse 
Axen  in  der  YZ-Eheoa  und  deren  kleine  Axen  in  der  X&Ebene 
liegen. 

Beachten  wir  die  Jirciinpunktc  die  rr  Ellipsen,  so  wissen  wir, 
dass  diejenigen  der  erstcreii  m  dir  A'Z-Ebene  liegen,  l  ür  duu  Ab- 
stand eiueN  äukheu  Brcuupuükteä  von  der  Z-Axa  ergiebt  üich: 

y  a*  Man  erhftlt  demnach  als  Gleichnng  des  geometrisdien 

Ortes  dieser  Brennpunkte: 

(21)  S  + 

d.  h.  in  Worten :  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Ellipsen 
welche  durch  Ebenen  parallel  der  Jry-Ebene  zwischen  «  »  —  c  und 
t  —  ans  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  ausgeschnitten 
norden,  ist  eine  Ellipse  in  der  ^Z-Kbcne  mit  den  üalbaxen  a  und 
Cj  deren  Mittelpunkt  der  Coordinatenaufang  ist,  nnd  deren  Axen  be- 
sOglich  in  die  Axen  der  x  and  der  »  fallen. 

Ist  c  <^  n,  SO  liegt  die  grosso  Axo  dieser  Ellipse  in  der  X-Axe, 
die  kli  lue  in  der  -^^-Axe;  ist  c  =  a,  so  ist  der  geometrische  Ort  ein 
Kreis  mit  dein  liadius  a,  und  ist  c  ^  a,  so  liegt  die  grosse  Axe  des 
geometrificheu  Ortcä  m  der  Z-Axc^  die  )dciue  in  der  j^-Axc. 
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Durch  Tcngleicb«qg  tob  (18)  and  (21)  crgiebi  ildit  iraaa  mu 

ah 

—  —  « 

e 

setzt: 


Dftnnn  iolgt:  Diejenige  zur  XF-Ebene  parallele  Ebene ,  deren  ib> 
Staad  von  der  singolftM  Kante  die  vierte  Proportionale  sit «  und  e 
ist,  schneidet  aus  dem  geraden  eUiptiadien  Cono-Conens  (17)  eine 
Ellipse  ans,  welche  gleich  dem  geometrischen  Ort  der  Brenoptnkte 
aller  Ellipsen  ist,  die  durch  Ebenen  panUel  der  ZF-£bene  ais  der 
vorgelegten  Fliehe  ansgeschnitten  werden. 

Ferner  folgt  aus  dem  Obigcu,  dase  die  Brennpunkto  deijenigen 
Ellipsen  des  geraden  elliptiscbea  Cono-Canens  (17),  deren  Abstand 
von  der  singulären  Kante  absolute  grösser  als  c  ist,  in  der  l'Z-Ebene 
liegen.  Als  Gleicbaog  des  geometrischen  Ortes  dieser  Brennponkt« 
erhält  mau: 

Mithin  resultirt  der  Satz:  Der  geometrische  Ort  der  Brenupuakte 
derjenigen  Ellipsen  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuncus  (17),  deroa 
Abstand  von  der  singulären  Kanto  absolute  gleich  oder  grösser  als« 
ist,  ist  eine  Hyperbel  in  der  l'Z-Ebcno  mit  dem  Coordinatenanfaog 
als  Mittelpunkt,  deren  reelle  Axe  2c  in  der  Z-Axe,  und  dt  reu  ima- 
ginäre Axe  2a  in  der  F-Axe  liegt.  Ist  c  ri,  so  wird  dieser  geome- 
trische Ort  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  Parameter  2a. 

Betrachtet  man  femer  die  beiden  Ellipsen  des  geraden  elll^tiidieB 
Cono*Cnnens  (17)  in  den  EntÜnrnnngen  nnd  Af  von  der  siqgoliM 
Kante,  so  ergicbt  sich,  wenn  Aj  <c  ist,  fflr  das  Verhlltniss  d« 

Axen  der  sn  A«  zugehörigen  Ellipse:  ?- :  andererseits  erh&lt  man, 
wenn  >  c  ist,  als  Axenverbiltniss  der  zn  Af  sngehörigen  EDipee 
^.  Sollen  diese  beiden  Verhältnisse  einander  gleich  sein,  so  fotgt: 

Daraus  fliesst  der  Satz:  Das  Product  der  Entfemnngen  der  bei* 

den  Ellipsen  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  von  der  singuUns 
Kante,  welche  dasselbe  Axenverhältniss  haben  und  auf  dersdbes 
Seite  der  singulären  Kante  liegen,  ist  gleich  dem  Quadrat  des  Ab* 
ätaudeä  des  Kreiseä  dieses  Cono-Cuiieuä  von  seiuer  äingularen  Kante. 
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Oder  m.  a.  W.  Die  EntfemiiDg  deijenigen  Ellipse  des  genden 
elliptischen  GoDO-Cnnetis  Ton  der  siagnlftren  Kante,  deren  Azen  in 
demselben  Terhftltniss  zu  einander  stehen  wie  die  einer  gegebenen 
Ellipse,  und  welche  mit  der  gegebenen  auf  derselben  S^te  der  singn- 
lären  Kante  liegt,  ist  die  vierte  Proportionale  zn  dem  Abstände  der 
gegebenen  Ellipse  nnd  dem  Abstände  des  Kreises  des  geraden  ellipti- 
seilen  Gono-Gnnens  Ton  seiner  dngalaren  Kante. 

Bezeichnen  h'  nnd  A"  die  Abstände  der  za  A^  nnd  Af  zngehörigen 
Ellipsen  von  dem  Kreise  des  geraden  elliptischen  Cono-Gunens  (17), 
d.  h.  ist 

A,  — c-V  nnd 

so  ergiebt  sich  nach  der  Formel  (23): 

Demnach  kann  man  die  vorige  Belation  auch  so  deuten:  Der 
Abstand  deijenigen  Ellipse  des  geraden  elliptischen  Gano*Ganens  von 
dem  Kreisschnitte  desselben,  welche  dasselbe  Axenverhältniss  hat  wie 
eine  gegebene  Ellipse  derselben  Flache  und  mit  der  gegebenen  auf 
derselben  Seite  der  singalärea  Kante  liegt,  ist  gleich  der  vierten 
Proportionale  znm  Abstände  der  gegebenen  Ellipse,  dem  des  Kreises 
von  der  singnlären  Kante  nnd  der  Entfernung  der  gegebenen  Ellipse 
vom  Kreise. 

Ferner  folgt  daraus:  h'<^h",  d.  h.  in  Worten:  Liegt  die  ge- 
gobeue  Ellipse  zwischen  der  singnlären  Kante  und  dem  Kreise  des 
geraden  elliptiscben  Cono-Cunens,  so  ist  diejenige  Ellipse,  welche  mit 
ibr  dassdbe  Axenverhältniss  hat  nnd  anf  derselben  Seite  der  singn* 
Ubren  Kante  Hegt,  weiter  von  dem  Kreise  des  Gono-Gnaens  entfernt 
als  die  gegebene,  nnd  umgekehrt,  liegt  die  gegebene  Ellipse  jensmts 
dos  Kreises  von  der  singulftren  Kante,  so  ist  die  gesuchte  EUipse 
Difaer  an  dem  Krdse  als  die  gegebene* 


§  11. 

Wir  wollen  noch  einige  schiefe  Schnitte  des  geraden  eOiptischen 
Cono-Cnneus  (17)  analytisch  untersuchen,  welche  sich  bei  Widüs  rein 
geomebisch  behandelt  finden. 

Zuaftchst  schndden  wir  ihn  durch  die  auf  der  JTF-Ebeae  senk- 
rechte Ebene,  welche  mit  der  ^-Aze  den  Winkel  ^  bildet  und  von 
der  r-Aze  das  Stack  d  abschneidet. 
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üm  die  entsprecheiide  Dnrchscbnittacorve  m  mleniicliMi,  Wuna 
wir  die  CooidinateiitiaiisfoTmatioii  ein: 

X  =  x'cos  qp  —  y'  sin  9 
ff  —  i+x'am9+tf'conp 

Setzen  wir  dann  »  0,  so  ei^iebt  sich  als  Gieicbuog  der  düiimrtt;Q 
Dorchschnittscurve : 

DaraoB  folgt: 

db^  i^6x*C0B*q>  +  a*  sin  9) 


tLc 


t'  ,  cco»*y  ^2  dx'  *  cos  V  4-       ain  ^-^aH } 


Bei  4er  ollMm  DimMion  Mmi  wir  SFflUe  n  mitendMidai: 

1)  dco8ec9<  asec?  oder  d<<atg^. 

Alsdann  besteht  die  Dorchschnittscarve  vierten  Grades  ans  zwei 
syiBinetrischen Zweigen,  welche  sich  im  Punkte  x'=  — (J  eosec     :'  =  0 

schneiden.    Die  beiden  Zweige  schneiden  die  z'-Axe  in  den  Puiikicn 
cd 

x'       »*  SS        und  erstredcen  sich  fttr       ±a96c^  niek  kor 

den  Seiten  der  Z'-Axe  ins  Unendliche.  Sie  nähern  sich  asyraptoüsdi 
den  beiden  Geraden  x'  =  ±:  asecf.  Diese  Curve  besiULzwei  Wende- 
punkte, welche  zur  Abäcisbö: 

«'  —  if^ti^  {— Sasinflp+cosy  yä?tgV--ö3^ 
geboren.  Ein  apecieller  Fall  findet  für  d  «  0  statt 


Alfdaan  Bchndden  ndi  die  beiden  Zweige  im  COordioaleiianfiuig 
und  liegen  towohl  zur  X'-Axe  als  snr  Z'-Aze  qmniietriicb. 

2)    d  "=>  atgy. 

Dadnrdi  gelit  die  Gleidumg  (24)  ttber  in: 

«*(<i-|-jB'coBf)tg^p  —  s'^a — «'eo89) 

Die  Burcbecbiiittsciinre  ist  mithin  atsdaaD  vom  dritten  Qtui»* 
Sie  liegt  qrmmetriscli  m  X'-Aze  und  schneidet  dieselbe  im  Pookte 
^  —  -«asecf,  m'^Q,  Diese  Gnrve  erstreckt  sich  sowobl  anf  der 
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poiltiTOn  alt  auf  der  negativon  Seite  der  Z'-Axe  fttr  «'ssasee^» 
ins  Unendliche  and  hat  die  Asymptote  x*  =  asecy.  In  ihrem  Dnrch- 
lebnlttaimnkte  mit  der  ^'-Axe  steht  die  Tangente  an  die  Gurre  anf 
dieser  Axe  senkrecht  Ausserdem  besitzt  diese  Cnire  zwei  Weade- 
ponkte,  welche  zur  Abecisso    =  —  ^asec^  gehören. 

3)  d>atg9. 

iu  diesem  Falle  besteht  die  Durchschnittscurve  vierton  Grades 
ans  zwei  Zweigen,  welche  syminetiisch  zur  Jl'-Axc  liegen,  dieselbe 
aber  nicht  schneiden.  Von  der  Z'-Axe  schneiden  sie  bezüglich  Uio 

M  Q  • 

SCilcke  ±  —  ab.   Fflr  «'     —  .  ~  ist  die  Tangente  an  dieselbe 

der  X'-AxQ  parallel.  Ausserdem  besitzt  diese  Carve  die  beiden 
Asymptoten  x'  =  ±,asecf, 

Anf  analoge  Weise  ergiebt  sich  als  Gleichnng  der  Dorchschnitts- 
carve  des  geraden  elliptischen  Cono-Gnnens  (17)  mit  der  Ebene  senk- 
recht auf  der  «»-Ebene,  welche  mit  der  X-Axe  den  Winkel  ^  bildet 
and  von  der  ^Axe  das  Stück  «  abschneidet: 

(2b)  «=  {e+x'am9)^ia*  —  »'^coiH') 

d.  i.  eine  Curvo  vierten  Grades,  welche  symmetrisch  zur  A''-Axo 
liegt     Auch  hierbei  haben  wir  die  3  Fälle  zu  unterscheiden 

^     atg  (/^.   Diese  Curve  ist  in  allen  Fällen  geschlossen  und  bentzt, 
> 

«renn  «  <<  tg  ist,  einen  Boppelponkt  Fttr  d  =»  0  erhält  man  eine 
Cnrve  vierten  Grades,  welche  eine^  ähnliche  Gestalt  wie  die  Leranis- 
kate  hat. 

Schneiden  wir  schliesslich  den  geraden  elliptischen  Cono-Cnnens 
(17)  durch  eine  Ebene  senkrecht  auf  der  yZ-Ebcne,  welche  mit  der 
y-Axc  den  Winkel  ^  bildet  und  von  der  Z-Axc  das  Stück  f  ab- 
schneidet, so  erhält  man  auf  die  oben  ausgeführte  Weise  als  Glei- 
chung der  betreffenden  Darchschnittscurve : 

d.  i.  im  Allgemeinen  eine  Curve  vierten  Grades. 

Die  verschiedenen  Fälle,  welche  sich  hieraus  ergeben,  Je  nach- 
dem  val.abs.tg^  «  -  ist,  entsprechen  den  Kegelschnitten.  Fttr 

YaLabs.tga<-  stellt  die  Gleichung  (26)  eine  geschlossene  Curve 
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entsprechend  der  Eliipso  beim  Kegel  dar,  welche  für  =-  0  in  eine 
EUipso  flbergebt    Für  tgd  «  ^  erstreckt  sich  die  DnrcIiBcliiiitts- 

curvo  nach  der  positiven  Seite  der  y-Axe  ins  Unendliche. 

Sie  schneidet  die  r'-Axo  im  Punkte  ac'  —  0,  f '  —  —  -Va^+c*, 

c 

die  JT'-Axo  in  den  Punkten  «'ss±a,y'  — 0  nnd  li^gt  zwischen 
den  in  den  letsteron  Punkten  auf  der  JT'Axe  errichteten  SeokrecfateB. 
Diese  Cnrve  entspricht  dem  Parabelschnitt  des  Kegels.  Fttr 

c 

val.  abs.  tg  ^     -  besteht  die  Dnrchschnittscurve  (26)  aus  zwei  nach 

beiden  Seiten  der  r'-Axe  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Zweigen, 
von  denen  der  eine  Zw^  die  J^'-Axe  in  den  Ponkten     ^  iL 

»'-0,  die  F'-Axü  im  fookte  «'-0,  g'=-„am9+^9 
schneidet  Der  andere  Zweig  schneidet  die  F'*Axe  in  den  Punkte 

«'-0,  y'  asin^^ücosy  entspricht  der  Hj- 

perbe)  beim  Kegel. 

Fttr    —  0  geht  die  Gleichung  (26)  aber  in: 

Die  Ebcuen,  welche  durch  die  sinj^ulärc  Kante  gehen,  schncideo 
tlahor  aus  deia  gtradeu  elliptischen  Cono-Cuueus  (17)  zwei  crzeu- 

gcndo  Geraden  desselben  ans,  wenn  Tal.ab8.tg4^     ^  ist  Fflr 

c 

tg^     j  &llen  diese  beiden  Geraden  in  eine  einzige  zusammea. 


§  12. 

Wir  Wüllen  nun  die  Untt  rsuchuugcn  ebener  Schnitte  des  jLT.vdLU 
elliptischen  Cüuo-Cuneu8  (17)  verlassen  und  zur  Betrachtung  seiner 
Tangentialebene  tibergehen. 

Als  Uleuhnng  derselben  im  Punkte  xjfz  der  Fläche  ergibt  sich: 

oder  mit  Boracksichtigung  der  Gleichung  (17): 
(27)  ««(I— «)— «(«"— «*)^  — 0 
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Nach  den  allgemeinen  Bemerkungen  in  der  Einleitung  berührt 
diese  Tangentialebene  den  geraden  elliptischen  Couo-Cuneus  (17)  im 
Allgemeinen  nicht  längs  der  gauzcn,  durch  ihren  Berührungspunkt 
gebenden  Erzeugenden  desselben.  Die  Ausnahmen  hiervon  finden 
f ür  a;  0  und  für  «  +  a  statt.  Im  ersteren  F'alle  schneidet  die 
Tangentialebene  ans  dem  peraden  olliptischen  Cono-Cuncus  (17)  die 
durch  ihren  Berühiuiig!?punkt  gehende  Erzeugende  und  die  singulare 
Kante  aus,  in  den  beiden  anderen  Füllen  dagegen  nur  die  durch 
ihren  Berülirungspuukt  gehende  erzeugende  Gerade. 

Die  singniäre  Kante  des  geraden  elliptischen  Gono-Ganene  Ist 
noch  dadurch  ansges^cbnet,  dass  es  in  den  Punkten  derselben  je 
xwei  TaugeDtialebenen  giebt,  welche  sich  in  der  X>Ebeae  schneiden« 
and  mit  der  XZ'-Ebene  entgegengesetzt  gleiche  Winkel  bilden.  Denn 
setzt  man  in  der  Gleichung  (27)  für  cy  seinen  Wert  ans  der  Glei- 
chung (17)  und  nimmt  dann  z  «  0  an,  so  geht  dieselbe  über  in: 


Es  sind  dies  die  am  Schlüsse  des  vorigen  §  fttr/=0  betrach- 
teten Ebenen.  Daraus  folgt,  dass  jede  durch  die  singniäre  Kante 
gehende  Ebene,  welche  mit  der  XZ-Eheno  einen  Winkel  bildet,  dessen 

trigonometrische  Tangente  absolute  gleidi  oder  kleiner  als  -  ist,  eine 

Tangentialebene  des  geraden  elliptiBchen  Oono*Cnnens  (17)  ist 

Im  Allgemeinen  iThiilt  man  für  die  Projection  der  Durchschnitls- 
curve  der  Taugfiitialcbene  uiii  der  vorgelebten  Fläche  auf  die  -ATZ- 
Ebene,  wenn  man     aus  der  Gleichunij  (27)  und  der  Gleichung: 

eliminirt: 

(28)    {  5-^-0 

d.  h.  diese  Dnrchschnittscnrve  besteht  im  Allgemeinen  aus  der  durch 
den  Bertthmngspnnkt  der  Tangentialebene  mit  der  Flfiche  gehenden 
Ermgenden  der  lelsteren  nnd  ans  einer  Cnrre  dritten  (hades. 

Für  die  Normale  im  Punkte  ^  des  geraden  elliptischen  Cono- 
Cuncni  (17)  ergeben  sich  die  Gleichungen,  wenn  afi,  ^i,  die  lau- 
fenden  (Koordinaten  bedeuten: 
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«  18. 

Uufei  re  Tifirb«Jtp  Aufgabe  sei,  das  Volnmcn  V  zu  bfstimmon,  wel- 
ches von  dl  II  LbciK  11  j-  O.  T  ^  T(,.  r  a^,,  der  A'Z-Ebcne  uad 
dem  zugehürigen  Teile  des  geraden  elliptiachen  CoBO^Coneas  (17) 
begrenzt  wird.  FOr  dasselbe  ergiebt  sich: 

OS  ff  ö 

(30)  r-^liaroVa^^^  +  Ja^ürcsin^^^l 

oder,  wcnD  mau  die  zu  x^,     gcliürige  Coordiuatc  y  mit  bezeichnet 

(31)  Kyo*o+i«*~  arcsiii 

Das  Volumen  V  mit  der  vorgeschriebenen  Begrenzung  ist  dem- 
nach gleich  dem  vierten  Teil  des  rechtwinklige  n  Parallelcpipedons 
mit  den  Kanton  a-^,  vermehrt  um  ein  Prisma,  dessen  üruud- 

liächü  eiu  (Quadrat  mit  der  Seite  ^a,  und  dessen  Höbe  die  mit 

arcsin        multiplicirte  vierte  Proportionale  zu  «  und  ist 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (80)  oe^  «i*     so  geht  diesette  Aher 

in 

d.  i.  aber  der  vierte  Teil  deiyenigcn  Volnmeus  V\  welches  von  dem 
geraden  elliptischen  Couo-Cnneas  (17)  nnd  der  Ebene  «si^,  be> 
grenzt  wird.  Daraus  folgt: 

(32)  V  —  inaß  ^* 

Das  vou  dem  geraden  elliptischen  CoQO-Cuucas  (17)  und  d» 
Ebene  z  =  begrenzte  Volumen  ist  also  gleich  der  Hälfte  eines 
Cylinders,  dessen  Gruudkreis  den  Radiua  u  hat,  und  dessen  Höhe  die 
vierte  Proportioualo  zu  c  ixud  i&t. 

Ziehen  wir  in  Betracht,  dass  die  znr  Jry*Ebene  parallele  Ebene 

Zq  aus  der  vorgelegten  Fläche  eine  Ellipse  mit  den  Htlbam 

a  nnd  ^  ausschneidet,  so  Itat  sich  die  Formel  (5S)  so  deute! : 
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Dil  Volunen  V  iat  gleich  dem  halben  ToUinen  des  Cjrlinden  mit 
der  durch  die  Ebene  Z^Z^  ans  der  Torgclegtca  Flflehe  ansge- 
sdidtcenen  Ellipse  als  Grundfläche  und  der  Höhe 

Allgemein  ist  diese  Beiiehnng  in  der  Einleitung  (S  8.)  nachge- 
wiesen worden;  wir  wollen  daher  hier  nicht  nfther  darauf  eingehen. 
Bemerkt  sei  nur  noch,  dass  die  Formel  (32)  auch  mit  Hilfe  einer 
Mittenfigar  deuten  Iftsst.  Die  Ebene  «  —  schneidet  n&mlich  aas 
dem  geraden  elliptischen  Cono-Cnneus  (17)  eine  Ellipse  mit  den 

Ualbaxeu  a  und  ^  aus.  Bezeiciiuet  man  diese  Mitteufignr  mit 
80  geht  die  Gleichung  (32)  Aber  in: 

(33)  F'-if.ai, 

Diese  Formel  gilt  auch,  wcuu  man  das  Volumen  zwischen  deu 
Ebenen  ~  ^  r„  «  -=  und  dem  geraden  elliptiachen  Cono-Cuncns 
(17)  in  Bctrucht  zieht  Man  bat  alsdann  nur  für  zq  deu  Abstand  der 
beiden  begrenzenden  Ebenen  za  setzen.  Denn  aus  der  Gleichung 
(32)  folgt  für  dieses  Volumen,  wenn  ^  ist: 

wobei  A  —  f}— c,  ist.  Nun  ist  aber:  «  =^       ^^^^  ^      3eu  «  zu- 

gehörige  variabcle  iialbaxo  der  Kliipso  ist  Mithin  erhält  man: 


Vs=sta,  '  g  '.A 

Setzt  man  ferner:  i„  so  ergiebt  sich: 

V  —  nab^h 
Ist     das  so     zugehörige  s,  so  ist: 

also: 

Demnach  resnltirt  der  oben  ausgesprochene  Satz: 
Wir  batton  erhalten: 

V  ^  na  — 2~ 
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Diese  Formel  lisst  sidi  noch  anders  taten.  Es  eigi^  sieh  iiiii> 
lieh  dnraiis: 

Setzt  nuin  nun: 

n  db^  —  Of 

wobei  und  die  bcgrenzeadea  EUipseu ,  M  die  Mitteofigur  des 
Körpers  V  bedeutet,  so  ist: 

(36)  F=^li(G,  +  (?,)+2Jf| 

d.  i.  die  Formel,  welche  in  der  Stereometrie  vom  Prismatoid  be- 
wiesen wird. 

Die  beideu  Formeln  (34)  und  (35)  lasseu  sich  noch  verallgemei- 
nern.  Wir  wollen  diese  VerallgemeineruDg  kurz  für  die  erstere 
durchführen.  Betrachtet  man  nauilich  das  Volumen  zwiscben  Jen 
Ebenen  x  =  0,  x  —  r, .  -  -  z  =>  der  X^-Ebeue  und  dem  za- 
gehürigen  Teil  des  geraden  elliptischen  Cono-Coneos  (17),  so  erlillt 
man  für  dasselbe: 

Knn  ist  aber: 

80  2c  *  <? 

und 

~  {ti^yc?^«+4a» aresin  (^j  j  «-  M\ 

wenn      den  Teil  von      bezeichnet,  welcher  von  den  zn  ««-O, 

«  ro  zugcbörigon  Ordinaten  der  Ellipse,  von  der  X-Axe  nnd  d« 
zngehdrigen  Bogen  begrenzt  wird.  Folglich  resnltirt: 

Anf  analoge  Weise  ergieht  sich  der  entsprecheodo  Aosdnick  Hi 
die  Formel  (35). 
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Die  beidon  geraden  hyperboliscbeu  Cojio-CaQei. 

114. 

Um  zunächst  den  g  e  t  o  i  1 1  e  n  o  r  a  d  e  n  h  >  ]>  e  r  1»  o  1  i  s  c  h  o  n 
Cono-Caneos  za  betrachten,  nehmen  wir  als  Gleichungen  der 
Iieitbyperbel: 

(36)  Ja«  Z^-* 

Demnach  wird  die  X-Axe  singulare  Kante,  die  F^-Ebene  Director- 
ebene.  Also  erhält  man  als  Gloichungeu  des  betreffeudeu  Coiio-Cuucus, 

«eui  man  wieder     iBr  setst: 
(37) 

Da  diese  Gleichung  nur  die  Quadrate  von  x,  y,  z  enthält,  so  ist  zu- 
nächst klar,  dass  die  vorgelegte  Fläche  symmetrisch  zu  den  drei 
Coordinateuebeneu  liegt  Ferner  folgt  ohne  Weiteres,  dass  es  nur 

reelle  Worte  für  y  ttnd  *  giebt,  wenn  vaL  aba.  « ^  a  ist    Der  in 

Rede  stehende  Couü-Üuneus  besteht  daher  aus  zwei  gesonderten  Tei- 
len zu  beideu  Seiten  der  Dircctorobcnc,  woher  die  Bezeiciiuuug  „geteilt" 
entnommcQ  ist 

Wir  wollen  nicht  nfthor  anf  ebene  Schnitte  des  geteilten  geraden 
hjrper bolischen  Oono-Cnneos  eingehen,  da  wir  dabei  auf  ganz  ähnliche 
Betrachtungen  wie  beim  geraden  elliptischen  Cono-Cnnens  gefbhrt 
werden.  Bemerkt  sei  hier  nur,  dass  die  zur  JlCF*Ebene  parallele 
Ebene  s  s  A  ans  der  Toigeiegten  Fläche  (37)  die  Hyperbel: 

aufschneidet  Fflr  &  c  ergiebt  dch  demnach  eine  gleichseitige 
Hyperbel  mit  dem  halben  Parameter  a.  Die  Mittelpunkte  aller  die- 
ser Hyperbeln  liegen  auf  der  Z-Axe,  ihre  reellen  Axen  in  der  JTZ-Ebene, 
ihre  imaginären  Axcn  in  der  FZ-Ebcnc.  Die  reellen  Axen  der  aus- 
geschnittenen IIyj)erbeln  sind  einander  gleich  2a,  die  imaginären  da- 
gegen wachsen  proportional  dem  Abstände  der  schneidenden  Ebene 
vun  der  siDgulären  Kaute. 

Ziehen  wir  die  Brennpunkte  dieser  ausgeschnittenen  Hyperbeln 
u  Betracht,  so  liegen  diese,  wie  sich  ans  dem  Gesagten  ergiebt,  in 
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der  XZ-Ebene.  Als  Gleichnng  des  gcometriscbcii  Ortes  dieser  Breun« 
paokte  erbftlt  man: 


d«  b.  in  Worten:  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  fljr- 
perbeln,  welche  ans  dem  geteilten  geraden  hyperbolischen  Cono-CaDSai 
(37)  dnrch  Ebenen  parallel  der  JTr-Ebene  ansgeschnitten  werdea,  ist 
eine  Hyperbel  in  der  XZ^  Ebene  mit  dem  Goordinatenan&ng  als  Mittd- 
pankt,  deren  reelle  Äxe  2a  in  der  X-Aio,  deren  imaginäre  Axo 
in  der  ^-Aze  li^  Ist  e  «  o,  so  ist  dieser  geometrische  Ort  eine 
gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  halben  Parameter  a, 

ak 

Ans  der  Vergleichnng  von  (38)  und  (39)  folgt,  wenn  wir  — 

c 

setzen; 


Daraus  flicsst  der  Satz:  Diejenige  zur  A'l'-Ebcnc  parallele  Ebe-u, 
deren  Abslauu  vou  der  singuläreu  Kante  die  vierU»  Proportionale  zu 
a  uud  c  ist,  schneidet  aus  dem  geteilten  geraden  hyperbolischen  Codo- 
Cuncus  (37)  eine  Hyperbel  aus,  welclie  gleich  ist  dem  geometrischen 
Orte  der  Brennpunkte  aller  durch  Ebenen  parallel  der  J^i-Ebeoe 
aus  der  vorgelegten  Fläche  ausgcscimittcueu  Hyperbeln. 

Es  ist  dies  ein  ganz  ähnliches  Resnltat,  wie  wir  es  beim  gerades 
elliptischen  Cono-Gnnens  erhalten  haben. 

Vorirleichen  wir  die  beiden  Besaltate  (22)  and  (39),  so  erbalteo 
wir  den  Satz: 

Sind  der  gerade  elliptische  und  der  geteilte  gerade  hyperbolisdM 
Cono-CnnoBS,  welche  dieselbe  Dlrectorebene  und  dieselbe  siagallie 
Kante  haben,  so  beschaffen,  dass  dio  Ebene  in  der  Entfeninng  a  vos 
der  singulären  Kante  ans  dem  elliptischen  einen  Kreis  mit  dem  Badios«, 
ans  dem  hyperbolischen  eine  gloichsoitigo  Hyperbel  mit  dem  halbes 
Parameter  a  ausschneidet,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Oroaa- 
pnnkte  der  KUipsca  des  elliptischen  (^no*Canens,  deren  Entfemasg 
von  der  singulftren  Kante  absolnto  gleich  oder  grösser  als  a  ist, 
dem  geometrischen  Orte  der  Brennpunkte  der  ^perbefai  des  geiadea 
geteilten  hyperbolischen  Ckmo-Guneus. 

Die  durch  dio  Gleichung  (38)  dargestellte  Hyperbel  besitzt  svei 
Asymptoten,  welche  der  Gleichung  genfigen: 
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Die  Aftymptoton  aller  Hyperboln,  welche  ans  dem  geteilten  geraden 
bjperlKilischen  Cono^Cnneas  (37)  dnrch  Ebenen  parallel  der  JrK-EU>ene 
«ögescbnttten  werden,  liegen  demnach  auf  einer  FlSche,  weiche  durch 
die  Gleichnug  dargestellt  wird: 

cy  —  ±  flw 

Diese  zerfällt  lu  diu  beiden  Gleichungen : 

(40)  f  «-«-0 

Oarans  folgt,  dass  die  Asymptoten  der  Hyperbeln  des  geteilten  ge- 
raden hyperbolischen  Cono-Cunons  auf  zwei  hyperbolischen  Para- 
boloiden  liegen.  Um  die  Gleichungen  derselben  auf  die  ttbliche  Form 
za  bringen,  wenden  wir  die  Coordinatentransformation  an: 

«     x'cos  qp  —  »'sin  tp 

M     «'sin  9  -jr  «'cos  fp 
Dadarcii  gehen  die  Gleichungen  (40)  ttber  in; 

cy'  =  ±       — z'*)  sin  9 cos g> H-ä'«'(cos*  tp  —  sin*  q>}] 

7t 

Für  cos*  SP —  sin*  9  —  cos2g>  —  U  ergiobt  sich  9  =s  wodurch  man 
erhftlt: 

Die  beiden  hyperbolischen  Paraboloide  genflgen  also  den  Gleichnngen: 

±  _  t 

2c     2c  ^ 


(41) 


»'*  «'« 


Diese  Paraboloide  sind  demnach  der  Art,  dass  Ebenen  parallel 
der  X-ZT-Ebene  ^gleichseitige   Hyperhclii   aus    ihnen  ausschneiden. 
Ausserdem  sind  ihre  Spuren  in  den  Kbencu  der  x'p'  und  der 
einander  gleich. 

%  15. 

Als  Gleirhnnfj  der  Ta  11  <r e u t i aic be u e  im  Punkte  mt/z  des 
geteilten  geraden  hyperbolischeu  Cono-Cunous  (37)  ergicbt  sich,  wenn 
I,  ti,  £  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten: 

«»tt-»)-«*!/ ( -  ^) + - - a- ^)  0 

oder: 

(42)  x)--r«y.ci7  +  3(a«—a*)t—  0 

Anh.  d.  Uzik.  o.  Plij«.  8.  B«iiie,  Teil  U.  SO 
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Schou  aus  ücn  allgemeinen  Erörterungen  der  Einleitung  geht 
hervor,  dass  diese  Tangentialebene  den  geteilten  geraden  hyperboli- 
schen Cono-Cuneus  (37)  im  Allgemeinen  in  der  durch  ihren  BerQhrungs- 
paukt  gehenden  Erzeugenden  und  in  einer  Cnrve  dritten  Grades 
schneidet.  Sie  berftbrt  aber  im  Allgcmeinea  die  vofgelegte  Fliehe 
nicht  längs  der  ganzen ,  durch  ihren  Berühmogspunkt  gehenden  £^ 
zeugenden  derselben.  Eine  Ausnahme  hicn  on  findet  nur  ftlr  x  j:i 
statt;  d.  h.  nur  die  Tangentialebenen  in  den  DurchschnittsponJda 
des  in  Rede  stehenden  Cono-Cnneos  (37)  mit  der  X^Ebene  be- 
rfthren  denselben  längs  der  ganzen,  durch  ihren  BerQhruugspaolt 
gehenden  Erzengenden.  Diese  Tangentialebenen  sind  zogleidi  der 
Directorebene  parallel  und  schneiden  ans  der  Torgelegten  Fläche  nsr 
die  betreffende  erzengende  Oerade  ans. 

Ein  anderer  specieiler  Fall  crgiebt  sich  für  a  =  0,  and  zw«r 
erhiUt  mau  dafdr  aus  der  Gleichung  (42): 


In  den  Punkten  der  singulärcn  Kaute  des  geraden  hyperbolUch  n 
'Cono-Cuneus  (37)  giebt  es  ütMi  iuiu  li  im  All  {gemeinen  je  zwei  Taugeutiai- 
ebenen,  welche  durch  die  JT-Axe  fjohcn  und  mit  der  J'Z-Ebene  ent- 
gegengesetzt gleiche  Winkel  bilden.  Aualog  dem  liesultak*  beim 
geraden  elliptiscben  Cono-Cuneus  folgt,  dass  diese  Taugentialebciiea 
aus  der  vorgelegteu  Flüche  ausser  der  siu^iulären  Kante  zwei  aof 
beiden  Seiten  der  Directorebene  Hegende,  von  derselben  gleich  weit 
entfernte  erzeugende  Geraden  ausschneiden. 

Jede  durch  die  singulare  Kante  gehende  Ebene  ist  mithin  im 
Allgemeinen  eine  Tangentialebene  des  geteilten  geraden  hyperbolisdiea 
Cono-Cvnens. 

Für  die  Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xys  des  vor- 
gelegten Cono-Cuneus  (37)  erhält  man,  wenn  «ii,  yj,  «i  die  ianfeadea 
Cordinaten  sind: 

tA5L\  «^i  —  ^  _  yi— y  _  * 


i  16. 

Betrachten  wir  jetzt  in  der  Gleichung: 
(44)  Fsc^i^— «»(»«— a«)  =  0 

c  als  variabel,  so  stellt  dieselbe  eine  Schaar  von  geteilten  gerade» 
hyperbolischen  Cono-Cuneis  dar.  Alle  Flachen  dieser  Schwur  i^'ohea 


Digitized  by  Google 


307 


durch  die  X-Aze  und  berttlirQD  üdk  in  den  beiden  Geraden  «  i:a, 
y  »*  0.  Sie  beBitzen  also  keine  eigentliefae  einbauende  FUUshe. 

ADders  verhält  es  sieb,  wenn  wir  in  der  Gleichaug  (44)  e  als 
coQstaut,  a  dagegeu  als  variabel  annehmen.  Wenden  wir  hierauf  das 
in  §  8.  erhaltene  Kosoltat  an,  so  erhält  man  als  Gieichnog  der  ein- 
bauenden Fläche  der  vorgelegten  Flftchousehaar: 


( 


cy  —  a*3  =  0 


Des  sind  aber  die  Gleicbuugen  (40).  Die  dnhittlende  Fläche  der 
vorgelegten  Fläehenschaar  besteht  demnach  ans  den  beiden  hyper- 
boUsehcn  Paraboloiden,  anf  dunen  die  Asymptoten  aUer  Hyperbeln 
des  geteilte»  geraden  hyperbolischen  Cono-Gnnens  (37)  liegen. 

Für  die  erste  Schaar  von  geradlinigen  Flächen,  welche  dnrch  die 
Gleichung  (44)  dargestdlt  wird,  wollen  wir  noch  die  Orthogonal- 
flächen bestimmen.  Angenommen,  eine  dieser  Orthogonalflachen 
habe  die  Gleichung  9  =  0,  dann  sind  die  cosinns  der  Winkel,  welche 
die.  Nonnale  derselben  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet,  besQgUch 
proportional: 

d<p     d(p  dtp 

Ferner  siud  die  cosinus  der  Winkel,  welche  die  Isoniialü  einer  Fläche 
der  vorgelegten  Flächeusciiaiir  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet, 
bezüglich  proportional: 

BF     BF  dF 
Sä' 


Da  diese  beiden  Normalen  nach  der  obigen  Bedingung  anf  einander 
aeakrecbt  stehen,  so  erhält  man: 

BF  dg>,dF  dip.BF  8<p 

S'Bi+^'t^+'S'Si'"^ 

Bf  Bf  dF 

Setien  wir  hierin  Ar  .  .  .  .  -k-  ihre  Werte  nnd  eliminiren  dann 

cz    Oy  oz 

zwischen  der  erlialtencn  Gleichung  und  der  Gleichung  (44)  duj-  ge- 
gebenen Fläehenschaar,  dauu  ergicbt  sich  als  partielle  Differential- 
gleichnng  der  gesnchteu  Orthogonaliiächen: 


(46) 


Nach  der  Lagnnge'schen  Rednction  der  linearen  partiellen 
Bifterentialgieichongen  erster  Ordnang  anf  ein  System  gewöhnlicher 

10* 


r 
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DÜferentuügteichnngen  gelangt  man  zum  allgemeineo  Integnt  <ier 
Gleichung  (46)  durch  Integration  ?on: 

tixidy;d»  =  xyz :  —  »  («*  —      :  Jf  («*  —  o*) 

Daraus  folgt 

dxidiy  ^  jry :  —  (ab* — «*) 

-{-     —  2a-  Ig  X  =»  Cj 
dy  idz      —  »  :  y 

Die  Orthogonalflädien  der  vorgelegten  Flächenschaar  sind  demnadi 
enthalten  in  der  Gleichnng: 

(47)  -F(«^+jf*  — 2a«lg«,  af*+»'*)  -  0 

Zu  doinsolbcn  Resultat  gelangt  man  bei  der  Betrachtung  der  Ortho- 
güiialtl  u  li(  11  der  Schaui  von  gcradeu  elliptischen  Cono-Cuueis,  welche 
durcii  diu  Giticiiuug: 

(48)  F=i  c^y^  —  z^{a^—x^)  =  0 

dargestellt  werden,  wenn  e  väriahol  nod  a  constant  ist  Denn  lettt 

hF  BF 

man  iii  die  IkdiuguiigBglcicbuog  (45)  fttr  ^»  'St 

Gleichnng  (48)  folgenden  Werte  ein  nnd  eliminirt  dann  zwischen 
(48)  nnd  der  erhaltenen  Gleichnng,  so  resultirt  als  partielle  Differentisl* 
gleichnng  der  betreffenden  Orthogoualfläcben : 

^  +  ^  (a»  - «»)  -  0 

oder: 

9fp  3(p  3(p 

d.  i.  aber  die  Gleichnng  (46).  Daraus  fliesst  der  Satz :  Ist  c  \-ariabel, 
hat  dagegen  a  ciuen  coustauten  Wert,  so  schuciden  die  Orthogonal* 
flächen  der  durch  die  GIcichuug  (44)  dargestellteu  Schaar  von  ge* 
teilton  geraden  hyperbolischen  Cono-Cunei«  die  durch  die  Gleichnng 
(48)  dargestellte  Schaar  von  geraden  elliptischen  (Jono-Cnnens  recht 
winldig. 

$  17. 

Unsere  niUhste  Aufgabe  sei  die  Cubatur  des  geteilten  geraden 
bybtrbülischeu  Couo-Cuncus  (37).   Es  orgicbt  sich: 

«      S  a  0 
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fioBchton  wir,  dass:  ^pq*  —  üt,  so  geht  die  Gleichung 

(49)  Aber  in : 


(50) 


Von  diesem  Yolnmen  gelten  analoge  Sätze  ivie  von  denjenigen 
des  geraden  elliptischen  Cono-Cunens.  Wir  wollen  diese  hier  nicht 
erst  wtwicfceln,  sondern  anf  eine  andere  Betrachtitngsweise  eingehen. 

Lasst  Diau  längs  einer  durch  die  Ebene  x  «  aus  der  vor- 
gelegten Fläche  (37)  ausgeschnitteneu  Geraden  eine  gerade  Linie 
parallel  der  .V)-Ebeue  so  hingleiten,  dass  sie  stets  durch  dio  Z-Axc 
<zcht,  7.0  erzeugt  sie  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  welches  der 
ülciclioug: 

cy  =»  xz 

genflgt  Ffir  das  Yolumctt  V  swischen  den  Ebenen  —  «b«  «  . 
der  X^Ehene  und  dem  zugehörigen  Teil  dieser  Flache  erhalt  mana 

Mithin  rcsultirt: 


(61) 


Bezeichnen  wir  femer  den  Ilypcrbelsector  OPA  (Fig.  1.)  mit  so 
ist,  wenn  die  Hyperbel  der  Gleichung  (38)  genügt,  und  wenn  mau 
1^  für  A  setzt:   

(52)  '--^Ig^  ä  ) 

Demnach  geht  die  Gleichung  (51)  (Iber  in: 

(53)  ü  —  i  « . 

d.  h.  bei  constantem  und  variablem  verhalten  sich  die  Volumina  v 
wie  die  zugehörigen  Hyperbolsectoren. 

Wir  haben  im  §  14  ai  schcn,  dass  die  Ebene  s  c  aus  dem 
gt'tc'iUoii  geraden  hyperbühsciieu  Conu-Cuneus  (37)  eine  gleichseitige 
Hyi)i'rl)el  mit  dem  halben  Parameter  a  ausschuoidet.  Setzen  wir 
2o  »  c  iu  die  ülcichungüu  (52)  oud  (53)  ein,  so  erhalteu  wir: 
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Himn  woUcii  wir  dnigo  BemerknugeD  aber  Sammen  and  DiflG»> 
rcnsen  von  9  knttpfen,  wenn  yerschiedene  Werte  annimmt.  Wie 
sich  aus  den  Gleichungen  (54)  ergiebt,  haben  wir  dazu  nur  die  ent- 
aprecbenden  Sectoren  $  za  betrachten. 

Unter  den  gemachten  YoranssetaEnDsea  ItaBt  sich  die  streite 
Gielcbnog  in  (64)  aacfa  bo  schrdbeo: 

(55)  .-}«Mg(^+?') 

d.  h.  der  Scctor  einor  p^leicliseitigeu  liypcrbrl  ist  c;]eich  dem  halben 
Quadrat  des  luilbon  Parameters  inultiplicirt  mit  dem  natürlichen  Lo- 
garitlnmis  von  dem  Quoticnteu  aus  der  SniniriL'  der  zagehörigea  £iui- 
coordinaten  dividirt  dorch  den  halben  Parameter. 

Au  der  Gletelmiig  (55)  folgt: 

Ist  nun :  2«  »  und  sind  x\  y'  die  zum  Sector  s'  zagehohgeii 
Eiidcoordiuaton,  äo  ist  demnach: 

(56)  «'+,'  - 

Daraus  flieset  der  Satz :  Die  Summe  der  Coordinaten  des  doppel- 
ten Scctors  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  die  vierte  Proportionale 
mm  halben  Parameter  derselben  nnd  der  Sammo  der  GoonüBSteB 
des  ein£schen  Seeton. 

Es  isl  aber;  —  y'*  —  a*.  Mithin  erhält  man  aus  der  Glei- 
chung (56): 

(67)  «-^^ 

Den  vorigen  Satz  kanu  man  daher  auch  so  aussprechen:  Diu 
Abscissc  des  doppelten  Sectors  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  die 
vierte  Proportionale  zum  halben  Parameter  derselben  und  der  Vc^ 
binduugslinio  des  End])unlae8  der  Ordinate  des  einfachen  Sectors  mit 
dem  Hyperbelmittelpunkt. 

üm  mithin  den  Sector  OP^A  (Hg.  1.)  an  verdoppeln,  coDStnn« 
man  die  vierte  Proportionale  zu  OA  und  OP|t  trage  dieselbe  ssf 
OA  von  O  aus  bis  Qt  ^b,  errichte  in  Q,  die  Senkrechte  PfO«  anf  0% 
so  ist  Sector  OP^A  —  2  Sect  OP^A. 
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BiudU  iflt  zQgleicb  die  Aufgabe  gelöst,  einen  gegebenen  Sector 
einer  gleicbseitigen  Hyperbel  xn  bnlbiren.  Denn  nach  der  Gleicbung 

(57)  ist 

(58)  a;*+i^»  =  a.aj' 

Um  daher  den  Sector  OP^A  zu  balbiren,  coostruire  man  über  OQi 
als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  welcher  die  Scbeitdtengente  der 
Hyperbel  in  R  schneidet,  mache  OP^  —  OJZ,  so  ist 

Sect  OP^A  —  JSect.  OP^A. 

Ana  der  Gleichung  (58)  folgt  noch,  wenn  man    —       a'  aetst: 

(59)  ««=:ia(a+«'> 

Beachtet  man  femer,  dasa  der  KrOmmnngsradina  iBr  die  fljeicb- 
seitue  Hyperbel 

9  ^r— 

ist,  so  ergiebt  sich  nach  der  Gleichung  (57) : 


d.  b.  in  Worten:  OQ^  ist  die  mittlere  Proportionale  su  OP^  und 
dem  KrfinunnngiradinB  in  P|. 

Zugleich  ist  klar,  dass  für  den  Scheitel  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel der  Krüiuiiiiiugäradiuä  gleich  dem  halben  Parameter  derselben  ist 

Die  Belation  (56)  Iftsst  sich  leicht  TeraUgemeinem.  Ist  nämlich 
a  ».«  und  gehflrt     an  den  Endcoordinaten     yn,  so  erhAlt  man: 

Oarans  resultirt  der  Satz:  Die  Samme  der  Coordinaten  des  u-fachen, 
Scctora  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  gleich  der  nten  Potenz  der 
Summe  der  Coordinaten  des  einfachen  Sectors  dividirt  durch  die 
(fi — l)te  Potenz  des  halben  Parameters  derselben. 

Sind  femer  die  beiden  Sectoren  nml  ,  gegeben,  welche  be- 
züglich ZQ  den  Coordinaten  xj ,  y^^  and    ,     gehüren,  so  ist  nach  (55) : 

Ist  nun:  —  wobei  «3  zu  den  Coordinaten  x^^y^  geh^Ift, 
80  ergiebt  sich  die  Relation: 
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(61)  ^+,,  =  (£düilja+!i^ 

d.  h.  in  Worten:    Ist  die  Sarame  zweier  Soctoren      und  einer 

glcichseitigeu  Hyperbel  gleich  einem  dritten  Sector  so  ist  die 
Summe  der  ('oordinatcu  dieses  dritten  Sectors  die  vierte  I'ropurtionale 
zum  halben  Parameter  und  den  beideu  Summeu  aus  acu  Courainatea 
der  beiden  zu  suinuurendeu  Soctoren. 

Setzt  man:  ^"'i +  „     so  erhält  man: 

Um  daher  einen  Sector  «s  zn  finden  (Fig.  2.),  welcher  gleich  der 
Summe  der  beiden  Sectoren  OJ\  A  und  OP^  A  ist,  construiro  man  die 
vierte  Proportionale  OS  zu  OA^  OQi  +  Q^l\  —  OÄ,  und  OQ,-\-f}J\ 
=  ORi,  halbire  AS  in  2\  trage  AS  von  S  aoa  auf  SO  bis  L'ab, 
ziehe  durch  U  die  Parallele  UV  zu  OT,  mache  OQ,  ^  SV^  emebk 
in  die  Senkrechte  P^Q^  avf  OQ,,  ao  ist  Sect.  OP^A  dergenefat» 
Sector. 

Damit  ist  zugleicli  die  xVufgabe  gelöst:  Es  s(!i  ein  beliebigem 
Punkt  auf  dem  Bogen  einer  gleichseitigen  Hyperbel  gegebiü.  man 
bestimme  hierzu  einen  Punkt  so,  dass  der  Sector  Oijij  gleich 
einem  gegebenen  Sector  OI^A  ist 

Darch  Wiederholung  dcrselhen  Operation  iässt  sich  die  Glachang 

(61)  verallgemeinem.  Sind  die  Uyperbelsectoren  ^<| , >  •  S^gebei, 
und  ist: 

so  ist ,  wenn  die  Secturen  bezüglich  zu  den  Eudcoordioatcn  x^y  ||i 
dTi,  y^;  ...'M-i-i,  ifH+i  geboren: 

(62)  «rN^l+yH-fl  =  

Aus  der  Gleichung  (61)  folgt  ferner: 

(63)  •'^  +  ^i°'^y/* 

d.  h.  in  Worten:  Ist  der  Sector  ^-j  einer  f:^leicbseitigen  11}  jicrbel  {rkich 
der  Differenz  —  *2  zweier  Sectoren.  ist  die  Snuynie  der  foordi- 
naten  von  die  vierte  Proportionale  /.n  der  Summe  der  tourJni.iUa 
von  der  Summe  der  Coordiuatcn  vou  uud  dem  halben  Para- 
meter der  Hyp3rbol. 

Daraas  ergiebt  sich  eine  der  vorigen  ähnliche  Constmckioii. 
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Wir  wollon  jetzt  einige  Beziehungen  an  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel tut  w  ie  kein,  wcnu  die  Punkte  i\  und  (Fig.  3.)  so  auf  dorn 
H\ p(  ibull)o<:t>n  liegen,  dass  O,  Q,  und  vier  harmonische  Punkto 
»iiiil.  Mau  hat  demnach  die  Proportion: 

(64)  OAiAQ^^  OQ^id^Q^ 

Finden  ferner  die  RolaÜonea  st^tt: 

Sect.  OP^A  =-  \  Seet  OP,ii 

Sect.  OP^A  =  i  Sect  OP,^, 

80  folgt  zanftchfit  ans  (58): 

Paraofl  folgt  mit  Anwendntig  der  Proportioii  (64): 

oiV  io<2,(Oii+OQä) 
Nach  (59)  ist  uan:  \OA{OA+OQ^  :=  ÖQ^^,  folglich  crhfilt  man: 

Wenden  wir  hierauf  noch  die  Gleichung  (öö)  au,  nach  welcher 
O^.Og,  ^  (Tr.^-  ist,  so  rcsultirt: 

also 

Aas  der  1  igur  3.  folgt,  wenn  Ji  dor  Durchscbuittspunkt  der  Scheitel, 
tangento  mit  OP^  ist: 

OQ^'.OP^  =  OA-.OR 
Ana  beiden  Proportionen  ergiebt  sich: 

{6  b)  OPs  =  OR 

Daraus  fliesst  dor  Satz:  Ist  der  Sector  OP^A  die  Hälfto  des 
Scctors  OP^A  and  liegen  /\  und  Pf  so  auf  dem  ßogeu  der  gleich- 
seitigen Hyperbel,  dass  die  senkrecht  darunter  liegenden  Punkte  Qi 
und  Qf  mit  dem  Mittelpaukt  O  und  dem  Scheitel  A  der  Byperhel 
vier  harmonische  Punkto  bilden,  so  schneidet  die  Scheiteltangento 
von  der  Verbindungslinie  des  Hittelponktes  0  mit  P4  ein  Stftck  OR 
ab,  welches  die  mittlere  Proportipnule  na  OA  nnd  OQi  ist 
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Zugleich  gobt  bieraoB  hervor:  'Wenn  O,  Qj  nnd  0^  vier  llt^ 
monische  Punkte  6ind,  und  man  halhirt  den  Sector  OP^Ay  so  dau 
SeciOP^A  -=  }SectO/'gvi  ist,  so  hat  man  damit  auch  den  Seetor 
OP^A  halhirt,  denn  man  hat  nnr  OP^ssOB  zn  machen,  wiit 
Soet  OP^A  =  ^Sect.  OPt^^- 

Diese  Bedehnngea  lassen  sich  zu  einer  Constmction  von  Punktes 
einer  c^dcbseitigen  Hyperhel  verwenden,  wenn  der  Uittslpankt  0 
nnd  der  Scheitel  A  dersdbcn  gegeben  sind  Man  wfthU  nftnüich  ntr 
harmonische  Punkte  A^  Qi  nnd  constmirt  Aber  OQg  nnd  OQ^ 
als  Ihifchmesser  Halbkreise,  welche  die  in  il  anf  OA  errichtete  Sesk- 
rechte  in  B  und  schneiden,  trügt  OiZj  von  O  ans  auf  bis 
P«  ab,  so  ist  P4  ein  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Andererseits  lAsst  sich  hierauf,  wenn  die  gleichseitige  HypoM 
gegeben  ist,  eine  Gonstntction  des  zu  ^  sngeordneten  vierten  hs^ 
monischen  Punktes  m  A  nnd  Qi  gründen,  wie  anch  eine  Ooib 
stmction  des  zn  O  conjugirten  vierten  harmonischen  Punktes  tu  0, 
A  nnd 

Constniirt  mau  ferner  in  P4  unter  Beibehaltung  derselben  Be- 
dingougcü  die  Taugeute  P^T  an  die  gieichseitigo  Hyperbel,  so  ist: 


Da  aber  die  Bedingaug  besteht: 

Sect        ^  iSectOPfA, 

so  folgt  nach  (59) : 


ulso: 


Hithin  erh&lt  man: 


»4*  xj+a 


n  5f»i  ^  r  -^M"- 

_  OA,OQ^.AQi  +  OA,OQ^.Q^Q^ 
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Mit  AsweaduDg  der  Proportion  (64)  crgiebt  wich  bierana: 

—      OA.OQ,.AQ,+  ÖV,AQ^ 

(66)  P^*  -  AQ^.OQ^  -  0^.<2tQ, 

Dttttos  fliesst  der  Satz:  Sind  O,  A,  nnd  vier  hafmonieclie 
Punkte  anf  der  Axe  einer  gleichteitigen  Qyperlielf  und  beiümmt  man 
P4  80  anf  dem  Hyperbelbogcu,  daes:  SectOP«^  s^SectOPsil  ist, 
dann  Ist  die  Tangente  In  ^4  die  mittlere  Proporticmale  zwiseben  AQx 
and  OQt  oder  zwischen  OA  und  QiQt 

Wir  liaben  vorbin  erhalten: 

OA+OQ^_  OAjQ^Qi  +  AQi) 
AQ^  ^Qji-^^^  ' 

wenn  man  die  Proportion  (64)  berflcksichtigt.  Mitbin  resoltirt: 

OÖ?  :  04!^^  '^OAiAQg 

Fällt  maü  vuu       die  bcnkrcclite  u^N  auf  0/^4,  go  ist : 

Ans  beiden  Proportionen  ergiebt  sieb: 

OAiAdi»^  ONtNF^ 

d.  h. 

AN  I  Q1P4 

Hierauf  kann  man,  wenn  die  gleichseitige  Hyperbel  gegeben  ist,  eine 
Coustruction  des  zu  O  coujugirien  vierton  harmonischcu  PuuktL's  zu 
O,  A  und  gründen.  Man  construire  über  OQ^  als  Durchiataser 
einen  Halbkreis,  welcher  die  Scheitel  taugen  te  in  li^  schneidet,  mache 
OP^  =  o/^i,  föUe  von  P^  die  Senkrechte  P^Q^  auf  OQ,  und  von  (4 
die  Senkrechte  Q4iV  auf  0/4;  ziehe  durch  P4  die  Parallele  zu  AN^ 
so  schneidet  dicst  Parallele  die  Ilyperbciaxe  in  dem  zu  O  zugeorduoten 
vierten  harmomschen  Punkt  Q«. 


Danuis  folgt: 


§  Id. 

Geben  wir  nun  zur  Betrachaug  des  einfachen  geraden  hy- 
perbolischen Couo-Cüüeuä  über.    iHcbmeu  wir  hierbei  als 
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Leitlinie  dieselbe  Byperbel  wie  beim  geteilten  geraden  byperboliwliea 
Coao-Ciineas: 


als  DircctorcbcDC  demnach  die  XZ-Ebone  und  die  F-Axc  als  singit- 
läro  Kaüte,  so  mttssen  die  eneagenden  Geraden  den  Gleicbnugsa 
genügen: 

80  dass  man  als  Gleichung  des  in  Bede  stehenden  C^no^nnens  6^ 


Aus  dieser  Glciclmug  geht  hervor,  dass  x  jeden  beliobigCQ  Wert  ■ 
annehmen  kauu.    Ferner  folgt  daraus,  dass  jede  zur  Ai-Ebenc 
parallele  Ebene  den  einfachen  geraden  h3'i)erbolischen  Cono-Cuneus 
(67)  in  einer  Hyperbel  schneidet,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Z-Axe 
liegt,  und  deren  Axen  bezüglich  in  die  Ebenen  der  xz  und  der  fn 
fallen.   Darin  stimmen  die  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Caoei  | 
übereiu.   Während  aber  beim  geteilten  alle  ausgeschnittenen  Ilypcr-  | 
beln  dieselbe  reelle  Axe  haben ,  wachsen  beim  einfachen  diese  Axen 
proportional  dem  Abstände  der  schneidenden  Ebene  von  der  singa-  I 
lären  Kante.    Die  reellen  Axen  der  Hyperbeln  des  einfachen  geraden  | 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  verhalten  sich  also  genau  so  wie  die  1 
imaginären  der  Hyperbeln  des  geteilten,  und  umgekehrt  sind  die 
imaginären  Axen  der  Hyperbeln  des  einfachen  einander  gleich  wie 
die  reellen  deijenigen  des  geteilten. 

üierans  folgt,  dass  beim  einfachen  geraden  hyperboUachen  Cono- 
Cuneus  (67)  die  Scheitel  der  ansgeschnittenen  H>'perbcla  von 
bis  z  ^0  sich  einander  nähern ,  bis  sie  f fir  s  0  zusammenfallen, 
während  die  Entfemnng  der  Scheitel  der  Hyperbeln  des  geteilten 
coustant  bleibt.  Die  beiden  Teile  des  einfachen  geraden  hyperboli- 
schen Cono-Cuneus  (ü7)  liegen  daher  nicht  von  einander  getrennt, 
sondern  treffen  in  der  singuliireu  Kaute  zusammen,  womit  dio  Be- 
zeichnung „eiuiacli '  zusammcuhäugt 

Die  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Cnnoi  unterscheides 
sich  In  Betroff  der  ausgeschnittenen  Hyperbeln  noch  darin,  dass  bda 
geteilten  dio  Zweige  der  Hyperbeln  sich  von  ihrer  reellen  Axe  mit 
wachsendem  Abstände  von  der  singalftren  Kante  entfernen,  wftlmd 
sie  umgekehrt  beim  einfachen  sich  mit  wachsendem  Abstände  m 
der  singulftren  Kante  ihrer  reellen  Axe  nAhem. 


hält: 


(67) 
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Der  eiofacho  gerade  hyperbolische  Cono-Canens  stimmt  wieder 
darin  mit  dem  geteilten  ttberein,  dass  auch  bei  ihm  die  Brennpnnkte 
der  ausgeschnittenen  Hyperbeln  auf  einer  Hyperbel  liegen,  deren 
GleiehnDg  ist: 


Der  Mittelpunkt  dieser  Hyperbel  ist  deomach  der  Coordinatenanfang, 

ihre  reelle  Axe  2a  liegt  in  der  X-Axe,  ihre  imaginäre  2  ~   in  der 

Z'Äxc. 

BcrUcksicbtigcu  wir  hierbei  die  GlcichuDg  (39),  so  resulürt  der 
8st2:  Schneiden  sich  die  beiden  geraden  byperboliscben  Cono-Cnnei, 
deren  siognläre  Kanten  in  einer  Ebene  liegen  and  auf  einander  senk- 
recht stehen,  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  so  liegen  die  Brenn- 
punkte der  dnrch  Ebenen  parallel  dieser  Dnrchschnittsllnie  ans  ihnen 
aasgeschnittenen  Hyperbeln  auf  einer  und  derselben  Hyperbel. 

Die  A8yiiii»ioteu  einer  durch  eine  Ebene  parallel  der  A'i -Ebene 
aus  dorn  cinfiulion  geraden  hyperbolischen  Cooo-Cuücus  (07)  ausge- 
schnittenen U>perpcl  genügen  der  Gleichung: 

'  az 

Die  Asyinittoteu  alier  dieser  ausgeschnitteuen  Hyperbeln  liegen  dem- 
nach auf  den  beiden  hyperbolischen  Paraboloiden: 

(69,  («,.-*«.-0 

Tertnnschen  wir  in  diesen  Gleichnngen  y  mit  so  gehen  dieselben 
aber  in: 


(70)  { 


axM  —  he  ff  —  0 

xz-\-bcy  0 


Das  sind  aber  die  Flachen,  auf  denen  die  Asymptoten  der  Hyperbeln 
des  einüftcfaen  geraden  hyperbolischen  Cono-Cunens  (67)  liegen,  wenn 

man  denselben  um  die  /^-Axe  um  ^  dreht. 

Hit  BtrikksichtigUDg  der  Gleichungen  (40)  resuitirt  lialicr  der 
Satz:  Sehnoideu  sich  die  beiden  geraden  hyperbolischen  Cüuo-Cuiiei, 
deren  singulare  Kanton  iu  einer  Ebene  liegen  und  anf  einander  senk- 
recht stehen,  iu  einer  gleichseitigen  Hyperbel',  und  dreht  man  den 

einen  um  die  ^'-Axe  nm  ^,  so  liegen  die  Asymptoten  der  ans  beiden 
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Flftehen  durch  Ebenen  parallel  ihrer  DarchMhnittoliiiie  ansgescbaitte* 
neu  Hyperbeln  anf  denselben  beiden  bjrperbolischon  Paraboloidea. 

Da  diese  Paraboluicit ,  \wl  l-eiin  geteilten  geradon  hyperbölisohen 
Cono-Cuneus  uacbgewieaeu  worden  ist,  zugleich  die  eiuhulieude  Flache 
der  Schaar  von  Cono-Cuneis  bilden,  welche  durch  ihre  Gloichaüg 
dargestellt  wird,  weuu  der  Parameter  der  aus  einer  solchen  Fläche 
ausgeschnittenen  gleichseitigen  Hyperbel  variabel  ist,  ao  kann  um 
diesen  Satz  auch  so  deaten: 

Schneiden  sieb  die  beiden  geraden  byperbolSscben  Cono-Guei» 
deren  singnlftre  Kanten  in  einer  Ebene  liegen  nnd  anf  einander  seak- 
recbt  stehen,  in  eioer  gleichseitigen  Hypcrbd  mit  dem  halben  Piia- 
meter  a,  so  bestehen  die  elnbttllenden  Flftchen  der  beiden  Flidito- 
schaaren,  welche  dnrch  die  Gleichungen  der  beiden  Cono-Cunei  dur- 
gestellt werden,  wenn  a  yariabel  ist,  nnd  der  eine  um  die  ^Axe  la 

2  gedreht  wird,  ans  denselben  beideu  hyperbolischen  ParaboloideB. 


§  20. 

Als  Gleichung  der  Tange  u  t  i  a  1  r  h  e  n  c  im  Punkte  xyr  des  ein- 
fachen geraden  hyperbolischen  Cono-(  uucus  (67)  eiglebt  sich,  wesa 
^,  1},  £  die  laufenden  Goordinaten  siuU: 

Von  derselben  gelten  analoge  Beziehnngea  wie  von  dmjenigen  dei 
geteilten  hyperbolischen  Cono-Cunens.  Die  Berühmngspunkte  de^ 
jenigen  Tangentialbenen,  welche  die  vorgelegte  Fläche  (67)  längs  einer 
ganzen  Erzeagenden  berühren,  liegen  anf  den  DarchschnittslinieD  der 
X^'Eheue  mit  der  Fläche.  In  den  Punkten  der  singnlären  Kante  giebt 
es  ebenfalls  je  zwei  Tangentialebenen,  welche  durch  die  singuUrc 
Kante  gehen  und  mit  der  yz>£bene  entgegengesetzt  gleiche  Winkel 
bilden. 

lictrachten  wir  jetzt  das  Volumen  r  zwischen  den  Ebeoen 
y  =  0,  ?/  =«■  j/oi  «  "  «Ol  «  und  dem  zugehörigen  Teile  des  ein- 
fachen i^i  radcu  hyperbolischen  Cooo-Cuueus  (67),  so  erhält  nuiu  fiBr 

dasselbe : 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (67)  lässt  sich  diese  Gleichnog 
auch  80  schreiben: 
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03)    V'-i^^P^H+l^lg^—^  ) 

Ferner  folgt  aas  der  Oleichang  (50),  wena  maa  daria:  V^Q^-^a* 

(lurcli  —  ersetzt: 

Yertansclieo  wir  in  (73)  «  mit  y,  d.  h.  drebea  wir  den  einfachen 

geradeu  byperboliscbco  Cono-Coaeas  (67)  um  die  Z-Axc  um  ^  >  so 
gebt  diese  Gleicbung  über  ia: 

(73.)       V  -  1«  {  ) 

Setien  wir  hieria  a       so  resaltirt: 

Daraiia  fliesst  der  Satz:  Sehaeidea  sich  die  beiden  geraden  hyper- 
bolischen Coao*Caaei,  deren  singoläre  Kanten  ia  eiaer  Ebeae  Hegea 
oad  auf  einander  senkrecht  stehen ,  In  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 

7t 

und  drebt  man  den  einen  um  die  Z-Axq  om  2  »  so  ist  die  Summe 

der  an  denselben  Coordinaten  a^»  yo»  "o  gehOrendea  Yolamina  der 
beiden  FIftchen  gleich  dem  halbeo  Volnmen  eines  rechtwinkligen 
Parallelepipedons  mit  dea  Kanten  1^ 
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1. 

MehrÜMh  eolUsMire  IHreleek«  M  KegelselmltiCB« 

Für  zwei  collinciirc  Dreiecke  gicbt  es  bi-kauntlich  stets  eiiieü 
Kegelschnitt,  in  Bczuf?  auf  welclieu  die  beiden  Dreiecke  polarreciprok 
sind.    Wenn  nun   die  Dreiecke  r-fach  coUinear    (r  =  2.  3,  4.  6 
sind*),  so  giebt  es  r  solche  Kegelschnitte.   Die  BeziebuDgCU  dieser 
Kegeisctiaitte  auter  eiuaader  woUeu  wir  erörtern. 

Es  seien  die  Dreiecke  abe  nnd  123  in  (a^  ^a^ColUneBliOB. 
Bei  pAMend  gewähltem  CoordinatenBjrstem  sind  dann: 

ca  :  y      0  31  :  z-j-fiy-f"*  —  0 

<Aiu^O  12  : -(-»*  — 0 

und  der  Kegelschnitt,  in  Bezug  auf  wclcbeu  die  Polarredprodtit 
statt  hat: 

X ebmen  wir  nun  nach  einander  die  FflUe  der  mehifteben  CoUi- 
aeatloa  in  Betracht 

1.  Die  Dreiecke  sind  auch  in  (oj  Ä3C5)-Collineation,  wenn  » 
ist.  Der  zu  dieser  Colliueatiou  gehörige  Kogcischuitt  ist: 


*)  Mehrfache  Colliaeation  ron  zwei  Dreiecken.   Gruner'tt  Arcbiv  TS« 

Sdts  lOS. 
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abo  Ir  —  ik|  «)*,  woraus  folgt,  dass  dio  beiden  Kegel- 

schnitte  eich  doppelt  berflbren,  mit  oi  als  Berührungssehne. 

Sehen  wir  nach,  ob  diese  Beziebang,  die  sich  als  notwendig  ber« 
Bosstellte,  auch  lunreichend  ist? 

Ks  seien  k  und  in  doppelter  Derühruug.  Bei  passend  ge- 
wähltem Coordinatcnsystcm  seicu  ihre  Gleichungen: 


k  gehöre  zur  {oih^c^-^     zur  (ai6sCs)-CoUinoation. 
Dann  wird 

ö^:    bl+^s?+^t(**  ^  (Polare  von  2  bis  k) 
^ :    ^sC+^s^+^st  —  0  (Polare  von  2  bei 

Nun  ist  aber  3  einerseits  der  Pol  von  bei  k{l^^  (^), 
andererseits  der  Pol  von  oc  bei  ^1(7,       ^i)}  also  mnss 


sein.  (I  B>  1  wflrde     mit  h  identisch  machen). 

Die  Bedingungen  sind  also: 

a)  h  nnd  Ar,  sollen  sich  doppelt  berflbren ; 

b)  die  Summe  der  beiden  Factoren  (/),  wodurch  k-\'lk^  sich  in 
lineare  Factoren  zerlegt,  muss  =  0  sein. 

Dann  kann  man  den  Punkt  2  gans  beliebig,  den  Pnnict  1  auf 
der  Bertkhrungssehne  annehmen,  dann  erst  bestimmt  sieb  3  eindeotig 
so,  dsss  123  in  Bezug  anf  k  und  dasselbe  Breieck  zum  polar- 
redproken  besitzt 

2.  Die  Dreiecke  sind  vierfach  collinear,  wenn  A       »  y  ist 

}e=h^kff+l^2ff)^3lx^%e^=0  gehört  zur  (niVsVCollection 

k,=kx^+y^+z^+ny'+2zx^2xy=:Q       „       „      (a,Vt)  m 
also 

Aick.  d.  Math.  b.  Fbfi.  2.  Jt«ili«.  leU  U.  St 


i»  — 1    folglich    /  — —  1 
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k^k^={l  y)*  iti=(i-lj(a:-ir)(»-i-ir— 2») 

woraus  man  ganz  deotiich  die  gegenseitige^Lage  der  Tier  EegebehiDlte 
sieht.  Wcnu  man  noch  beachtet,  dass  die  Taogente  aa  Q  tob 
gemeiaachaaUchen  Punkte  (1,  1,  1)  der  BerQhraogssehnen  von  k  nd 
h  nnd  kff  k  und  sind: 

(et  eine  complexe  dritte  £inheit8wiiRBl)  kann  man  die  Ergebnine  lo 
aussprechen: 

Die  binäre  kubische  Form,  die  0  pcsctzt  die  drei  Berührung?- 
sehnen  (y  —  z  0,  2— a?  —  0,  x  -  fj  ^  o)  darstellt,  hat  die  erzea- 
geuden  gemeinschaftlichen  Sehnen  von  L-^,  k^  (_  2r-f  y-f  r  =  0. 
a^— %  +  «  0,  x-\-y—2z  =  0)  zur  kubischen  Covariante,  und  liie 
Taugenten  zur  Hesse'schon  Covariante. 

Wenn  man  aber  diese  Tangenten  und  die  zugehörige  Berühraogs- 
sebne  zu  Cooidinateaaxen  wfthit,  werden  die  Gleichangen  einfacher: 

*=|«+2i;t-0  oder  6*+2i?{:  =  0 

k^  =        2t?^+(«2^ -  a^)^  =  0  =  1= _{_  ß,^2 _^ „JJ«  «  0 

k^  =  ^*+2nt+{»n  -  «^Ö*  -  0  As  =  ^*+aV+«i'  -  ö 

die  Gleichungen  erscheinen  in  reeller  Form ,  wenn  man  statt  f,  ^ 
reap.  mit         und  —  i|+i;»ßroportionaie  Grössen  einfttbrt 

Der  Pankt  1  kann  auf  der  Geraden  —  ^  »  0  bdiebig  geviUt 
werden,  dadurch  aber  bestimmt  sich  133  eindeutig  so ,  dass  die  n- 
gehörigen  polarreciproken  Dreiecke  identisdi  werden. 

3.  Die  Dreiecke  sind  in  (a,^«,)  (tHh^i)  -9  i<Hh^>-^^ 
neationen,  wenn  i^v 1  ist 

A^sAj-»4-/iy«+rz«+2y2+2sx+2xy— 0  gehört  ZU  (ojV^-CoUiDestioB 

Diese  Kegelschnittte  berfihren  sich  im  Allgemeinen  mcbt.  Be- 
ziehen wir  die  beiden  ersten  auf  ihr  gemeioschaftiicbes  PoMmeck 
Ihre  Gleichangen  seien: 
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Die  Coordinaten  von  1.  seien  Dana  sind: 

ü :    Ii  1  +  i?i »?  +  r,  t  =-  0  (Polare  von  1  bei  k^) 

«*!    ^il+»*M+^i^  =  0         (Polare  von  1  bei  k^) 

Die  Coordinaten  von  3:       wiy,,  «{;  (Pol  von  ah  bei  A:,) 

ä       n  t 

Die  Coordinaten  Ton  2:  *   -  (Pol  von  bc  bei  Jb.) 

Nnn  aber  wird  oc  einerseits: 

^^fji -i-  »*-t/i  ij+»^^ig  =  0  (als  die  Polare  von  3  bei  it:^ 
andererseits: 

T"^-^!'  V-^'t^O  (als  die  Polare  von  3  beiitj) 

If  In  Ii  * 

es  mnss  also  sein 

=-  •»*  «  n'  («=  1,  wie  wir  annehmen) 
Zwei  wesentlich  verschiedene  FäUe  sind  in  nnterscheiden: 

a)  ^  —  m  =       n— <(, 

dann  sind 

diese  können  aber  nicht  in  reelle  Form  übergeführt  werileu. 

b)  /     1,  m     «e,  tt  a 

dann  sind 

Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  kubische  Glcichuog,  dei  (  n  Wur- 
zeln »»,  n  sind,  eine  reine  GlcicLuug  wird.*  Dies  bodiugt  das 
gleichseitige  Verschwin  l  u  der  beiden  wohl  bekannten  simultanen 
Invarianten,  die  bei  Salmou  mit  0  und  t^'  bezeichnet  werden. 

Zu  den  obigen  drei  Kegelschnitten  kann  ein  vierter  auf  dreierlei 
An  so  bestinunt  werden,  dass  das  System  der  vier  Kegelschnitte 
vier&ch  polarrecipfoko  Dreiecke  zolfisst    Diese  Kegelschnitte  sind: 
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JISiiMilm. 


Die  sechs  Kegelschnitte  endlich  bildca  ein  System,  iu  iiezog  asf 
welches  die  Dreiecke  123  uud  aöe: 

23:     «f-fi?-ff  =  0         Ä^:        -f  ij  +  f  -  0 

sechsfach  polorreciprok  sind. 

Unter  den  6  Kegelschnitten  giebt  es  höchstens  ?ier  reelle,  die  \ 
beiden  Dreiecke  sind  immer  imaginär. 

iüaosenbarg  (Ungarn)  ldä4  Februar.  | 

J.  V41yi.  I 


2. 

I 

I 

Ueber  drei  geemelrisehe  KreiaSrter. 

Bei  der  Coustruction  von  Dreiecken  aus  gegebenen  Stücken 
si)ielt  die  Lehre  von  den  ^Lumctrischen  Ocrtcru  eine  wichtige  Rolle. 
Wenn  ich  im  folgenden  auf  drei  solche  Oerter  die  Aufmerksamkeit 
lenke,  so  bin  ich  weit  eutkint  zu  behaupten,  dass  dieselben  nicht 
schon  anderweitig  bekannt  seien;  indessen  liabe  ich  sie  in  keineni  | 
der  bekannteren  Werke  über  elementare  Geometrie  augctjoffen.  Auch  i 
dfirfte  die  analytische  Ableitung  derselben,  wenigstens  meines  Wissens,  I 
mir  eigentümlich  sein.    Ich  gehe  uuu  au  die  Formulining  der  Aof»  , 
gäbe: 

..Wenn  bei  consUuitcr  Basis  und  coustautcm  Radius  des  am- 
schriebenen  Kreises  eines  Dreieckes  der  Scheitel  des  Dreieckes  sich 
längs  der  Peripherie  des  Kreises  bewegt,  so  ist  die  Frage  nach  den 
geometrischen  Oertem,  welche  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes,  der 
Durchschnittspunkt  seiner  Höhen  und  der  Mittelpunkt  des  dem  Dm- 
ecke  eingeschriebenen  Kreises  beschreiben/^ 

Das  System  rechtwinkliger  Coordinaten  werde  für  alle  drei  Fill« 
so  gelegt,  dass  die  Ä-Axo  mit  der  Basis  des  Dreieckes  zussnunsft* 
föUt,  während  die  F-Aze  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Krrisei 
enthält  Der  Punkt  Ä  der  Basis  habe  die  Coordinaten  {—p,  0),  der 
Punkt  B  {-{-p,  0).  Der  Scheitel  des  Dreieckes  besitze  die  varisUes 
Coordinaten  ix^,  y^);  endlich  sei  die  Gleichnng  des  Kreises: 
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p  ond  q  dad  aa  dio  Bedinping  gebttoden: 

Nimmt  man  für  die  Coordinaton  des  Schwerpunktes  S  |  aud  j?, 
80  ist  bekauuUicii 

^"3    •  3 

Da  BUH  nud  jti  einem  Pnnkte  des  Erdses  angehöien,  also 
die  Gleiehting  (1)  idenÜBch  erfiUlen  mfisKii,  bo  ergibt  aich  iftr  den 
geometrischen  Ort  als  Gleidratig 


ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  anf  der  Ordinatenaxe  in  der  Entfer- 
nung I  sich  befindet,  und  dessen  liadius  gleich  dem  driltou  Teile 
des  Badins  des  nmschriebenen  Kreises  ist 

Es  sei  //  der  Schnittpunkt  der  Ilrthon  ,  seine  Coordioaten  ^  und 
1};  übrigens  sei  alles  wie  zuvor;  l'ür  l  und  i;  findet  sicii: 

Ifi        .  Vi 

Ans  der  Gleichnng  (1)  aber  folgt: 

mithm 

71  =  yi  —  2q 

ond  daher  also  Gleichnng  des  geometrischen  Ortes: 

d.  L  ein  Krös,  der  mit  dem  omschriebenen  gleichen  Radios  hat,  nnd 
dessen  Mittelpunkt  auf  der  Ordinatenaxe  in  der  Entfernung  —q  liegt. 

Etwas  schwieriger  gestaltet  sich  der  Beweis  für  den  dritten  Fall 
den  geometrischen  Ort  dos  Mittelpuuktes  des  eingeschriebenen  Kreises 
betreffend,  da  das  Auftreten  von  Wurzeigrössen  weitläufige  Ecch- 
nungen  notwendig  macht.  Indessen  ist  es  mir  gelungen  durch  einige 
einfache  geometrische  Betrachtungen  die  Auflösung,  wie  ich  glaube, 
möglichst  einfach  zu  gestalten. 


S2ß  Mte^ut. 

Ans  der  bokanntoo.  (jleksbaiig  für  die  Grosso  des  Radius  des 
dnem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  folgt  for  ow  —  ^  der  Wert 




Schafft  man  die  Wurzolzoicbon  weg,  und  drückt  mit  Hilfe  der  Glci- 
cbuog  (1)  alle  mi  durch  aas,  so  resoltirt  folgende  fiediogniigs- 
gleichnng: 

Andrerseits  muss  der  Pankt  u>  aus  leicht  einzüschendcn  Grüudcu  immer 
aui  der  Güraduu  CO'  liegen^  deren  Giciüiiuu^'  lautet : 

Eliminirt  man  mit  Hilfe  von  (1)  aus  die  Grösse  xj,  setzt 
ferner  x  =  |  und  ^  "  i}  aas  der  Gieiuhuug  (a),  so  wird 

nach  gehöriger  Kednction  folgt  hierans 


Ersetzt  man  hierin  den  Wert  durch  17  gemäss  («),  so  findet  ach 
als  Gleichnng  des  geometrischen  Ortes: 

d.  i  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  anf  dem  unteren  Durchschnitt  des 
umschriebenen  Kreises  mit  der  Ordinatenaxo  liegt  (0'),  und  doBsea 
Badius  gleich  ist  AO\ 

Der  Beweis  für  dcu  lotztorcn  Ort  lüsst  sich  auch  unschwer  syn- 
thctiscli  lühreu.  Bezeichnet  man  niimlicb  die  Dreicckswinkel  in  ge- 
wohnter Weise  mit  «,  /3,     so  ist 

VAO'  -  I 

Nennt  man  einen  Basiswinkel  des  gleichschenkligen  Dreieckes 
AM'     so  ist  wegen 
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ß 


2 


aod  daher 


WkL  mAV 


2  ""2 


w.  z.  w. 


Es  wttrde  mich  zn  weit  fahren  alle  Fälle  anzuführen,  in  denen 
vorstehende  Oerter  sehr  einfiache  und  elegante  Drcieckscoustmctionen 
erlauben;  es  geoQge  nor  för  den  letzten  Fall  drei  Aufgaben  dieser 
Art  anzoftliren: 

Von  einem  Dreiecke  seien  die  Radien  des  um-  und  eiugeschrie- 
boncn  Kreises  und  die  Bads  oder  ihr  Gegenwinkel  gegeben;  oder: 
Ton  einem  Breiecke  sei  <üe  Basis,  die  Summe  der  Scheitelseitcn  und 
der  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  gegeben.  In  diesen  FäUen 
erlaubt  der  letzte  geometiische  Ort  eine  weit  ein&chere  Coustruction 
als  dies  mit  Hilfe  der  Beöhnung  und  nacbheriger  Coustruction  der 
berechneten  Formel  geschehen  kann. 


Ueber  die  ToUkommenen  Zahlen,  Insbesondere  über  die  bis  Jetzt 
zweifelhaften  Fälle  2*o.(2*»  — 1),  2*«(2^^-l)  und  2*«.(2*3— i). 

In  einem  Aufsatze  vou  Kiaü!  über  die  uumeri  pcrfccti  (Comm. 
f*etrop.  T.  VII.  p.  7—11.)  gicbt  dieser  im  Ganzen  zehn  solcher  Zahlen 
an,  alb  die  cinzigcü  bekannteu.  Die  vollkommenen  Zalileu  (uiiiiicri 
porfecti)  sind  bik.iniitiicli  bolche.  für  v.ck-he  die  Teilcrsumme  der 
Zahl  gleich  dieser  ZcUil  selbst  ist.  Die  eiutachsto  Uicaer  /ulikui  ist 
♦^-=14-241;;  die  allgemeine  Formel  ist  2«(2''+' —  1)  —  A'  und 
zwar  mit  der  Bedingung,  dass  der  zweite  Factor  eine  Primzahl  ist 
Lliidct  iium  iKimlich  unter  dieser  Voraussetzung  die  Divisoreusummo 
von  2".(2»+'— 11,  so  erhält  man  für  diese  (2»+'  — 1). 2"+ ^  mithin 
das  Doppelte  von  ]S.  Zieht  man  von  der  Divisoronsumme  N  selbst 
ab,  um  die  Summe  der  aliquoten  Teiler  zu  erhalten,  so  ist  letztere 
dcomach  gleich  N. 


Die  von  Krafft  aufgeführten  zehn  nnraeri  porfecti  sind  nun 
2.(22  —  1),  2=^(2'^-  1),  2n2-'^  — 1),  2«(2'  — 1),  2'=(2i^— 1),  2i«(2"— D» 
2i«(2"— 1),  230(2^—1),  2*0(24i_i)  j^tA  2*«(2*'— 1). 


Karl  Zolbr, 
Assistent  der  k.  k.  Sternwarte  2n  Wien. 
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Für  die  Zahlen  2*— 1  bis  2^->l  ist  ihre  Eigenschaft  alsFri» 
zahlen  sofort  za  constatiren;  2'^— 1  »  2147483647  hat  L.  Enler 
als  Primzahl  erwiesen,  und  ich  fand  dies  dadorch  bestätigt,  dass  ftr 
die  vier  zusammengehörigen  Formenclassen  (1,0, 13398);  (22,0,609); 
(58,  0,  231);  42,  0,  319)  nur  eine  einzige  quadratische  DarstelluDg 
möglich  ist,  nämlich  22. 7001- -f  609 . 1325^.  Kulvr  selbst  hat  dei 
Nachweis  dadurch  geliefert,  dass  er  die  Zahl  durch  >ammtlichc  Prim- 
zahlen von  den  einzig  möglichen  Formen  248^4-1  nnd  2482-f63 
bis  zu  der  Quadratwurzel  hin  dividirte,  ohne  dass  irgend  einmal  der 
Divisor  aufging. 

In  Betreff  der  Zahlen  2*^—1  und  2*'  — 1  bemerkt  Krafft,  dasi 
Euler  in  einer  gelegentlichen  Bemerkung  diese  für  Primzahlen  eiUlrt 
habe.  Ich  fand  mich  nun  bewogen,  nachdem  ich  schon  vorher 
2«*— 1  ==  223.616318177  und  2^3  —  1  =  431.20408668497  gefunden 
hatte^),  auch  jene  beiden  einer  Prüfung  zu  unterwerfen.  Es  sei  mir 
gestattet,  das  hierbei  beobachtete  Verfahren  fttr  dne  der  beides, 
etwa  2*^ — 1  kurz  anzugeben. 

Durch  Ausziehuügder  Quadratwurzel  ans  2'"  —1^  140737488355327 
findet  man  2*^  — l  =»  11 863 2832+4 617  238,1». 

Da  nnn  jeder  Prim-Divisor  von  2**— 1,  wenn  it  eine  PrionU 
iat,  die  Form  2tM-|-l  haben  rnnss,  also  fflr  2^^~1  die  Form 
mit  anderen  Worten,  da  jeder  Divisor  =  1(47)  ist,  so  mnss  aiuh 
— 47  quadratischer  Rest  jedes  Divisors  sein.  Es  kam  also  dinif 
an,  ans  obiger  quadratischen  Darstellung,  deren  DetermiBUte 
—4817238  ist,  eine  andere  zu  gewinnen,  deren  Determinante  des 
Faetor  47  enthielt  Setzt  mau  zu  dem  Ende  (11863283—«)'  stitt 
11863283^,  so  hat  man  als  Ausgleich  zu  dem  zweiten  Glieds 
2.11863283a— a>  zu  addiren.  Fttr  «»12  wird  dann  der  am 
Wert  des  zweiten  Gliedes  s  0(47)  und  die  weiteren  Werte  fiir 
unter  welchen  diese  Congmenz  fortbesteht,  smd  durch  die  Fom 
47ff+2  bestimmt  So  findet  man  unter  anderen 

2«  — 1  =  11863081^+2.3.43.47(629*) 

Behalt  man  jetzt  lOr  die  Determinante  die  Factoren  3.43.47  bei,  m 
mnss  von  da  an  für  tt  die  Form  60630+1643  gebraucht  weiden, 
damit  das  zwdte  Glieds 0(3.43.47)  bleibt  Es  eigiebt  sich  diss 
ferner  als  Darstellnng 

2^7  —  1  11843249^+2.3.43.47.17.37.73.853. 


1)  Zur  Zeit  war  mir  unbckauot,  diiüs  Kiatli  in  dctn  ciürten  AuIiaUe  diMC 
beidtn  ZerleguQgca  schon  angiebt. 
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Anf  diese  beiden  Därstelliuigen  soll  sich  die  Uutersnchung  im 
weiteren  Verlaufo  gründen.  Das  zweite  Glied  oder  genauer  gesprochen, 
der  Coefficicnt  der  zweiten  Glieder  ist  unter  Hiuzunahme  des  Vor- 
aeichens  (— )  in  beiden  Fällen  nichts  anderes,  als  die  Determinante. 
ErwÄgt  man  noch,  dass  2*^—1  mit  2  multiplicirt  sich  schreiben 
lüsst  (2=^*)'^— 2.1-,  dass  also  —2  für  sämmtliclie  Divisoren  Rest  sein 
muss,  so  können  diese  nur  den  Formen  Sw-f-l  oder  i  augchoren. 
Sei  also  ^=2^^— 1,  und  F  ein  Factor  von  iV,  so  folgt  aus  der 

ersten  Dasstellung,  dass  ^^j  and  zugleich +  ^  1 
ist,  da  JA^^j  fltets  =4*^ 

Aas  der  zweiten  Barstellnng  eigiebt  sich  dann  femer,  dass  fBr 

(^}  (^i)'  (73)  {£} 

die  Anzahl  der  Kiehtreste  eine  gerade  sein  muss.  Die  Anzahl  der 
möglichen  PrimdiTlsoren  ist  flonut  wesentlich  verringert,  und  man 
findet,  wtan  man  fOr  die  znrOckbleibende  die  Division  ansfahrt, 
JVs=  2351.5986*^819377.  In  ftbnlicher  Weise  findet  man 

2199023255551  =  13767.164511353. 

Endlich  untersuchte  ich  noch  2-'^  —  1  und  fand  dies  gleich 

.  9007199254740991  =  69431.129728784761. 

Beüfttifig  sei  erwähnt,  dass  in  allen  diesen  Zerlegnngen  der  zweite 
Factor,  sowol  wie  der  erste  Primzahlen  sind. 

Als  Resultat  der  Untersuchungen  ergiebt  sich  demnach,  da&s  die 
aaieinamlerfolgenden  Zahlen  237  —  1,  2"— 1,  2»^  — 1.  2^''  —  l,  2^3  —  1 
kciue  rrini/ahleu  sind  und  dass  also  die  vullkuiiiiueucn  Zahlen  bis 
jetzt  aul'  die  bekannten  acht  beschrankt  bleiben  müssen,  uamhch 

2(2»— 1),  2«(2»— 1),  2*(2»-l),  2«(2'— 1),  2"(2"-l),  2"(2"— 1), 

2»»(2»«>— 1),  2*»(2»— 1). 

Seelhoffl 


4. 

Zur  Analyse  sehr  grosser  Zahlen. 

In  dem  Folgenden  möchte  ich  vozlftnfig  nnr  kurz  eine  Methode 
angeben,  welche  die  Schwierigkeiten  der  Analyse  sehr  grosser  Zahlen 
wenigstens  bedeutend  vermludert  Ich  habe  hierbei  Zahlen  im  Auge, 
welche  Aber  1000  Million  hinausgehen;  denn  bis  zn  dieser  Grenze 
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und  in  manchen  Fällen  meh  nodi  darüber  hioaiiB  verdifliieii  die 
mir  der  Mehrzahl  nach  erst  gefandenen  ecalCO  Determinanteii,  weld» 
sämtlich  für  die  enteprecbenden  Zahlengattungen  nur  DarfteUnoB» 
in  der  Form  (m,  a,  n)  znUssen,  bei  weitem  der  Tonrag. 

Die  Methode  besteht  wcsontHch  dariu,  eiüe  Anzahl  voü  einfachst 
möglichen  Detcrmiuauteü  auf  Iciclite  Weise  zu  gewinnen,  vcrmugu 
driL'u  sich  die  in  Frage  kominendeu  Priindivisoren  je  auf  die  Hälfte 
rcduoirc'u  lassüu,  so  dass  also  beispielsweise  sich  deren  Auzalil  ki 
lU  Detenninanten  bis  auf  den  1024ten  Teil  veriniudiTt.  ich  leg« 
zn  ihrer  Ausi  inanderseuuug  eine  bestimmte  Zahl  zu  Grunde,  um  mich 
kurz  lassen  zu  künneuj  es  sei  dies 

iV-  2«+l  =  18 -446 744*073 709  551 617. 
Seist  man 

»  (4 294 967 296  —  a)^ + (8 509 934592 —a)a+l 

und  nennt  das  erste  Glied  rechts  A,  die  beiden  anderen  zusamraen- 
genommeu  ß,  die  beiden  Teile  und  ,  so  handelt  es  sich  di:iim, 
Ii  als  ein  Produot  m,n...b^  darzustellen,  wobei  dann,  jenachdem  B 
positiv  oder  negativ  ist ,  die  gosuchte  Deteriniuaute  ~  mn . . .  wird 
Die  Primzahlen  m,  n...  uud  ebenso  die  Functionen  von  kuimcn 

nur  solche  sein,  fOr  welche  n.  8.  w.  = +1  ist  bi 

unserem  lalle  lat  Jies  zunächst  13.  Man  iiat  aber  =5(13). 
Setzt  man  daher  (5  — a)a^-  i(13),  datnit  dai  ganze  B  durch  13 
teilbar  wird,  oder  auch  statt  die  eonuiueate  Zahl  —  so  i;t  die 
Congruenz  o--|-8«  =  1  (13)  /u  luaeu.  Ks  sei  zu  dicbeia  Z'.\tcke 
tt  ==»  —  i  +  s,  so  ergiebt  sich  —  4  =  0(13)  und  z  ^  ±2.  also 
o  =  —  4  ±  -  oder  ^  13«-j-7  oder  11.  Ferner  hat  man  B^  =  iü  (13*). 
Setzt  mau  wieder  (57  —  «) «  —  1  (13-)  oder  a" -f  lli'a  es  1  (13*) 
und  «  =  —  oO-j-5,  so  findet  niua  .'  —  95  =  0(13^)  und  5  — x^'t 
abo  56x67  =  13-u  +  ll  oder  46. 

Für  a  —  13m+7  oder  11  oder  für  a  =  13*u-f  11  oder  46  «iri 
also  B  stets  den  Factor  13,  resp.  13'  haben.  Bestiramt  man  da 
Wort  von  a  iu  gleicher  Woiso  ftkr  die  abrigen  hierher  gehOnga 
Primzablou  bis  ICIO  oder  200,  so  lassen  sich  leicht  Combiiiatieaei 
finden,  am  gleichzeitig  eine  Anzahl  von  bestimmten  Factoreo  respi 
von  deren  Quadraten  in  B  einzoftthren,  ao  dass  die  neuen,  sudi  noÄ 
ergebenden  Factoren  nicht  zu  gross  werden.  Diese  selbst  kann  bsb 
dann,  da  sich  die  Wonseln  der  betreffenden  Coagraens  sofort  etgebsn» 
selbst  mit  in  die  Beihe  der  ttbrigen  aufnehmen.  Jenachdem  man  an 
den  Wert  Air  «  positiv  oder  negativ  gewählt  bat,  wird  die  Dsta^ 
minante  negativ  resp.  positiv. 
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Da  diejenigen  Factoron  m  ansgesdiloBseii  waren,  fOr  welche 


^- J  =  —  1  ist,  so  setze  mau  ferner 

JV=s  2  «  2(3037 000499 -^a)>4'2(6074000998—«)tt 

+  1185705B616 

and  nenne  wieder  die  Teile  rechts  A  and     resp.      and  B^, 


Jetzt  treten  die  Primzahlen  m  ein,  fOr  welche  ( —  )  s=  -|- 1  ist. 


Die  erste  ist  3.  Man  hat  B,=  1(3)  and  Bi<=0{S),  also  ist  die 
Congraenz  2  (a^ -f- 2a)  =  0  (3)  eder  a>+2a^0(3)  za  lösen.  Zu 
dem  Eode  sei  «  =  —  1  +  tlaon  ist  a  —  d:  1,  woraas  ä  3u  -f  0 
oder  1  folgt  Ferner  B^~l  (3-)  und  JJ,  =  6  (3*),  mithiu  2  (a^  -f-  2«) 
56(3')  oder  a>+2i«53(3').  Man erliUt«==3*u+l oder6 a.8.w. 

Aehnlicb  kann  man  noch  fOr 

i^r  —  3  (24  797  000 524 — «)2  -I-  3  (4 959  401 048  -  «)«  4-  7  531 927  889 

a.  8.  w.  vorfahren,  wobei  jedesmal  eine  Anzahl  der  früheren  Prim* 
zahlen  aastritt,  um  (lurcb  andere  ersetzt  zu  werd(  Es  ist  wol  kaum 
DOUg,  za  bemerken,  dass  die  rechte  Seite  der  jedehuiaiigeu  Congraenz 
so  umza  formen  ist,  dass  sie  sich  zunächst  durch  den  gewählten 
Factor  a  in  a.A  teilen  lässt 

Auf  diese  Weise  erhielt  ich  för  die  Torliegende  Zahl  unter  anderen 
folgoude  Determinanten,  deren  Vorzeichen  weggelassen  ist,  weil  die 
Zahl  von  der  Form  4n  -|-  i  ist 


3.11.67.157.673 

3.13.31.599.1069 

13.17.29.317.421 

3.5.13.97.563.757 

13.191.2777 

41.97.1597 

3.5.397.2113 

3.7,19.421.3041 

13.163.193.1091  u.  s.  W. 


Aus  dem  Canon  ariilmioticus  von  C.  G.  J.  Jacobi  kann  man  ohne 
Weiteres  für  die  rriuuahli  u  bis  UXX)  (iic  quadratischen  Keste  ent- 
nehmen und  benutzt  man  die  Deteriniiumten  mit  grösseren  Kaetoren 
erst  gegen  Ende  hin,  so  machen  auch  diese  keine  besonderen 
Schwierigkeiteu. 
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Dies  ist  in  kurzen  Umrissen  die  Methode,  am  die  Determinanten 
za  finden;  wie  dieselbe  benutzt  wird,  um  die  nicht  geeigneten  Frin» 
zahlen  anKsoflchUeflsen,  kann  als  bekannt  vonuiqgeeetzt  werden. 

Was  nun  den  speciell  vorliegenden  Fall  anderweit  An  trifft,  5o 
hatte  ich  schon  früher  festi.'e«tellt ,  dass  2''^-\~i  keine  Primzahl  ist 
uud  ich  vernmtetü  ferner  auf  Grund  einiger  Untersuchungen,  dass 
einer  der  Factoren  nicht  allzu  horh  sein  würde.  Meiuo  Prüfung  er- 
streckte sieh  daher  mit  Hülfe  obiger  Determinanten  nnf  die  Zahieo 
bis  Ii  ►NI  M  H),  und  ich  blieb  zuletzt  hei  den  Zahlen  211  i^Oy,  267649 
und  274177  stehen,  deren  letzte  ein  Divisor  von  1  ist.  Man 
hat  nämlich,  wie  bereits  von  M.  Landiy  (Mondes  2.  serie  LH.)  ge- 
funden: 

18446744078  709&51617  =  274177.87280431810781 

Bis  jetzt  keuQt  mau  vou  den  Zahlen  2-" -j- 1  vier  als  zusamffles* 
gesetzte : 

2*^+1  mit  dem  Factor  641.     (L.  Eoler.    M^moires  dft  Berik 

Ann^  1772). 

2«**+l  mit  dem  Factor  114689      iBulletin  de  1'  Ac.  dos  sciences 
„  <St  Petersburg  1878  n.  1879. 

2*  +1  mit  dorn  Factor  167772161  f  j  Pervuuclime 

2***+l  mit  dem  Factor  274177, 

■ 

diroct  analysirt  sind  die  erste  uud  letzte. 

Beiläufig  erwähne  ich  noch  die  beiden  Dantellatigen  als  SnnuM 

zweier  Quadrate. 

^+1  -  4294967296>+l 

4046 80a  256* + 1 438  793  TodK 
Bremen,  März  1885.  P.  SeeUofl 


5. 

BomorkmifMi  Mer  €ll«lehwig8a«llllnuif • 

1. 

Bio  Methoden,  Oleichtingen  aQ&iiIO«en,  wie  aehr  sie  aadtia 
Einzelnen  von  einander  abweichen  mögen,  haben  doch  das  Eineg^ 
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meiiiiam:  Sie  berolien  sämtlich  In  letzter  Instanz  aaf  irgend  einem 
inendlichen  Procese,  der  zor  Grenze  Mrt  [Dam  derProeesBin 
besondern  FUlen  ancfa  abbrechen  kann,  ist  bekannt]  Dieses  gflC  Ihr 
die  sogenannten  ezacten  Methoden,  welche  in  der  Bednction  der 
Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  anfWnrzelgrOssen  bestehen,  ganz 
ebenso,  wie  bei  dem  Newton'schen  Nähernngsrerfahren  oder  b^ 
Lagrange's  EntwicUung  einer  Wnrzel  der  Gleichung  in  einen  Ketten- 
bmch. 

Die  folgende  Bemerkung  bezieht  sich  auf  alle  derartige  Algo- 
rithmen und  hat  den  Zweck,  die  überaus  grosse  Manniehfaltigkeit 
denkbarer  Metboden  der  Gleichungsaaflüsung  za  verauscbaulichen. 

Sei/(«»0  die  Gleichung,  um  deren  Auflösung  es 
sich  handelt,  so  bringe  man  dieselbe  auf  irgend  eine 
Weise  auf  die  Form 

[was  sich  auf  unendlich  viele  Arten  bewerkstelligen  Iftsst] 

Alsdann  wähle  man  einen  beliebigen  Anfangswert 
Zq  und  bilde  dann  vormittelst  der  Function  tp  succes- 
si?e  die  Keihe  von  Werten: 

«1  — 


«•»1+1  =»  fpi^n) 


Erweist  sich  sich  die  gefundene  Reihe  als  eine 
einem  bestimmten  Grenzwert  znstrebendeZahlenfolge, 
80  ist  der  Grenzwert  eine  Wurzel  der  gegebenen  Glei- 
chung. 

Der  Beweis  dieser  Bebauptnng  folgt  unmittelear  aus  den  Jk^ra- 
missen. 

2. 

Die  Best! m mang  der  Wurzeln  einer  Gleichung  kann  entweder 
direct  in  Angriff  genommen,  also  ein  dazu  dienlicher  unendlicher 
Process  aufgestellt  werden,  oder  man  redncirt  die  gegebene  Glei- 
chung zunächst  anf  eine  andere,  deren  Auflösung  bereits  bekannt 
ist  Dieses  letztere  Verfahren,  die  Bednctlou,  ist  es  nun,  welches 
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TorzQgsweiBe  gemeint  wird,  wenn  man  von  der  Anfldsong  der  Glei- 
chntigcu  spricht  Man  welas,  anf  wie  mannichfaltigc  Weise  tich  die 
Reduction  der  Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  anf  WnrzelgrOmn, 
also  anf  die  binomische  Gleichung     »  «p,  bewerkstelligen  IM. 

Das  hohe  Interesse  dieser  Reductionen  (Auflösungen)  tür  den 
Mathematiker  ist  wohl  vornehmlich  in  dem  Umstände  begrftndet,  da» 


die  Fonetion  -^w  nnr  tob  der  einzigen  Variabel n  w  abb&Dgt, 
falls  man  nämlich  den  Wurzelexponenten  n  nicht  eben&lls  als  eines 
Paramater  des  Problems  ansehen  will. 

Mau  kann  aber  auch,  wie  seit  Jerrard's  Entdecknng  betrcfs  der 
Gleichung  fünften  Grades  bekannt  ist,  die  Gleichungen  der  fünf  e^ 
stcn  Grade  auf  Functionen  von  nur  einer  Variabein  zarfickAÜmo, 
nämlich  auf  dio  trinomischen  Gleichungen  ««  — «  —  w. 

Allerdings  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  die  Auffassung  der 
Wurzeln  der  Gleichung  3"  —  z  =  »r  als  Functionen  nnr  eines  Pa- 
ranu  t( TS  als  eine  künstliche,  eigentlich  nicht  ganz  zutreffonde  ange- 
seheji  wt'nlr  ii  muss;  denn  ist  im  Allgemeinen  eine  comploxc  Grosse 
und  eine  Function  f(u-^iv)  einer  couiplexcn  Veränderlichen  H-~a' 
wird,  wenn  man  die  IJcrochnung  durchführt,  in  den  meisteu Fallen 
(nicht  iuinier)  doch  schliesslich  von  Functionen  zweier  Argomeote 
abhängig. 

Die  Function  dagegen  läsat  sich,  wie  man  weiss,  anf  die 
Form  bringen: 


also  das  Product  zweier  Functionen  je  eines  linearen  Argumeots 
darstellen,  und  hierin  allein  beruht  meines  Erachtens  der  tlieoret:?rS' 
Vorzug  der  Reduction  einer  Gleichung  auf  Wurzeigrössen  vor  der 
Reduction  auf  beliebige  andere  Functionen  nur  eines  complexeu  Ar- 
guments, wie  beispielsweise  auf  dio  Wurzeln  der  Gleichung  ^—s='' 


Der  folgende  Algorithmus,  welcher  znr  Berechnung  äiet  Wonehi 
der  Gleichung  z**—z^uf  dient,  scheint  mir  aus  mehreren  GrtBdm 
bemerkenswert. 

Berechnet  man  Termittelst  der  Formel 
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indem  man  von  einem  beliebigen  Anfangswerte     ausgebt  and  einen 

beliebigen  von  den  7}  Wurzelwerten  y,  aber  stets  denselben,  be- 
nutzt, successivc  die  Reihe  s^i  "j»  «21  so  couvcrgirt 
dieselbe  zu  einem  bestimmten  Grenzwert,  und  dieser  ist  eine  Wurzel 
der  gegebenen  Gleicbaog. 

Da  leb  Im  Besitz  eines  allgemeinen  und  stringenten  Beweises 
dieser  Bebanptnng  nocb  nicbt  bin,  so  wäre  es  nicht  nndenlcbar  (wie- 
wol  mir  nnwabneheinlich),  dass  dieselbe  nocb  eingescbrftnkt  werden 
raOsste. 

Vielleicht  genQgt  Folgendes  zur  Veriäcation  derselben. 

a)  Fflr  w  =  0  ist  der  Satz  richtig.  Sei  nämlich  zq  =  ^o^^  '^^  der 
beliebige  Anfangswert,  so  folgt  leicht,  wenn  man  jedesmal  den 
yteu  der  n  Wonelwerte  wählt, 

also  für  A  —  OD,     =  « ta.  e*» — 1* 

Das  giebt  für  v  —  0,  1,  2,  ...  n— 1  in  der  Tat  »*— 1  der  »Wurzeln 
der  Gleichnng  —  2  =  0.  Die  Wurzel  z  =  0  folgt  freilich  hieraus 
nicht  and  bleibt  demnach  auf  diesem  Wege  unerreich- 
bar. 

b)  Es  ist  leicht  fflr  einen  beliebigen  positiven  reellen  Wert  ir 
die  reelle  Wurzel  der  Gleichung  auf  diescmIWege  numerisch  zu  be- 
rechnen. 

SBeispiel.        «  —  100,  also  «  —  yiOO+«. 

Ich  setze  willkttrlich  zq  »  lOUO,  so  folgt: 

H  =  4,0576 

=  2,5330 
—  2,5245 
=  2,5244. 

Also  ist  eine  reelle  Wanel  der  Gleichung  so  genau,  als  es  sich 
yermittelst  fOnfstelliger  Logarithmen  ausitlbren  Iftsst,  gefunden. 

Anmerkung.  Für  eoniplcxc  Grössen  veiiiert  dieser  Algo- 
rithmus viel  von  seiner  Eintachlieit,  weil  die  jedesmalige  Scpiiration 
des  Reellen  und  Tmagiuilren  lliiist;tude  macht.  Mau  könnte  dem- 
selhen  aber  seine  Kinfachheit  erhalten,  wenn  man  im  Besitz  einer 
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Tafel  wäre,  in  wolclior  die  Logorithmcn  com plcxor  Zahlen  (für 
die  Basis  10)  /usaiiuncngestellt  sind.  Die  Aufgabe»  eine  derartige 
Tafel  zu  coustruireii  ist,  wenn  man  sich  auf  eine  geringe  Anzahl  Ton 
Decimalstclleu  beschränkt,  ganz  gut  durchführbar,  und  würdeu  solche 
Tafeln  bei  der  steigenden  Wichtigkeit  der  Theorie  der  conloraeB 
Abbildungen  für  die  Physik  auch  sonst  von  Nutzen  sein. 

4. 

Der  soeben  befrachtete  Algorithmus  kann  mit  Leichtigkeit  auf 
jede  beliebige  Gleichung  ausgedehnt  werden,  indem  man  sie  auf  die 
Form  bringt: 

N 

derselbe  ist  aber  nur  einer  unter  vielen,  welclier  freilich  durch  den 
Umstand,  dass  er  /*-deutig  ist  und  daher  (falls  er  ronvorgirt)  sämt- 
liche Wurzeln  der  Gleichung  geben  kann,  einen  V  orzug  vor  aodero 
zu  haben  scheint 

Um  zu  zeigen,  dass  auch  andere  Formeln  zur  Grenze  ffthrai 
können,  möge  das  Beispiel 

«»— 2«— 35:=0 

betrachtet  werden.  HieranB  folgt  anter  Andern: 

'  z 

Die  Benutzung  dieser  Formel  liefert  für  den  wiUkürhchen  An- 
fangswert zo  =r  ao : 

Mf^'^co,  «^=19,5,  «4=11,4,  :?6=7,Ö,  2io— 7,4,  »n'^lX  8u=^l 

1^-5,  «,,-6,7,  «,9-6,9,  *,i«6,»S 

Also  nähert  sich  diese  Folge  von  Werten  der  Wurzel  «  —  7. 

35 

Benutzt  man  dagegen  die  Formel  z  — ^ —  bMspielsweise  mit 

zq  =  7,1,  80  divorgirt  der  Algorithmus. 

Die  Frage,  wann  derartige  Algorithmen  convergiren  uiul  waun 
sie  divergircn  iuvolvirt  meines  Eraehtens  ein  höchst  iutereasUut« 
Problem  [falls  dasselbe  noch  nicht  gelöst  sein  sollte]. 

Königsberg,  Sept.  1884.  Th.  Sanio. 
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XVI. 

Die  Gono-Gunei. 

Voo 

Carl  Palisi 


Fortcetxuig  Tou  Mi.  XIV. 


IT.  AbMbnltt 


Der  elliptisclie  und  die  hyperbolischen 
Scheitel-  Gouo-GuQeL 

«21. 

Bevor  wir  in  der  Betrachtung  der  geraden  Cono-Cnnei  fort- 
fitbren  nnd  zam  geraden  paraboliBcben  Cono»Cnnens  fttiergehen,  wollen 
wir  mu  in  den  elliptischen  nnd  den  hyperiwliscben  ScheiteM^no- 
Cnnei  wenden. 

Was  znnäclist  den  elliptischen  Scheitel-Cüüo-CuDeus 
betrifft,  so  uclimen  wir  hierbei  als  Gleichungen  der  Leitellipse: 


(75) 


die  iC^Ebene  demnach  als  Directorebene  nnd  als  singuläre 
Kante  die  F-Axe.  Die  erzeugenden  Geraden  mflaien  mithin  den 
Gleichungen  genOgen: 

wodoieh  man  als  Gleichung  des  in  Rede  stehenden  Cono^Guneus  er^ 
hilt: 
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Aas  dieser  Oleidraiig  folgt,  dass  die  vorgelegte  Fliehe  ebesio 
wie  der  gerade  elliptisdie  Cono^Caneos  vom  vierten  6nde  kt. 
Ferner  stimmen  die  beiden  elliptiacliett  CSono-Cunei  darin  flbenii, 
dass  jede  zur  JiF-Ebene  paraOele  Ebene  ans  ihnen  eine  Ellipse  ssi- 
sdineidet,  deren  eine  Axa  für  alle  aosgesehnittenen  Ellipsen  coutttt 
ist»  und  deren  andere  Axe  proportional  dem  Abstände  der  schneides- 
den  Ebene  von  der  singnlftren  Kante  wichst    Ein  Kreis  wird  tu 

Ic 

dem  eUipüscben  Scboitei-Cono-Caaeas  (76)  für  z  —  —  aosgesduutteo. 

Diejemgen  Ellipsen  dos  vorgelegten  Cono-Caneos  (76),  deren 

bc 

Entfeninng  von  der  singnlftren  Kante  absolnte  kleiner  als  —  ist,  be- 
ben ihre  grossen  Axen  ^  2h  in  einer  Ebene ,  welche  durch  die  sia- 
guiure  üaute  gebt  uud  mit  der  GUipsenebene  einen  Winkel  bildet, 

dessen  trigonometrische  Tangente  gleich  ^  ist,  ihre  kldnen  Ans 
in  der  XZ-Ebene;  di^enigen  dagegen,  dem  Abstsad 

bc 

von  der  singnlftren  Kante  absolute  grösser  als  -  ist,  haben  ibrs 

grossen  Axen  *-  ä%  in  der  ZZ-Ebene,  und  ihre  kleinen  in  dsr 
eben  beBcfariebenen,  durch  die  singulare  Kante  gehenden  Ebene. 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  gerade  eUipUsche  Cono-Cnneas  nsd 
der  elliptische  Scheitel-Cono-Coneus  sich  dariu  unterscheiden, 
(iass  bei  jenem  die  Mittelpunkte  der  ausgeschnittenen  ElUpseu  auf 
vhmr  Geraden  liegen,  die  auf  der  Ellipsenebene  senkrecht  steht, 
wahrend  bei  diesem  der  geometrische  Ort  der  Mittelpoukte  der 
Ellipsen  eine  Gerade  ist,  welche  mit  der  BlUipsenebene  einen  schiefen 
Uiukcl  bildet  Bei  beiden  Cono-Cuuois  gehen  diese  Geraden  dorch 
die  siugttläre  Kante  und  stehen  auf  derselben  senkrecht. 

Pcrnei  tigiebt  sich  für  die  Projection  der  Durch  sc  hnittscnrTS 
der  Ebene  x=k  mit  der  vorgelegten  Flüche  auf  die  i<^-Ebene: 


(77) 
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Ist  Ii  >>  0,  80  giebt  es  demnucli  nur  reelle  Werte  von  y,  irenn 
«  >•  0  ist,  nad  amgekehrt  ist  1;  <C  0 ,  so  gioM  es  nur  reelle  Werte 
▼on  y,  wenn  «  <^  0  i&t  D.  h.  die  DorchschnittacnrTe  liegt  entweder 
anf  der  positiven  oder  aof  der  negativen  Seite  der  «-Axe,  nicht  aber 
asf  beiden  sogleich.    Sie  schneidet  die  «-Axe  im  Punkte  y  =  0, 

2»'  ^^^^  ist,  so  giebt  es  keine  roellen 

Werte  für  y,  Die  Curve  liegt  symmetrisch  zar  «-Axe  nnd  erstreckt 
ek 

sich  von  «  =     bis  9    od.    Sie  ist  in  allen  ihren  Punkten  convex 

nach  der  F-Axe  hin ;  •  in  ihrem  Dorcbschnittspnnkte  mit  der  «-Axe 
ist  ihre  Tangente  der  F-Axe  parallel. 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  elliptische  Schcitel-Cono-Caneus 
(76)  nur  in  4  Octauten  liegt,  w&brcnd  der  gerade  elliptische  Cono- 
Cnneas  (17)  sich  in  allen  8  Octantcn  erstreckt 

Die  auf  der  singulärcu  Kante  senkrecht  stehende  Ebene  y=ih 
schneidet  aus  dem  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (7G)  die  beiden 
Erzeugenden  ans,  deren  Projectiouen  auf  die  JT'^-Ebcne  der  Glei- 
chung genügen: 

<iÖ)  x  =  ^  z 


§  22. 

Wir  haben  im  vorigen  §  gesehen,  dass  jede  zur  ^F-Ebene 
paraUele  Ebene  aus  dem  elliptischen  Scheitel-Cono-Cnneus  (7C)  eine 
Ellipse  ausschneidet  Betrachten  wir  die  beiden  Ellipsen  in  den  Entfer- 
nnngen     nnd  ^  von  der  singnlftren  Kante,  so  ergiebt  sich,  wenn 

bc 

^  —  ist,  fttr  das  Axeoverhältniss  der  zu     zugehörigen  £Uip80 

oht  bc 

und  wenn     •<  -  ist,  für  das  Axonvorhältniss  der  zu  zä- 
he 

gehörigen  Ellipse:  Solleu  diese  beiden  Verhältnisse  einander 
gleich  sein,  so  erhilt  man  demnach  die  Relation: 


Nnn  war  ^  die  Entfenrang  des  Kreisschnittes  von  der  singn- 
lftren Kante  des  elliptischen  Scheitel-Gono-Cnnens  (7G).  Mithin  re- 
raltirt  der  Satz :  Diejenigen  beiden  Ellipsen  des  elliptischen  Scheitel- 

2t* 
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Cono-Cunens,  welche  so  uuf  dieser  FläLche  liegea,  dass  das  Ptodact 
ihrer  Absiaude  von  dtr  hinguläreü  Kaute  gleich  dem  Quadrit  der 
Entfernung!:  des  Kroisschjiittes  von  derselbeu  Kante  ist,  habcu  daa* 
selbe  Axeiivcrhäkuiss. 

£8  ist  dies  derselbe  Satz,  den  wir  beim  geraden  eUiptiidwi 
CoDo-Cuncüs  in  §  10  nachgewiesen  haben.  Hicrans  eifeben  sid 
anch  dieselben  Beziehungen  in  Bezug  aaf  die  Eatfemnngen  der  beides 
EUipsen  von  dem  Kreisscbnitte  wie  dort 

Betrachtet  nuiii  ferner  diu  Hreniipuukte  der  ausgeschnitteßen 
Ellipsen,  so  geht  aus  dem  vorigen  §  hervor,  dass  die  lirtoupaakte 
derjenigCD  Ellipsen,  dereu  Abstand  von  der  siugulüreii  Kaute  absolute 

bc 

gleich  oder  kleiner  als  -  ist,  in  einer  dnrch  die  singolire  Ksnle 

gehenden  Ebene  liegen,  welche  mit  der  Z-Axe  einen  Winkel  bildet, 

dessen  trigonometrische  Tangente  gleich  -  ist   Der  Abstand  eisei 


solchen  Brennpunktes  von  der  X^Ebene  ist 


Fttr  den  geometrischen  Ort  dieser  Brennpunkte  ergiebt  sich  den* 
nneh  die  Mipse: 


Vergleichen  wir  hiermit  das  Resultat  (21)  iu  §  10.,  so  folgt  der 
Satz:  Sind  der  gerade  elliptische  Couo-Cuneus  und  der  elliptische 
Scheitel-Couo-Cunpiis,  deren  singulare  Kauten  in  einer  Ebene  liegea 
und  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  beschaffen,  dass  eine  und  die- 
selbe Ebene  aus  jedem  einen  Kreis  mit  dem  Radius  n  aus^-uh neidet, 
80  ist  der  ^«  ometrisehc  Ort  der  Brennpunkte  der  ?illiiisen  dos  ge- 
raden Coüo-ruiiru^,  deren  Abstand  von  der  singnlari  n  Kaute  absulate 
gicidi  oder  klt  iin  r  als  der  des  Kreises  derselben  I"" lache  ist,  gleich 
dem  geometrischen  Ort  der  Brennpunkte  der  entsprecbeoden  Ellipsen 
des  elliptischen  Scheitel-Cono-Cunoas. 

Anf  analoge  Weise  erhfllt  man  fAr  den  geometrischen  Ort  der 
Brennpunkte  derjenigen  EUipsen  des  elliptischen  Scheitel-CoiMhGi- 
neos  (76),  deren  Abstand  von  der  singnliron  Knnte  abaolnte  gleich 

bc 

oder  grösser  als  -  ist: 


d.  h.  die  in  Bede  stehenden  Brennpunkte  liegen  in  der  JU^fSteie 


(79) 


(80) 


a!t_2~  +  6«-0 
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auf  einer  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  der  C!oordiiiateDanfoiig,  deren 
reelle  Axe  =  2*  j/^=~=—  und  deren  imaginäre  Axo 


§  23. 

Geben  wir  jetzt  zur  Betracbtang  der  Tangentialebene  im 
Funkte  xff»  des  elliptischen  Scheitd-Cono^CDneus  (76)  über,  so  er- 
halten wir  als  deren  Oleicfanog,  wenn  |,  l  die  lanfenden  Coor- 
dinatas  bedeuten: 

oder  mit  Berttcksichtigang  der  Gleichaug  (76): 

Für  fl!  =  0  erhält  man  bierans:  | « 0,  d.  h.  der  vorgelegte 
Gono-Canens  berührt  die  l^Ebene;  Femer  ergiebt  dch  Vta  z^^Ox 

*  "  bc  ' 

d.  b.  In  den  Punkten  der  ungnlären  Kante  giebt  es  je  zwei  Tan- 
gentialebenen an  den  elliptiscben  Scbeitel-Oono-Cnnena ,  welche  Bich 
in  der  singnlftren  Kante  schneiden.  Diese  Tangentialebenen  schneiden 
im  Allgemeinen,  ebenso  wie  beim  geraden  eUiptiscfaen  Gono-Cnneas, 
je  zwei  orzengende  Geraden  ans  der  Fläche  ans. 

Diejenigen  Tangentialebenen,  welche  die  vorgelegte  Fläche  längs 
der  ganzen,  durch  ilueii  lierührungspunkt  gehenden  Erzeugenden  be- 
rühren, haben  ihre  Berührungspunkte  auf  den  Geraden,  welche  den 
Coordinaten  genügen:  einerseits  y  ±6»  andererseits  «     0  und 

«     2 Es  giebt  demnach,  ebenso  wie  beim  geraden  elliptischen 

C 

(^no-Cunens,  auch  hier  4  Erzeugende,  in  welchen  die  Tangential- 
ebenen den  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  längs  der  ganzen  Er- 
zeugenden bertthren.  Die  ersteren  dieser  Tangentialebenen  haben, 
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wie  aicli  nach  kurzer  Ueberiegnng  zeigt  ^  die  Elgenseliaft,  daM  m 
aoB  dem  Torgelegteo  Cono-Cimeiis  nur  die  beCreffenden  Erzengendei 
schneiden,  wfthrend  die  Dnrefaflchitittsctirvo  der  anderen  mit  der  Fliehe 
(76)  ans  der  Erzengenden  nnd  der  singnlftren  Kante  besteht 

Schliesslich  erhalt  mau  f(lr  das  Voltimcu  I'  zwisclica  deu  Ebe- 
nen ^  =  0,  y  =^  //o,  ~  =  "o  und  dorn  zugckörigon  Teil  des  elüpUscbea 
Scheitel>Coao-Uuueu8  (76;: 

h  0 

Aus  der  Gleichung  (76)  ergiebt  sich: 


folglieh; 

IT.  —      —  9 

bc 


Demnach  reaaltlrt: 

V9 


0  0 

(82)     V>^"^[  iy^  yi^ -  y^^  +  iÄ^arosin (^) | 

Von  (licsou  Vülumou  gelten  dieselben  Sätze  wie  von  deoyeaigen 
des  geraden  elliptischen  Cono-Cuncus. 


§  24. 

Um  jetzt  die  Gleicliung  des  einfachen  hy p e rb olischeD 
Sclieitcl-Cono-Cunous  abzuleiten,  ueliuieu  wir  alö  Cikichaugeo 
der  Leitbyperbeh 

(83)  j  «* 

Itach  der  Definition  des  $  3.  mnss  dann  die  K-Axe  singsllre 
Kante,  die  ZZ-Ebeno  Diroctorobeno  werden,  so  dass  man  als  Glei- 
ehnng  des  betreffenden  Cono-Conens  erhalt: 
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Aas  dieser  Gleichung  geht  zunächst  hervor,  dass  die  Fläche 
vierten  Grades  nur  symmi  irisch  zur  JfZ-Ebene  liegt.  Aubserdem 
ist  ersichtlich,  dass  ^,  ^  uod  a  alle  bclicbigcu  Werte  annehraou  können. 

Jede  ZOT  XF-Ebene  parallele  Ebene  schneidet  forner  aus  dem 
eiBlndien  byperboliflchon  Scheitel-Gono-Coiiens  (84)  im  Allgemeinen 

a 

eine  Hyperbel  mit  deu  lialbaxen        und  ö  aus.   Die  reoUiiii  Axen 

dieser  Hyperbeln  liegen  in  der  A'Z-Ebene  und  wachsen  proportional 
dem  Abstände  der  schneidenden  Ebene  Yon  der  singulären  Kante; 
die  imaginären  Axen  dagegen  sind  ffir  alle  ansgeschnittenen  Hyper- 
beln "  2f)  und  liegen  in  einer  durch  die  singuläro  Kante  gehenden 
Ebene,  welche  mit  der  '^-Axe  einen  Winkel  bildet,  dessen  trigono- 

metriscbe  Tangente  gleidi  ^  ist 

Daraus  folgt,  dass  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln  des  elnfiusben 
byperbolischen  8cheitel-Gono*Caneii8  (84)  in  der  XZ-Ebene  liegen 
ottd  zwar  auf  einer  (Geraden,  welche  dnrch  den  Coonlinatenanfang 
geht  und  mit  der  Hyperbelebene  einen  Winkel  bildet,  dessen  trigono* 

metrische  Tangente  gleich  ^  ist. 

Während  also  bei  den  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuueis  der 
gconietnscho  Ort  der  Mittelpunkte  ihrer  Hyperbeln  eiue  Gerade  ist, 
welche  durch  die  singuläro  Kante  geht  uud  auf  der  Hyperbelebene  senk- 
recht steht,  schneidet  dio  (iorade,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  der 
Hyperbeln  des  einfaclu  u  byj)ei  bolisrhiu  Scheitel-Cono-Cunens  lie«zeu, 
zwar  die  singulare  Kante  dieser  i  iurlu  rechtwinklig,  bildet  aber  mit 
der  Ujrperbelebene  ciuon  schiefen  Winkel. 

Femer  folgt  ans  diesen  Erörterungen,  dass  die  Scheitel  der  ans 
der  vorgelegten  Fliehe  ausgescbiüttenen  Hyperbeln  sich  von  •  »  od 
bin  s  —  0  einander  nfthern,  bis  sie  fl&r  »  s=  0  susammenfallen.  Diese 
Eigenschaft  hat  der  Toigelegte  Cono-Cunens  mit  dem. geraden  cin- 
fachen  hyperbolischen  Cono-Cnnens  gemein.  Wahrend  aber  bei  diesem 
die  Scheitel  auf  zwei  Geraden  liegen,  welche  dnrch  die  singalftre 
Kante  gehen  und  mit  der  Hyperbelebene  gleiche,  schiefe  Winkel  bilden, 
liegen  bei  dem  einfachen  hyperbolischen^  Sdieitel-Cono-Ounens  die 
Scheitel  auf  zwei  Geraden,  welche  sich  zwar  in  der  «inguiftren  Kante 
achneiden  und  auf  derselben  senkredit  stehen,  von  denen  aber  die 
eine  einen  rechten,  die  andere  einen  schiefen  Winkel  mit  der  Hyper- 
belebene büdet 

Aus  der  Gleichung  (84)  orgicbt  sich  ausserdem,  dass  die  zur 
Jfy-Ebene  parallele  Ebene,  deren  Abstand  von  der  singulären  Kante 


Digitized  by  Google 


S4li  Pabtii  Die  Com-CuneL 

bc 

abioliite  fldch  -  ist,  anie  gldcbseltige  Hyperbel  mit  den  lialbfli 

Parameter  b  aas  dem  einfachen  iijpürbüllscben  Scbeitel-Cono-Caueus 
(84)  au£8chneidot 

Sehen  wir  nmi  die  Brennpunkte  der  ansgeschnittenen  Hyperbela 
in  Betnehti  eo  resoltirt  ans  dem  Oesagten,  dnss  sie  »ImmtHdi  in  der 
X^Ebene  liegen.  Die  Enttaiung  einee  soldien  Brennpwdrtei  von 

der  ^-Axe  ist:  ^si:|/^^z^  4"  ^  geometriscben  Ort 

dcräcibeu  er  kalt  man  demnach: 

(8ö)  ipt— 2^a;»-Ä*  =  0 

d.  h.  iu^Vü^tcü:  Der  geomotrichc  Ort  der  lircnnpankte  aller  Hyper- 
beln, welche  durch  Ebenen  parallel  der  A'l'-P^bcue  aus  dem  einfachen) 
hyperbolischen  Scbcitcl-Cono-Cnneus  (81)  ausgeschnitten  werden,  ist 
eine  Hyperbel  in  der  JTZ-Lbcüe,  Uereu  Mittelpunkt  der  Courdmatcu- 
anfang  ist 

Wae  adiUeaslidi  die  Asymptoten  einer  adehen  anageschnittenea 
Bfyperbei  betrifft,  so  genügen  dieselben  der  Gleichnng: 

Sie  Ucgen  mitbin  anf  den  bdden  byperboliscben  Paraboloiden: 


m 


ayt  -{-bi^cx — an)  =  0 


$.  26. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Betrachtung  der  Tangentialebene  im 
Punkte  xyz  des  einfachen  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Coneos  (84). 
Als  Gleichung  derselben  resultirt: 

•--;')«-•)- ©Vi-»)-  1^ 


oder: 
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Für  z  *=>  0  ergiebt  sich  kieraus  mit  lierucksichtigUDg  der  Glci- 
ciiuug  (ö4):   

*  —  bc  * 

d.  b.  In  jedem  Paukte  der  Bingnlilren  Kante  gicbt  es  je  zwei  Taa« 
gMitialebeiien  an  die  vorgelegte  Fläche,  'welche  diircli  die  singuläre 
Kante  geben.  Es  gilt  demnach  anch  von  dem  einfachen  hyperboH- 
geben  Scheitel* Cono-Cuneas  der  Satz,  dass  jede  durch  die  singalAre 
Kiate  gehende  Ebene  im  Allgemeinen  eine  Tangentialebene  ist 

Diejenigen  Punkte,  iu  denen  die  Tangentialebene  den  einlachen 
bypcrbülischeu  Sclieitel-Cono-Cnneus  (84)  längs  der  ganzen,  durch 
ihren  Berübningsjuinl^t  gehenden  Erzeugenden  hcriiljrt,  gehören  zu 
y=Ü,  d.  h.  sie  liegen  auf  den  DnnhschnittsliQieu  der  Fläche  mit 
der  X^Ebene.  Dafür  ergiebt  sich  nun: 

o 

Es  folgt  Uiiraus,  dass  die  yZ-Ebono  liier  ebenso  wie  beim  elliptischen 
ächeitel-Coao-UuueuB  (76)  eine  Taugoutialcbene  ist 

Schneidet  man  schliesslich  den  eln&chen  hyperbolischen  Scheitel- 
Cono-Cnnens  (84)  durch  die  Ebenen  n^y^  «  =s  so  erglebt  sich 
tta  das  Yolnmen  zwischen  den  Ebenen  y^O,  —  ^  und 

dem  zugehörigen  Teil  der  Flfiehe  einerseits: 

0  0 

andererseits: 

0  6 

wobei,  wie  ans  der  Gleichnng  (84)  folgt: 
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Mithio  erhält  mau: 

F-  K, + F.  -      v?+»»  f .* 

0  0 


§  26. 

Zur  UDtonachnng  des  geteilten  hyperbolischett  Sekei- 
tel-Cono-Ciineiis  Mlmeii  wir  «o,  die  Lett^rpetM  nerfo  dnA 
die  GMchangeo  daigeiieUt: 

(89)  Ja*         ^     ^  * 

l  «  —  c 

Alsdauü  muss  gemäss  den  Erörterungen  dos  §  3.  die  FZ-Ebene 
Di rcc torebene  und  die  X-Axc  siüguläru  Kaute  werden,  so  dass  piia 
als  Glekhuug  des  betreffenden  Cono-Cuneas  erhält: 


Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  der  geteilte  bypti  bulibche  Scheitel- 
Cono-Cuneus  (90)  vom  vierten  Grade  ist  und  symmetrisch  zur  Y2- 
Ebeue  liegt  FUr  val.  abs.a:  <^  a  giebt  es  keine  roeüon  Werte  für  y 
und  z.  Die  vorgelegte  PMncbo  besteht  demnach  aus»  zwei,  aaf  beiden 
Seiten  der  VZ-Ebcne  liegeiKlen.  von  einander  getrennten  Teilen,  wo- 
her die  Bezeichnung  „geteilt"'  entnommen  ist. 

Ferner  geht  ans  der  Gleichung  (90)  borvor,  dm  Jede  w  XF-fifaene 
parallele  Ebene  die  vorgelegte  Fliehe  in  einer  Hyperbel  scbneideC,  dm 

reelle  Axc  »2a,  deren  imagiuäre  Axe  -"2  -  s  ist.   Eine  gleichseitige  Hf - 

c 

pcrbel  wird  demnach  ans  dem  geteilten  hyperboliaehen  Sebeitel-CoM»- 
(^nens  (90)  durch  eine  Ebene  parallel  der  J^K-Ebene  aosgesebaittto, 

ac 

deren  Abstand  von  der  siogolären  Kante  absolute  gleich  ist 

Die  imaginären  Axcu  der  ausgeschnittenen  Hyperbeln  liegen  in 
der  yZ-Ebcne  und  wachsen  proportional  dem  Abstände  der  schnei- 
denden Ebene  von  der  singnlären  Kante;  die  reellen  dagegen  awi 
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für  allo  aosgescbnittoneii  Hyperbeln  gleich  2a  und  liegen  in  einer 
Ebene,  welche  durch  die  dngultlre  Kante  geht,  nnd  welche  mit  der 
Hyporbelebene  einen  Winket  bildet,  deBsen  trigonometrische  Tangente 

gleich  ^  ist 

Auch  hier))ei  ist  der  gcomotrist  ho  Ort  der  Mitti'lpuukto  der  aus- 
geschnittenen llypcrboli),  wie  sieb  aus  dem  GeSiagten  ergibt,  eiiu'  k" 
rade  Linie,  welche  durch  die  singalärc  Kante  geht,  auf  dcrsellK n 
senkrecht  steht,  mit  der  üyperbelcbone  aber  einen  Winkel  bildet» 

deeaen  trigonometriche  Tangente  gleich  ^  ist  Es  ist  dies  ms»  ana- 
loge Beziehung,  wie  wir  sie  bei  dem  einfachen  hyperbol «scheu  Schei- 
tel-Coüo  C^nneus  iiachgewieseu  haben.  Da  dieselbe  Relati(3n  auch  von 
dem  ellii»tischen  Scheitel-Cono-Cuueus  gilt,  so  bezeichnet  dieselbe 
ein  dun  hgreifendes  Unterscheidungsmerkmal  zwiscbea  den  geraden 
Ull  i  ieu  bcheitel-Cono-Cuneis,  vorausgesetzt,  dass  der  Leitkegelscimitt 
eiueu  Mittelpunkt  bat. 

die  reellen  Axen  der  ans  dem  geteilten  hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Canens  (90)  ausgeschnittenen  Hyperbeln  in  einer  dnrch 
die  aingnlflre  Kaute  gehenden  Ebene  liegen,  welche  mit  der  ^-Axe 

einen  Winkel  bildet,  dessou  trigonometrische  Tangoute  gleich  ^  ist, 

80  liegen  auch  die  Brennpunkte  der  Hyperbeln  in  dieser  Ebene.  Für 
die  Entfernung  eines  solchen  Brennpunkts  Yon  der  KZ^Ebene  erhslt 


man  ans  der  Gleichnng  (90):  y  +  y^zj  ,  Die Brennponkte  lie- 
gen demnach  lu  der  beschriehoueu  Ebene  auf  der  Cuivu; 


il.  h.  Dtr  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  der  durch  Ebenen 
]»arallei  der  A' /-Ebene  aus  dem  geteilt  tu  hyperbolifjcheu  Scheitel- 
Cono-Cuneus  (1X>)  ausgeschnittenen  Hyiterbeln  ist  eine  Hyperbel  mit 
dem  Coordiuateuaufaug  als  Mittelpunkt,  deren  reelle  Axe      2a  und 

deren  imaginftre  Axe  ->  2  ^  ist 

Aus  der  Vcrglcicbung  von  (90)  und  (Dl)  lulgt,     weuu  mau 


(91) 
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BeseichDen  wir  y  mit     wobei  t^,  wie  am  dem  Obigen  benro^ 

gebt,  die  Entft  rnuiif?  der  L'lcichseiügon  Uypcrliel  des  geteilteu  hyper- 
bolischen Sclieitel-Coii()-(  iinouR  (90)  von  seiner  ungolAren  Kaoie 
bixieutet,  bo  gebt  die  Gleichung  (92)  Uber  in: 


Daraus  fliesst  der  Satz:  Diejenige  zur  Xl'-Ebene  parallele  Ebene, 
deren  Abstand  von  der  siugulären  Kante  <Hp  vierte  Proportionale  7m 
dem  halben  Parameter  und  dem  Absüindc  r  gleichseitigen  Hyperbel 
des  geteilten  hyperboliscben  Scheitel-Cono-Cuueus  von  dessen  ?inga- 
lärer  Kante  ist,  schneidet  aus  dieser  Fläche  eine  Hyperbel  aas, 
welche  gleich  ist  dem  geometrischen  Orte  der  Brennpunkte  aller 
durch  Ebenen  parallel  der  JCy-£beno  ans  dieser  Fl&che  aosgeschnit- 
tenon  Hyperbeln. 

Biese  Eigenschaft  hat  der  vorgelegte  Cono-Ciiaeiis  mit  dem 
teilten  hyperbolischen  Cono-Cnneoa  gemeinsam. 

Die  As\  Tiijitüt  11  einer  Hyperbel  des  geteilten  byperboliscliea 
Scheitel-Cono-Uuneus  (90)  genügen  der  Gleichung: 

b  ,  hM 

Die  Asymptoten  aller  Hyperbeln  der  vorgelegten  Flik^e  liegen 
demnach  auf  den  beiden  hyperbolischen  Paraboloiden: 

tbxz  —  a(cy — bz)  «=»  0 

Breht  man  den  voigelogten  Gono^Cnneos  am  die  i^Aze  nm  ^  t  ^ 

dass  die  positive  X-Axe  in  die  negative  F-Axe  ßUlt,  dann  hat  man 
nur  y  mit  «  zu  vertauschen ;  alles  üebrigc  bleibt  ungeändert  Ftlhren 
wir  diese  Vertauscbung  in  den  Gleichungen  (93)  aus,  so  gehen  die- 
selben über  in: 

byz  —  a(cx  —  bz)  0 
bjfs  4"  ^{px  —  b»)  =  0 

Beachten  wir  hierbei  die  Gldchnngen  (86)  im  f  24.,  so  ressttirt 
der  Satz:  Haben  der  einfache  and  der  geteilte  hyperboUsdie  Schsitei- 
Couo-Cnneps  dieselbe  singulare  Kante  nnd  dieselbe  Birectoiebene  nad 
sind  sie  so  beschaffen,  dass  eine  und  dieselbe  Ebene  aus  den  beuten 
Flachen  je  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  halben  Parameter  a 
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MMduieidet,  so  liegen  die  Asymptoten  der  ans  beiden  Fliehen  nns- 
geadmittenen  Hyperbeln  nnf  denselben  beiden  byperbolischen  Pars- 
boloiden. 

Es  ist  dies  ein  analoger  Satz,  wie  wir  ihn  von  den  beiden  ge- 
raden byperbolischen  Cono-Cuneis  im  §  19.  nftcbgewiesen  haben. 

Zugleich  eigiebt  sieh  hlerans,  dass  die  geraden  byperbolischen 
Cono-Cnnei  nnd  die  hypwbolischen  Scheltel*Cono-Canei  das  mit  ein* 
ander  gemeinsam  haben,  dass  die  Asymptoten  der  ans  ihnen  ansge- 
sßhnittonen  Hyperbeln  anf  je  swei  byperbolischen  Paraboloiden  liegen. 


f  27. 

Als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xys  des  ge- 
teilten hyperbolischen  Scheitel-Cono-Canens  erhält  man: 

oder: 

Fflr  s  ■»  0  geht  diese  Gleichung  Aber,  venn  man  für  y  —  -* 
sanen  Wert  aus  (90)  setzt,  in 


ae 


d.  b.  in  d^n  Punkten  der  singulären  Kaute  giebt  es  je  zwei  Tangen- 
tialebenen an  die  vorgelegte  Flache. 


Eigenschaft  haben  mithin  die  geraden  elliptischen  und 
liyperbolisoben  Cono-Cunei  mit  den  elliptischen  und  den  hyperboli- 
sehen  Scheitel-Cono-Cuneis  gemeinsam. 

Ferner  ergicbt  sich,  dass  die  beiden  Ebenen  |  =  den 
geteilten  hyperbolischen  bcheitei-Cono-Canetis  (90)  längs  einer  ganzen 
iijrzeugenden  berühren. 


Aus  der  Gleichung  (90)  folgt: 
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Demnach  erhält  iQäD  für  däs  Volumen  V  zwischen  den  KWn^a 
a;  =  3*0 ,  z  =  8q  und  dem  zagchOhgea  Teil  des  vorgelegten  Cosa- 
Cuneas: 

0  0 

(95)  K-*^'{Kyv^-*-i<.'ig('°-ti:?^)i 

Kna  tot  aber,  wie  sich  ans  (90)  ergiebt; 
Demnach  geht  die  Gleichung  (95)  aber  in: 


Femer  folgt  ans  der  Gleichnng  (88)  des  $  25.,  wenn  man  dann  fir 

Vyo^  -f^  den  ans  (84)  sich  ergebenden  Wert:  ^  ^^o  ^  ^  ^  j 


setzt: 


+i*lg 


Yertanscht  man  in  der  letzteren  Gleichung  »  mit  y  und  setzt  is 

(%)  and  (ü7)  10  resültirt: 


Eine  analogo  Beziehung  hat  sich  für  die  beiden  geraden  hjfperheü- 
schen  Cono-Cunei  im  §  20.  ergeben. 
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Y.  AbMlndtt. 

Die  beiden  parabolischen  Cono-Cunei. 

I  38. 

In  diesem  Abschnitte  wollen  wir  den  geraden  parabolischen  (.'ono- 
Cuueus  und  tlen  ])arabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  betrachten.  Da 
diese  hriden  Flächen  voa  Hochheim  ausführlich  behandelt  worden 
sind  (Grunerts  Archiv  T.  53.  pag.  35o  -  und  T.  55.  pag.  35 
—48),  so  wollen  wir  liipr  mir  die  hauptsächlichsten  P^igenschaften 
derselben  kurz,  ableiten.  Waa  zunächst  den  ^'eraden  paraboli- 
schon  Cono-Cuneus  betrifft,  80  nehmen  wir  als  Gleichungen  der 
Leitparabel: 

(98) 

Alsdann  ist,  wie  aidi  ans  den  EiUnterongen  der  Einleitung  ergiebt, 
die  AVAxe  singolAre  Kante,  die  T:z^Ebene  Diiectorebeae,  no  dass 
man  als  Gleichung  des  betreffenden  Gono-Cnnevs  erhalt: 

(99)  eSy<  -  ^a»< 

Hieraus  geht  zuinichst  hervor,  dass  dieser  Cono-Cuneus  im  Gegen- 
satz zu  drii  bisher  bebaiuleltcii  vuin  dritten  Grade  ist.  Ferner  folgt 
aus  dtT  Gleichung  (99),  dass  jede  zur  A  ) -Ebene  parallele  Ebeno 
die  vorgelegte  Fläche  in  einer  Parabel  achueidet,  deren  Parameter 

gleidi  2^  ist,  d.  h.  die  Parameter  der  ausgeschnittenen  Parabeln 

wachsen  proportional  dem  (Quadrate  des  Abstanden  der  gchueidenden 
Ebene  von  der  slnguliLrcn  Kante. 

Ziehen  wir  die  Brennpunkte  der  ausgeschnittenen  Parabeln  in 
Betracht,  so  eigiebt  sich  znnftehst,  dass  dieselben  in  der  X2^£bene 
liegen.  i)ie  Entfernung  eines  solchen  Brennpunktes  von  der  JZ-Axe 

ist  FOr  den  geometrischen  Ort  aller  dieser  Brennpunkte  er- 

halt man  demnach; 

(100)  iflss2-» 

d.  h.  in  Worten:  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Para- 
beln, welche  durch  Ebenen  parallel  der  AT-Ebene  aus  dem  geladen 
parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  ausgeschnitten  werden,  ist  eine  Pa- 
rabel in  der  A^-Ebeue,  deren  Scheitel  der  Coordinatenanfang  ist, 
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und  deren  Axe  in  die  ^iugularc  Kante  des  Cunu-Cuneus  fällt  D^r 
halbe  Parameter  dieser  Tarabel  ist  die  vierte  Propurtiouale  zu  p 
und  c. 

Ava  der  Yergleichnng  von  (99)  and  (100)  folgt«  wem  nn 

—  =  ^  i  setzt: 

«  —  — 
I» 

Dfiraus  ttiesst  der  Satz:  Diejenige  zur  AT-Ebene  parallele  Ebene, 
deren  Abstand  von  der  siugulären  Kante  die  vierte  Proportionale 
2£U  ;)  und  c  ist,  schneidet  aus  dem  geraden  parabolischou  Cono-Cuneus 
(y^M  eine  Tarabel  nns,  welche  gleich  ist  dei'  Parabel,  auf  welcher 
die  Brennpunkte  aller  durch  Kbenen  parallel  der  A'l-£beue  aus  dieUB 
CoQO-Caaeiu  ausgeschoittünea  Parabeln  liegen. 

Beachtet  man  hierbei,  daas  2  -  der  Parameter  der  hetreffeadn 

P 

Parabel  ist,  so  kann  man  diese  Relationen  anch  so  deuten:  Diejenip: 
zur  JTF- Ebene  parallele  Ebene,  deren  Abstand  von  der  siBgolärtfl 
Kante  die  vierte  Proportionale  ;>  und  c  ist,  schn^-idet  aus  dera 
geraden  parabolischnn  Cono-Cuucus  (IM»)  eine  Parabel  aus,  deren 
Parameter  gleich  dem  doppelten  Abstände  der  Parabel  von  der  sia* 
guläreu  Kante  ist 

Ak  Projection  der  Dnrchochnittscnrve  der  Ebene  «  =  &  mit  der 
vorgelegten  Flftche  auf  die  F^Ebene  ergiebt  lieh: 

(101)  z  =  ±  y. 


Dar:iiis  folgt,  (hss  jede  der  Directorebene  parallele  Ebene  in 
Allgemeinen  aus  lieui  gt.iaden  parabolischen  Cono-Cuneus  ^v*ei  Er- 
zeugende ausschneidet,  welche  durch  die  singuläro  Kante  gehen  unä 
mit  der  ^Z-Ebene  entgegengesetzt  gleiche  Winkel  bilden.  Für  ä=ü 
fallen  diese  beiden  Geraden  in  eine  eine  einzige  zasammen. 


Erwähnt  sei  hier  noch,  daas  Jede  durch  die  etngiilire  Kute 
gehende  Ebene  den  vorgelegten  Cono-Cnnena  in  einer  Geraden  tcM- 
det,  denn  man  erhält  fiBr 

(102)  t^a*  «  %w 

Hierin  unterscheidet  sich  der  gerade  parabolische  Cono-Ciinei« 
von  den  bisher  betrachteten  Flächen  uud,  wie  sicli  spater  zeigeB 
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wird,  aocfa  von  dem  parabolischen  Scheitöl-Cono-CiuieaSf  denn  ans 
diesen  schneidet  jede  durch  die  siognläre  Kante  gehende  Ebene  im 
Allgemeinen  zwei  gerade  Linien. 

Um  schliesslich  die  Burcbschuittscurve  des  vorgelegten  Cono- 
Coneas  mit  einer  durch  die  Z-Aze  gehenden  Ebene^  welche  mit  der 
X'Jkxe  den  Winkel  ^  bildet«  zn  nntemehen,  wenden  wir  die  Coor- 
dinatentraniformation  an: 

(103)  l  y  «ac'siny+y'cosv 

Setsen  wir  dann  —  0 ,  so  ergiebt  sich  als  Oleichang  der  de* 
iinirten  Dnrcbscbnittscurve: 

Jede  durch  die  Z-Axe  gellende  Ebene  scbueidot  demnach  den 
geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  in  einer  Parabel,  deren 
Scheitel  der  Coordinatenaniang  ist,  nud  deren  Axc  in  der  j:i-£beno 

siu'Qp 

liegt.   Die  Brennweite  einer  solchen  Parabel  ist:  5   Mitbin 

^  8p  cos  (p 

erhält  man  für  den  geometrischen  Ort  der  Brennpankte  dieser  Pa- 
rabeln in  Polarcoordinaten: 

c'  sin*(p  ,  . 

^  ^  Sipcos^ 

oder  in  Bezog  anf  rechtwinklige  Coordinaten: 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Cissoide  dar,  welche  dio  X-Axq  im  Coor- 
dinatenaufaug  berührt  und  welche  sich  auf  der  positiven  und  auf  der 

negntiTen  Seite  der  r-Aze  der  Goraden  *     ^  asymptotisch  nAhert 


S  29. 

Als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  ryz  des  ge- 
raden parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  erhält  man ,  wenn  |,  {;  die 
laufenden  Cooidinaten  bedeuten: 

oder: 

( lOö)  px^u — «) — c^yn + V't  =  0 

axck.  ä,  mMu  m.  Plift.  S.  RallM.  TM  IL  SS 
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Daraus  folgt  fQr  a*  =  0 :  |  =  0;  d.  h.  die  Diroctorebrae  berfthrt 
den  geraden  parabolischen  Cono-Caneos  (99). 

Ferner  erbftlt  man  lllr  «  -»  0: 

d.  h.  In  den  Punkten  der  singolären  Kaair  giebt  es  je  zwei  Tan- 
gentialebenen an  den  vorgelegten  CMO-Canens ,  welche  sieb  in  der 
flingul&ren  Kaute  schneideu  und  mit  der  Jir2^£bene  entgegengesettt 
gleiche  Winket  bitdcu.  Es  sind  dies  die  in  (102)  des  Torigen  §  be- 
trachteten Ebenen.  Diese  Tangentialebenen  schneiden  mithia  ans 
dem  geraden  parabolischen  Cono*Gmieii8  (99)  die  singnlftre  Kante 
und  eine  firzengende  desselben. 

Im  AUgenieiucn  bestellt  die  Durchsclmittucurve  der  Tangeotial» 
obeue  mit  dem  vorgclegteu  CoTio-Cimows  aus  der  durch  ihren  Be- 
I  üliruogspunlvt  LTohf'üden  Erzeugeudi'u  ilcssclbcn  und  aus  einer  Pa- 
raf»el,  deren  l*rojection  auf  die  -V-JiT-Ebcue  als  Parameter  die  vierte 
Proportionale  zu  ix  und  z  hat,  wenn  ar,  a  die  Coordinateu  dtt 
Berahrungspunktes  sind. 

Schneideu  wir  uuu  den  geraden  parabolischen  Couo-Cuneas  (99) 
durch  die  Ebenen  x  =  x^,,  s  sp,  so  erhält  man  für  das  Volumeu 
V  zwischen  diesen  Ebenen,  der  A'Z-Ebene  und  dem  zugehörigen  Teile 
desselben 

0      0  0  0 

(106)  K-aiL>^-K,.^ 

Das  Volumen  zwischen  den  Ebenen  x  —  aroi  y        *  ^ 
zugehörigen  Teile  des  geraden  parabolischen  Cono-Ouneus  (99)  ist 
demnach  gh  ich  dem  dritten  Teil  eines  rechtwinkligen  i'arallelepipe- 
douä  mit  deu  Kauten  arg,  y^,  zq. 

Nun  ist:  ixQ.y^  =  Fy  wenn  F  den  zugehörigen  Teil  der  begreo* 
zenden  Parabel  bedeutet}  also: 

(107)  FssjF.^o, 

welchen  Sata  wir  schon  in  der  Einleitung  bewiesen  haben. 
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I  30. 

Wir  kommmi  jetzt  zur  Betrachtang  des  letzten  in  der  Einleitung 
Mnirten  Coiio*CiiBeos,  des  parabolischen  Scheitel-Cono- 
Coneiis.  Nehmen  wir  hierbei  als  Leitparabel  dieselbe  wie  beim 
geraden  parabolischen  Cono-Cuueus,  nämlich: 

ab  Dlreelorebene  domiach  die  X^Ebene,  als  aingulftre  Kante  die 
r«>Axe,  ao  erhüt  mm  alt  Gleiolraag  der  Torgelegteii  Fläche: 


(108)  if^s  =  2cpx 

Der  paraboliwhe  8dieitel«CoDO*CuDeii8  ist  mitbin  ebenso  wie 
der  gmde  pamboliasbe  CoMM/oaens  ebe  Flache  dritten  Grades. 

Fcruor  fogt  aus  diT  Gleichuug  (108),  dass  jede  zur  A'l'-Khone 
parallele  Ebene  den  vorgelegten  rr)uo-Cuueu8  in  einer  Parabel 
schneidet,  deren  Axe  iu  der  A'^-Kbene  und  deren  Scheite!  auf  der 
Z-Axo  liegt.     Der  Parameter  einer  solchen  Parabel  ist  gleich 

2~,  d.h.  er  ist  umgekehrt  proportional  dem  Abstände  der  schnei- 

deuden  Kbeiie  vou  du  siuguläreii  Kaute.  Hierin  unterscheidet  sich 
der  parabolische  Schuitel-Üooo-Cuueas  von  dem  geraden  paraboli- 
schen Cono-Cnneos. 

1  ür  den  geometrischeu  Ort  der  Brennpunkte  der  aus  der  vor- 
gelegten i^'lächo  ausgeschnitteuen  Parabeln  erhillt  man  demnach: 

pc 

(109)  ««-V 

d.  h.  der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Parabeln,  welche 
dncch  Ebenen  parallel  der  ATF-Kbcoc  aus  dem  parabolischeu  Seheitel- 
Cono-Cnncus  (108)  ausgeschnitten  werden,  ist  eine  gl  eichsei  tii^e  Ily 
peri>el  in  der  X2f- Ebene,  deren  Asymptoten  die  Axeu  der  x  uud  der 
M  aindf  ond  deren  Excentricitat  die  mittlere  Proportionale  zu  2p  und 
e  ist 

Fenier  wird  dnrcb  die  Ebene  y  «*-  A  aus  dem  parabolischen 

Scheitel-Cono-Cuneus  (108)  eine  Conre  ausgeschnitten,  als  deren 
Projectiou  auf  die  X2r-£bene  man  erhftit: 

(110) 


Digitized  by  Google 


366 


Daraos  folgt,  dass  jede  zar  Diredorebeiie  ptnUele  Ebene  av  dem 
iwrabolischen  Scboitel-Cono^Cooeos  eine  erzeagende  Gtrtde  aw- 
schnoidet.  Hierio  mitefaeheidet  sich  dieser  Oono-GaiMiis  von  alles 
bisher  betrachteten,  aos  denen  jede  der  Directorebene  parallele  Ebaw 
im  Allgemeiiieii  swei  Eneugenden  der  betreffendan  iUehe  us- 
Bcbneidet. 

Dvr  vorgf'lcgtf  ('üikj-Cuucus  uuWrscheidet  sich  von  dem  i^pr.iJL'ri 
parabolischi'ii  Cuuu-Cuueus  auch  dadurch,  dass  jcnii-  d  uro  Ii  die  »m- 
guläre  Kaute  geheudo  Ebene  im  AUgemeineu  zwei  erzeagende  Ge- 
raden desselben  ausschneidet.  Denn  es  ergiebt  sich  als  Projectiou 
der  Durchschnittscorve  der  Ebeno  m^ux  mit  der  Fläche  (108)  auf 
die  rZ  Ebene: 


(III) 


IHeee  Eigeniehtft  bat  panboHieba  Bdieitel-OoBo^innai,  «1a 
schon  im  S  28.  angedeutet  worden  ist,  mit  den  elU'ptiaefaen  and  des 
bypecboliachen  Cono-Cnneis  gemeinsam. 

Ein  Hauptuuterschied  zwischen  dem  geraden  parabulischeu  (  iio 
Cnncus  und  dem  ])aiabolischon  ScheiteNCono-Coneus  besteht  liann, 
dass  durch  gewisse  P'.benen  aus  dem  letzteren  Hyperbeln  msge- 
schuitten  werden,  was  bei  dem  ersteren  nicht  der  Fall  ist.  Zu  diesen 
gehören  die  durch  die  Z-Kne  gehenden  tbeneu.  Um  die  betrcffejideu 
Dnrchschuittscnrven  näher  zu  untersuchen,  wenden  wir  die  Coor 
(iiuiiteutrauslurmation  (103)  an  und  setzen  y' — »  0.  Aladauu  erbiiil 
mau  als  Gleichuug  einer  Durciiächnittäcurve: 


Diese  Durchschiiittscurvc  ist  demnach  ciue  gleicliseitige  Hjrper. 
bei,  deren  Asymptoten  die  Axeu  der  x  und  der  st'  sind,  ond  derea 

Qaadrat  der  EKeentricitAt  deidi  -  ial 

•  siu-^y 


S  3t 

Gehen  wir  nun  zur  Ta  ugit  u  t  i  u)  eheue  im  Punkte  xyt  des 
puraboliHchen  Scheitül-Gono-Cuncua  (io8)  Ober,  so  erhalten  wir  al^ 
Gleichuug  derselben: 

oder: 

(113)  2,)c.  $  -  ^y<n  -y)  -f^t  -  a 
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Bmw  folgt  Ar  y  SS  0:  I  —  0}  d.  h.  der  paiabolifcfae  Scheitei. 
Cono-Cmwu  (106)  bocilirl  die  FZ-Ebene. 

Ferner  ergiebt  sieb  fttr  s    0  ans  der  Gldcfanng  (113); 

Die  Tangentialebene  in  ciiieni  Punkte  der  aingulären  Kante  geht 
demnach  dnreh  diese  Kaute.  Ks  p^iebt  aber,  wie  mau  Ineraus  er- 
sieht, iu  eiu^m  Punkte  der  singniäreu  Kante  nur  Bitte  Tangential- 
ebene an  den  paraboli-^chen  Scheitel-Cono-Cnneus  und  auch  hierdurch 
unterscheidet  sich  derselbe  von  den  ttbngea  betracbteten  Cono-Ca- 
neis. 


Diese  Tangentiilebeiieii  aind  die  unter  (III)  de«  vorigen  g  be- 
trachteten Ebenen.  Sie  schneiden  also  ans  dam  paraboliscbeä  fichei- 
tel-Cooo«(^nnens  die  siagnlftre  Kante  nnd  svei  enengende  Oeraden 
desselben  ans. 

Allgemein  erhält  man  für  die  Projectiou  der  Durcbschnittseurve 
der  Tangentialebene  mit  der  vorgelegten  Fläche  auf  die  KZ-Ebene, 
wenn  man  l  am  der  tiloichang  (113)  uad  der  Uleichuug  ij'^  =  2fK^ 
elimittirts 


(lU)  I 


Datana  g^t  her?or,  dass  die  Taagentialebeae  ans  dem  i»arabo- 
liacben  ScbeHel-Cono-Cnnens  im  lUgemeinen  die  dnrcb  ihren  Be- 
rlIhrtDgifpnnkt  gehende  Erzeugende  desselben  nnd  eine  gleichseitige 
Hjpethei  ansscfaneidet,  deren  Projection  anf  die  F^Ebene  die  Ei- 

ccutridtftt        z  hat.    Auch  die  Tangentialebenen  gehuren  daher 
ilen  üben  erwähnten  Ebenen,  welche  aus  dem  parabolischen  Scheitel- 
CoDO-Cuneus  Hyperbeln  ausschneiden. 

Zngleich  ist  ersichtlich,  dass  die  Tangentialebene  die  Fläche  im 
Allgemeinen  nicht  lAags  der  ganzen,  durch  ihren  Berührungspunkt 
gebenden  Erzeugenden  derselben  berührt  Eiue  Ausnahme  findet 
nnr  für  y«»0  Statt;  d.  h.  die  FZ-Ebene  berührt  den  parabolischen 
Seheitel-Cono-Cunens  (108)  l&ogs  der  ganaen  in  ihr  Uegeoden  £r- 
zengeaden  desselben. 

Schliesslich  erhalten  wir  für  das  Volumen  V  zwischen  den 
Ebenen  y  —  yo,  «  —  x«0  und  dem  zugehörigen  Teile  der  vor- 
gelegten Fliehe: 
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« 

(116)  ^"Tä*"**^^*^ 

d.  b.  Du  Yolniieii  mit  der  mgeMlriebaneft  fiegremag  kl 
dem  aeehstan  Teile  einee  rechtwinUigea  FenUepq^ednus  anl  dai 
Kanten  «vn  V 

Wir  iiabeo  beim  geraden  parabeUBchea  Cono-Cnneos  erhalUsn: 
Darant  folgt: 

d.  h.  in  Worten :  Die  Suimnc  der  Volumina,  welche  von  den  l^idea 
parabolischen  Couo-Cuneis  begrenzt  werden,  und  zu  den  Coordiuatcii 
^(\'>  Vih  ^0  gehören,  ist  gleich  der  Hälfte  des  röchtvriukligen  ParaUd- 
epipcdous  mit  doa  Kanten  x^,  j/^,  sq. 


VI.  Abschnitt. 

Die  Fnssptmktenflächen  der  betrachteten  Cono-Caaei 
fflr  den  Coordinatenanfang  als  PoL 

§  32. 

Wenn  man  von  einem  gegebenen  Punkte  die  Senkieditea 
die  Tangentialebenen  einer  gegebenen  Flftehe  ftllt,  so  bOdea  die 
Fnaaponkte  dieser  Senkrechten  eine  n^ne  Fliehe,  weldie  die  Fan- 
pnnktenflAche  der  gegebenen  Flftche  tta  den  gegebenen  Puakt  tb 
Pol  genannt  whrd.  Wir  wollen  nnn  in  dienern  Abaehnilla  die  Fte* 
panktenflichen  der  behandelten  Cono-Ganei  für  den  CoontiBateparfm 
als  Pol  einer  korsen  Betraohtnng  mrterwerfen. 

Was  zonAcbst  den  geraden  elliptischen  Couo-Cooeas  (17) 

betrifft,  so  hatten  wir  als  Gleichung  der  Tangentialebene  desselbes 
erhalten  [|  12.  Gl.  27]: 

Demoach  ergiebt  sich  für  dio  Gleichangen  der  Geraden,  welche  darch 
den  Coordinatenanfang  geht  nnd  auf  dieser  Tangentialebene  senk» 
recht  steht,  ivenn     f}«  £  die  lanfenden  Coordinaten  bedeatea: 
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Die  Coordiuaten  der  Fasspanktc  dieser  Senkrocbten  müssen  den 
Gleicbangcn  (116)  und  der  Gleichung  der  betreffendea  Tangential- 
ebene genflgea.  Demnacb  folgt  für  dieselben: 

 «V  


Durch  Elimination  von  r,  s  ans  diesen  drei  Gleichungen  mit  Hilfo 
der  Gleit hüng  (17)  jcsoltirt  die  Gleichang  der.  gesachten  Fosb- 
pooitteiüiäche: 

Dio  Fusapnnktenfläche  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17) 
fflr  den  CeordiiiatenaiifjAtig  ala  Pol  iat  demnach  eine  Flltolie  6ten 
Gnuies. 

Eän  ibnliches  Resultat  ergicbt  sich  l'ür  den  geteilten  geraden 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37): 

als  dessen  Fusspuukttiniläche  fttr  den  Ck>ordinatenanfaug  als  Pol  man 
erhalt; 

Die  bdden  QleichiingeB  (117)  nnd  (118)  gehen  lu*  {  —  0  Ober  in: 

(119)  i*+n*=^±^ 

IHumni  folgt  der  Satz:  Die  beiden  Fofspanktenflichen  (117)  nnd 
(118)  nnd  der  Cylinder  (119)  schneiden  sich  in  einer  nnd  derselben 
CJnnre,  und  zwar  in  einer  ebenen  Cnrve. 

DIeie  Mation  kann  man  nach  m  deiten:  Sind  der  'gerade 
elliptitdi«  nnd  der  gerade  geteilte  hjperbolitche  Cono^nnens,  welche 
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dieselbe  singnläre  Kante  haben,  so  beschaffen,  dass  eine  and  die- 
selbe Ebene  aas  dem  elliptischen  einen  Kreis,  ans  dem  hyperboli- 
schen eine  (gleichseitige  Hyperbel  ausechnoidet,  deren  halber  Para- 

metf^r  gleich  dem  Itidius  des  Kreises  des  dliptiscben  Cono-Cnneos 
ist,  so  schneiden  sich  die  beiden  zncrehörigen  Fasspunktenflächen  fftr 
den  Coordinatenanfang  nl?  Pol  in  einer  ebenen  Cnrve,  nnd  zwar  in 
zwei  Kreisen  in  der  A'l-Ebeno  mit  dem  Radius  \o ,  welche  sich  ira 
Coordinatenanfang  berühren  und  drreTi  Mittelpunkte  auf  der  sii^gtt- 
lären  Kante  der  beideo  zugehörigen  Cono-Couei  liegen: 

Ferner  ibt  die  Gleichaug  der  Tangentialebene  des  geradea  eio- 
fachen  k  hyperbolischen  Cono-Canens: 

««««     «»  ^• 

(^^—y^in  — y)  - +  a»>i  -  ü 

Demnach  erhält  man  als  Gleichnngen  der  vom  Coordinatcnan^ang 
auf  diese  Ebene  getUUten  Senkrechten: 

Für  die  Coordiuaten  des  Fusspnnktes  dieser  Senkrechten  resal- 
tirt  mithin: 


Elimiiiirt  man         »  ans  diesen  drei  CRdtihnngen  mit  Hilfe 
Gleiohnng  des  zogehOrigen  Cono-Cnnens,  so  erhilt  man  als  Gleiolinns 
der  betrelfonden  FasspanktenUftcbe  des  geraden  einfischen  liyperboli- 
scbfln  Cono-Cnnens: 

(120)     {]^+ff^^)t  ^^^l^'^t!^ 

Ancb  diese  FlAche  ist  wie  die  beiden  vorbeigshenden  veni  6M 
Grade. 
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UaCenncbeii  wir  aon  die  Dnrdischnittscitnren  der  drei  al»geld- 
teten  Fosspmilcteiiflftclieii  mit  Ebenen,  welche  durch  die  siagniilre 
Kento  dee  mgebOrigen  CoDO-Concns  gehen.  Zn  dem  Zwecke  setzen 
wir  in  den  beiden  Oleidinngen  (117)  nnd  (IIS) ; 

denn  diese  Gleichnng  iteUt  eine  Ebene  dar,  welche  dnrch  die  X- 
ixe,  also  dnrch  die  nngnlBre  Kante  des  gcSradon  elliptischen  Gono- 
Gnnens  (17)  nnd  dee  geraden  geteilten  hyperbolischen  Gono-Gonens 
(37)  geht  Dadurch  gehen  die  betreffenden  beiden  Gleichnngen  Aber 
in: 

(121)  ^+      /    ^  -  ±  irf  Vi  - 

Diese  beiden  Gleichangen 'stellen  im  AUgcineineu  je  zwd  Kllipscu 
dar,  welche  sieb  im  Coordinatenanfang  berühren,  nud  üureu  Mittel- 
punkte auf  der  A'-Axe  liegen.  In  der  Gleichung  (121)  ist  diese  Mög- 
lichkeit au  die  Bedin^^ung  geknüpft,  dass  <<  1  ist,  während  der 
Satz  für  die  andere  (ileichung  fOr  jeden  Wert  von  m  gilt 

Eäne  analoge  Besiehnng  eigiebt  sich  für  die  Fnsspnnktenflftche 
(120)  des  geraden  elnfiidiea  hypefbolischen  Gono-Gnnens.  Da  dieser 
Gono-Gnnens  die  F*Axe  znr  singoUren  Kante  hat»  so  stellt  die 
Gleichnng 

mal 

oiue  Ebene  dar,  welche  dnrch  diese  singulare  Kante  geht  Dafttr 
erhalt  man  aus  der  Gleichnng  (120): 

<i23)         ^a^^+f  ^t^^^j^  ai»  y««^i 

Diese  Gleichnng  stellt,  wenn      >  1  iat^  zwei  Ellipsen  dar, 

welche  sich  im  Coordinatcuaufaug  berühren,  und  deren  Mittelpunkte 
aof  der  K-Axo  liegen. 

Ans  diesen  ErOrtemngen  folgt  der  Sats: 

Jede  durch  die  singulare  i\ante  eines  geraden  ellipusciieu  oder 
hyperboliscbüD  Cono-Cune  us  gehende  Ebene  schneidet  im  AUgcmeineu 
aus  der  Fasspunktcnlldchi  des  betreffenden  Cono-Cuneus  für  den 
Coordinatenanfang  als  Pol  zwei  unter  sich  gleiche  Ellipsen  aus, 
welche  sich  im  Pol  der  Fläche  berühren. 


3()2  Pabst:  Oi«  Cono-Cuntü 


«33. 


Was  fenier  die  FuMpukkftenflftolie  de»  elliptiicheD  SclMiffll» 
CoDo-Cnoens  (76) 


fflr  den  Coordinatonaufang  als  Pol  botrillt,  so  hatten  wir  als  GM* 
chong  der  TtiigentialebeDe  im  Punkte  «ys  desselben  erhalten  [i  23. 
OL  81]: 

Die  Gleichungen  der  vom  CoonÜDateBanfang  auf  diese  Ebene 
gcfaliteQ  Soukrecbten  sind  denmacb: 

a 

X  3 

^         _  _____      e  ^  

* "      «  /      a  \  .  ah  f 


V 


Oinuis  folgen  ftr  die  Coordinaten  des  Fnsspnnktes  dieser  Ssiik- 
rechten  die  Gleichangen: 

(-:■)&• 


n 


(-•■)*+©' .•+[-U-;-j+Ä'.'-«r 

(£)'. 


t- 


[-"(-c')+^.<»'-»^]C:)> 
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Bvreh  Caiminatioii  tob  z  mit  Hillio  der  Gleichaug  (76)  folgt 
himni  die  Gldcbnng  der  getncliteB  FnaqniDkteiiflicbei 

(124)       {V  +  fi'  +   j-'  -  ^     |2  _  (et  +  aß2] 

Zimilchst  gebt  bieraoB  henror,  dass  die  Fusspanktenflftche  ebenso 
wie  die  im  Torigcu  §  botracbteCen  Tom  6ten  Grade  ist  Ferner  er* 
glebt  Bich  ans  der  Gteichnng  (124)  Ar: 

«i;+a{-0: 

0mii8  folgt  der  Satz:  Die  dnrcb  die  singnlftre  Kante  des  ellip- 

Hachen  8cbeitel*Gono^CvneQS  (76)  gebende  Ebene  ^-^-d^O  schneidet 

aus  der  zugehörigen  FnsapnnktenflJtohe  (124)  zwei  Ellipsen  ans,  welche 

sich  im  Coordinateoanfang  bertthren,  nnd  deren  Projectionen  auf  die 

hc  b 
^y-£bene  die  Halbaxeu  — ,  -r~t-  '  und  a  haben. 

Anf  analoge  Weise  crhilt  man  ftr  die  FnsspnnktenflAche  des 
einfachen  byperbo)ischeB  Scheitel-CSbno-Gnnens  (84): 


2 


»1 


für  den  Coordinatenaafang  als  Pol  die  Gleichung: 

(1 25)       ({'^  + 1,=^  4-  r¥  -        [(4  -  a|)2  -  W 

Fener  war  die  Tangentialebene  des  get^lten  byperiwllsdiea 
Seheitel-O>n0''Cttnen8  (84): 

Danas  folgen  die  Gleichungen  der  durch  den  (3oordinatenanfiMig 
gehenden,  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehenden  Geraden : 
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b 

 ^  , 

Mithin  genügen  die  Coordijiatea  des  Fasspunktes  dieser  Seokrecktoi 
deu  GleichaDgen: 

'"©■■■+(.-!?+E'---«+](;-i.)r 


_  _(ö'-fS(--:^(-*')] 


Hieraus  folgt  die  Gleichung  der  FasspuQktcuüäcbo  des  geteiltea  hy* 
pcrbolischen  Schcitel-Cono-CuDens  (90)  für  den  Coordinateiisallwg 
als  Pol: 

(126)    ({^-1-,^+p)«  -  ~,l{i^^bn)*-^b^n'l 

Aus  dieser  Gleicliuug  ergiebt  sich  iiir  i;  ->  0: 

d.  h.  in  Worten:  Die  FusspnDktenflftcbe  (126)  schneidet  die  Xl- 
Ebene  in  zwei  Kreisen  mit  den  Radien  }« y  2,  welche  sich  im  Coor- 
dinateiiaDfaiig  berftbren,  und  deren  MHielpmikte  ant'  der  JC-Axe  lieges» 

Dreht  man  die  Fütobe  (126)  nm  die  Z-Axe  um  |>  so  (fie 

positive  JT-Axe  in  die  negative  F-Axo  fällt,  dann  geht  dieGWcbm 
derselben  Uber  in: 

Berttcksichtigt  man  hierbei  die  Gieichnng  (134)  der  Fasspaoht«- 
flAche  des  elliptischen  ScheiteUCono-Conons  (76)  nnd  beachtet»  tet 
wenn  man  a^b  setzt,  die  beiden  Oleidnugeu  fflr  ^ 
gehen  in 
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80  resoltirt  der  Satz:  Sind  der  elliptische  und  der  geteilte  hyper- 
bolische Schcitel-Cono-Cunens ,  deren  singuläre  Kanten  auf  einander 
senkrecht  stehen  nud  in  einer  Ebene  liegen,  so  beschatten,  dass  die 
Ebene  in  der  Entfernung  e  von  den  singulü-rcu  Kauten  aus  dem  ellip- 
tischen den  Kreis  mit  dem  Radius  aus  dem  hyperb  hen  die 
gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  halben  Parameter  a  ausschneidet,  so 
besteht  die  Durchschnittscurve  der  Fusspuukteufläche  des  elliptischen 
Scheitel-ConQ-Cuaeus  fttr  den  Coordioateoaafang  als  Pol  mit  der  um 

2*  um  die  ^Aze  gedrehten  betreffenden  Fnsspanktenflftche  des  ge* 

teilt^ju  hyperbülischen  Scheitel-Cono-Cuneus  aus  zwei  Klliiiseu,  welche 
sich  im  Coordinateuanfang  berühren,  und  deren  Projcctionon  auf  die 

jrF*£bene  die  Halbazen  -  ,    -==  nnd  %  baben. 

Wir  wollen  nun  noch  ähnlich  wie  im  vorigen  §  die  Dnreh- 
sehnittecorven  der  drei  abgeleiteten  Fasspuuktenfläehen  mit  Ebenen, 
welche  dnrch  die  BingnI&re  Kaute  des  zugehörigen  Cono-Cuneus  geben, 
untersuchen.  Da  der  elliptische  und  der  einfache  byperboliache 
Scheitel-Cono-Cuneus  die  l-Axe  zar  singulären  Kante  haben,  so  ist 

ei=  mal 

eine  Ebene,  welche  durch  diese  siuguläro  KauLe  geht.  Setzen  wir 
liieHcn  Wert  von  ^  lu  die  Gleichungen  (124)  uud  (125)  ein,  so  gehen 
dieselben  Uber  in: 


(127)  ±6ij  Vl^  (w+l)» 

(128)  ?^+^  4*+ r  «  ±  hu  y (m  - 1)^  -1 

Diese  beiden  Gleichungen  stellen  im  Allgemeinen  je  zwei  Ellipsen 
dar,  welche  sich  im  Coordinntenanfang  berühren,  und  deren  Mittel- 
punkte auf  der  r-Axe  liegen.  Ein  ähnliches  Resultat  ergiebt  sich 
ibr  die  Fassponktenfliicho  (126)  dos  geteilten  h>'perboliBcben  Scheitel- 
Cono-Cuneus.  Dieser  Cono-Cuneus  bat  die  JT-Axe  zur  singalüreu 
Kante.  Folglich  stellt  die  Gleichung 

eine  Ebene  dar,  weiche  durch  diese  singoläre  Kante  geht.  Dadurch 
erliftit  man  aus  der  Gleichung  (126): 
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(129)  »j*  »  ±  öl 

Zngleirh  ist  hieraus  ersichtlich,  dass  aus  der  Fusspunktenfläcfee 
(126)  jode  durch  die  si!iy:ul8re  Kaute  des  zugehörigen  getcilUn  Ii}- 
perboiischen  Scheitel-Couo-CuQt'us  gehende  Ebene  zwei  EUipst  Q  ans- 
schneidet ,  während  bei  den  beiden  vorher^ebdiidfia  die  £t>eiiea  Bocb 
gewiaseu  Beschränkongeu  antervorfea  sind. 

IH6M  BewlUte  können  wir  in  den  Snti  mttnuiMnfiMen:  Jada 
dnreh  die  singnllre  Kante  eines  elliptischen  oder  eines  hjrpecMiKkni 
Scheilel-Cono-Cnnens  gehende  Ebene  sdineidet  im  AUgeoMines  lu 
der  Fnsspnnktenfliche  des  betreirenden  Gono-Cnnens  Ar  den  Cooi- 
natenaniang  als  Pol  zwei  sich  gleiche  Ellipsen  ans,  welche  lirJi  'm 
Pol  der  Fliehe  berOhren. 

§  d4. 

Um  schliesslich  die  betreffenden  Fusspuuktenti&eheu  der  beidea 
betrachteten  parabolischt  n  (  ono-Canei  zo  nntersuoIieiK  so  haben  wir 
im  §  29.  als  Gleichung  d  r  Tangentialebene  im  Fuui^te  ge- 
raden parabolischen  Couo-Caueus  erhalten: 

pzM  -  a:)  -  =  0 

Demnach  sind  die  Gleichungen  der  vom  CoonÜnatenanfing  aal  dieie 
Ebene  gefällten  Senkrechten: 

so  dass  man  für  den  Fuasponkt  dieser  Senkrechten  erhült: 


.Daraus  folgt  als  Gleichung  der  Fusspuuktenfläche  des  gnaden  |»ariA- 
boliscben  Cono-Cnnens  (99)  für  den  Coordinateaanfang  als  Pol: 

(180)  l'+V+t'-g!« 
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Diese  FuipittklNiMIrlit  «lemiiich  Tom  vicften  Grade,  wilirend 
di»  Mar  fiMneliteteti  vom  6ten  Gnule  smd. 


Ferner  ergiebt  sieb  aus  der  (xleicUuog  des  geraden  parabolischen 
Cono-Canons: 

«8  C8 


Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (130)  eiu,  so  gebt  die- 
selbe Uber  iu 

(181)        P+S»  +  £»~^ 

Daraus  folgt  der  Satz:  Der  gerade  paraliolisrhp  Cono-Cuueus 
(99),  dio  zugihürige  FusspunkteufllLcbe  (lUO)  uad  die  Kugel  (131) 
schneiden  sieb  iu  einer  und  derselben  Curve. 

Oder  m.  a.  W.  Die  Darcbschuittsciirvo  des  gi'raden  paraboli- 
sehen  Cono-Canens  (99)  mit  der  sagebflrigen  Fusspunkteafl&che  Ar 
den  Coordinatenanfaug  als  Pol  liegt  aaf  einer  Kngel  mit  dem  Coor 
dimiteiiaiiling  alt  Hittelponkt,  deren  Radius  die  Tierte  Proportionale 
n  ^  und  «  ist 

£in  &bulicbes  Resultat  erhält  man  für  den  parabolischen  Schei- 
td-CoBo  Cuneus  (106).  Die  Gleichung  der  Xangentaalobette  im  Punkte 
ays  deaaelben  ist  [$  31.  Gl.  113]. 

Die  Tom  Coordinatenanfiuig  auf  diese  £bene  gefiUlte  Senkrechte  hat 
demnach  die  Gleichungen: 

ff-     ^  5 

wodurch  mau  ftlr  den  Fusspnnkt  dieser  Senkrechten  erhalt: 

\yh*  


I 
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Darm  ftigt  ah  CHflidtaiig      geraohtri  FwapaaklMildift: 

(132)    a^+ii*+i;*)=^+^^—  -  0 

Das  ist  eine  Gleichuug  fünfteu  Grades. 

Dreht  man  iiaa  den  iiaraboliBchen  Scheitel-Cono-Caneos  (108j 
nm  die  ^-Axo  um     so  ist  die  Glelchoog  desselbea: 

i 

Daraus  folgt: 


Setzt  man  dioaen  Weit  ia  die  Qtoichoag  (m>  eis,  lo  gMämelkt 
fiber  in 

(133)  42^^+^  „2,1c 

d,  h.  in  Worten:  Der  am  «  um  die  J?-Axe  gedrehte  paraboUid» 
Scheitd-Cono-Cuneas  (108) ,  die  zu^^ebürige  Fusspunktenfliche  (ISS) 
und  die  Kogel  (133)  schneiden  sich  in  einer  und  derselhen  Canre. 

Oder:  Die  Dorehschnittscarro  des  ma  »  um  die  Z-Aze  ge- 
drohten parabolisehen  Scheltel-Cono-Caneos  (108)  mit  der  tagebft- 
rigen  Fnsspnnkteniläehe  (132)  liegt  anf  einer  Kngel  am  den  Omt- 
anfang  als  Mittolpankt«  deren  Badiis  die  mittlere  Proportionsie  ai 

2p  und  e  ist 


Seist  man  ferner 


c* 


so  folgt: 


Daraus  folgt  der  Satz :  Schneiden  sich  dip  beiden  paraliolischen  Cono 
(^uiiei,  deren  singulärc  Kanten  anf  eiiiauiiir  senkrecht  Stetten  un  :  in 
einer  Ebene  liegen,  in  einer  Parabel,  deren  Parameter  gleich  ihivu. 
Abstände  von  den  singiiläreu  Kanten  ist,  so  liegt  die  DurcUschDitts 
cnrve  des  geraden  parabolischen  Cono-Cnneus  mit  der  zugehörisjoo 
Fusspunktentiäche  und  die  Durcbschnittscurvo  der  Fuf^bjmiiktentiiicii^ 
des  parabolischen  Scheitel-Cono  Cuneus  mit  dem  um   t  um  die  Z  . 
Axo  gc'drebtcn  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuueus  aut  einer  «hhI  1 
derselben  Kugel  um  den  Coordinatenanfauk'  fils  Mittel puukt,  dere^  J 
Radius  gleich  dem  Parameter  der  Darcbscbmttsparabel  der  beiden^ 
Couo-Cunoi  ist 


I 
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ScUieflsUcli  wollen  wir  aoeli  die  DnrGhachnittMsnneii  der  beiden 
FossponkteDflidien  (190)  nnd  (132)  mit  £benen,  welche  durch  die 
lii^ire  Kante  des  betreffenden  Cono-Cnneue  gehen,  nntersnchen. 

Schneiden  wir  zn  dem  Ende  die  Fl&che  (130)  durch  die  Ebene: 

f  — 

welche  durch  die  A^Axe,  also  durch  die  singuläre  Kante  des  geraden 
paraboUscheu  ()ono-Cuneus  (99)  geht,  so  erh&It  man  für  die  Pro- 
tection der  betreffenden  Durchsohnittsenrve  aof  die  iCl%£bene: 

(134)  S»+(|t«+l)^«-^f 

Hionius  folgt,  dass  jede  durch  die  ginguläre  Kaute  des  geraden 
parabolischen  Cono-Cuueus  geheudo  Ebene  die  zugehörige Fusspunkten- 
fl&che  in  einer  Ellipse  sohneidot,  wok-be  durrh  den  j'ol  di  r  Fuss- 
puuktenflÄche  geht.  Hicriu  unterscheidit  sich  also  die  I'usspuiikten- 
tiache  des  geraden  parabolischen  Cono-Cunous  von  deu  bisher 
betrucliteten  und,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  auch  von  derjenigen 
des  parabolischen  Scheitei-Cono-Cuneus .  aus  denen  jode  durch  die 
singuläre  Kaute  des  betreffenden  Cono-Ciuieus  geho&de  llbcue  im 
Ailgemeiuen  je  zwei  KlUpseu  ausschocidet 

Um  dies  f&r  die  Fiftcbe  (133)  uacbsawä8e%  betrachten  wir  die 
DnrcbschDittscnrve  derselben  mit  der  Ebene: 

{ — 

da  die  I^Axe  singnlftre  Kante  des  parabolischen  Scheitel-Gono- Cnneos 
(108)  ist  Fflr  die  Projection  der  in  Rede  stehenden  Durchschnitts- 
corve  auf  die  ^y*Ebene  ergiebt  sich  alsdann: 

(135)  (l+^t,|t+,s  _  i  ,y2^ 
womit  die  obige  Beliauptuug  bewiesen  ist. 

Wir  haben  also  gefunden,  dass  die  Fusspnnktenfläcben  des  ge- 
raden elliptischen,  der  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Canei 
und  diejenigen  des  elliptischen  uuil  der  beiden  hyiierboliscben  Scbeitel- 
Cono-Cuuei  vom  6ten  Grade  sind,  wiibrend  die  Fusspunktenfläcbe 
des  geraden  parabolischou  Couo-Cuneus  eine  Fläche  vierten  Grades, 
diejenige  des  parabolischen  Scheitel-Cono-Caneus  eine  Flache  fOnfteu 
Grades  ist. 

Femer  stimmen  die  Fusapunktenflichen  des  geraden  eUlptischen 
Cono-CuneuB  und  der  geraden  IqnperboUschen  Cono^nnei  mit  demjeni- 
gen der  betrachteten  Scheitel-Gono-Chinei  darin  flbermn,  dass  Jede  dnreh 

▲rch.  4.  Math.  q.  I'hya.  ä.  Bcike,  Teil  iL  S4 
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die  singnläre  Kante  des  betreffenden  Cono-Guneas  gehende  Ebeoe  im 
Allgemeinen  ans  ihnen  je  zwei  Ellipsni  auBschueidet,  welche  sich  im 
Pol  der  Fläche  berühren.  Die  Durch&chnittscurvo  der  Fusspunkten- 
flache  des  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  mit  einer  durch  dio 
singtilflrc  Kante  dieses  Cono-Cnneiis  drehenden  Ebene  dagegen  besteht 
nur  aus  einer  Ellipse,  welche  durch  den  Pol  der  Fusspuukteuääche  gebt 


TU.  Abschnitt. 
Die  Meridiancarven  der  GoDO-Canei. 

§  35. 

Wir  schJiflssen  Uer  eine  Irarse  BebaBdlimg  einer  Art  m  Gim 
aaf  den  Gooo*Gttiiei8  an.  Auf  den  Botationsfiftchen  tmtanchodet 
man  Meridiane  nnd  Curven  gleicher  Polhöhe.  Diese  Termiodogie  bat 
Alfred  Eanoper  auf  krumme  Oberfittcben  flbcrtragen  und  diese  Cnneo 
folgendermassen  definirt  *).  Im  Punkte  ryz  einer  Fläche  bilde  die  No^ 
Bialo  den  Winkel  n  mit  der  ^-Axe,  durch  v  werde  der  Winkel  be- 
zeichnet, welchen  dio  Projcction  der  Kormale  auf  die  JCF*£beiie  mit 
der  Axe  der  x  cinschliesst.  Einem  bestimmten  Werte  von  u  ent- 
spricht auf  dcT  Fläche  eine  bestimnite  Curve,  für  welche  v  allein 
variabel  ist.  Dieselbe  heisst  auf  den  RotatioasflAchen  eine  Cune 
gleicher  Polhöhe.  Variirt  u  allein,  hat  also  v  einen  bestimmten 
Wert,  so  entspricht  deinselbcu  eine  Corvc,  welche  bei  den  Rotatioos- 
Hachen  den  Namen  Meridian  fahrt. 

Wir  wollen  in  Folgendem  die  Meridiancurveu  der  Cono-Cnud 
betrachten.  Wird  »  als  Function  von  x  und  p  angescheu,  dann  be- 
steht die  Gleichung 

^  =  tfi. 

Mittelst  der  Gleichung  (17)  des  geraden  eUiptischeu  Cono-Cuoeos 
ergiebt  sich; 

a*  —  x^ 

tg»«- 

(136)  a«— «»— a:jftgtr  =  0 


I)  cf.  Alfred  Enneper:  „Üeber  Fliehen  mit  betonderen  Heridiiuicemai" 
in  XXIX.  Bde.  der  Abhandlaiigen  der  KOnigl.  Oewliiehoflt  der  ^nenschef- 
ten  w  GOuUigen. 
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Diese  Gieichang  lässt  erkennen,  duM  die  Prujection  der  Meridiaii- 
Corvo  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  auf  die  ^} -Ebene 
eine  Hyperbel  mit  dem  Coordinateuaiifang  als  Mittelpunkt  ist,  deren 
eine  Axe  mit  der  Axe  der  r  den  Winkel  iv  bildet,  und  deren  Azen 

bezfiglich  gleich:  ^mT»^^^^^'  ""^  uiu  fp^^^^^ 

Zq  demselben  Resultate  gelangt  man  beim  geraden  geteilten 
hjrperfooHsehen  Cono-Cnnens  (37).  Man  erhftU  nämlleh: 

Daraus  fliesst  der  Satss;  die  Meridiancurven  des  geraden  ellipti- 
schen nnd  die  des  geraden  geteilten  hyperbolischen  Cono-Caneus  liegen 
aaf  denselben  hyperbolisolien  Qylinderflftchen. 

Biese  Meridiancurven  sind  Curven  doppelter  Krdmmung.  Denn 
wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müs'^te,  wie  in  der  Theorie  der  Curven 
nachgewiesen  wird,  wenn  man  x  als  unabhängige  Verftnderliche  an- 
nimmt: * 

ifiy  €lhj 


-  0 


sein.  Mau  erhält  aber  für  die  Meridiancnrvcn  dos  geraden  ellipti- 
schen CoDO-Caueus  (17)  als  Wert  dieser  Determinante; 


a5*(a* — «')t  tg*w 

mid  für  diejeuigou  dos  geraden  getoiitou  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37) 

«•(aß* — a")  i  tg*w' 

Setzt  man  den  Wert  von  a^— «^  aus  der  Gleichung  (136)  in  die 
Gleichung  (17),  so  ei^giebt  sich: 

(137)  cV  =  flw*tgt^ 

Die  Meridiancurven  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17) 
liegen  demnach  anch  auf  Flüchen,  welche  durch  die  Gleichung  (137) 
dargestellt  werden.  Es  sind  dies  parabolische  Scheitel-Cono-Cunei, 
deren  Leitlinien  den  Gleichungen: 

»«  =  <5y  ctg  V 

X  =  c 

24* 
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genügen,  wolche  ;a1so  die  AT-Kbeue  zur  Directorebeue  auddieirAxA 
zur  singol&reu  Ivaute  Uabeu« 

Eid  ähnliches  BflsnlUt  ergiebt  sieh  flBr  den  geraden  geteilla 
hyperbolischen  Cono-Gmieas  (37),  dessen  Meridiancnrren  asf  dM 
Flftchen: 

(138)  «^y  —  M^tgCs— Vi) 

liegen.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  parabolischen  Scheitel-Cooo- 
Cunci  der  eben  beschriebenen  Art  sowol  den  geraden  elUptischea 
CouG-Cuneus  (17)  als  auch  den  geraden  geteilten  hyperboUackt 
Oono-Canens  (37)  in  Meridiancurven  schneiden. 

Ferner  erhält  man  fQr  den  geraden  einfachen  hyperbolisch«! 

Couo-Cuneus  (67): 

— ^ 

Die  Meridiancurven  des  geraden  einfachen  hyperbolischen  Coao- 
Cnnens  (67)  liegen  mithin  ebenso  wie  diejenigen  des  gersden  eflip- 
tischen  und  des  geraden  geteilten  hyperbolischen  CoDO-Cnncva  aif 
hyperbolischen  Gylinderflttchen^  deren  Aze  die  Z-Axe  Ist  Die  S^nrsa 
dieser  Cylinderflächen  in  der  Jry-Ehene  sind  Hyperbeln  mit  dca 
Coordinatenanfnng  als  Mittelpunkt,  deren  eine  Axe  mit  der  Axe  der 
X  den  Winkel  \v  bildet  und  deren  Axen  hesüglieh 

l/  2sino  i/  äsinv 

*  w  nvTüT^    »"d   b  1/  ^  sind, 
r  l-f-sniv  r  1 — sinv 

Dnreh  Substitution  des  Wertes  von  y-^-i'  aus  (139)  in  (67) 
ergiebt  sich: 

(140)  4»«»«.-  «Vlg^l  + 

Durch  YertauBchung  von  r  mit  y  geht  die  Gleichung  Aber  hi: 

(141)  =  «««««tg  + 

Vergleichen  wir  die  Besnllate  (137),  (138)  und  (lü)»  so  lesritiit 

der  Satz: 

Dip  M«'ridiancurven  des  geraden  elliptischen,  des  geraden  ge- 
toilteu  und  des  geraden  eintachen  hyperbolisehen  Cono-Cuneus,  be 
die  siuguläro  Kaute  und  die  Directorebeue  gemeinsam  habea,  ufid 
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welche  so  beBchaffen  sind,  dass  eine  nnd  dieselbe  Ebene  ans  dem 
elliptischen  dnen  Kreis,  ans  den  beiden  hyperbolischen  je  eine 
gleichseitige  Hyperbel  mit  einem  Parameter  gleich  dem  doppelten 
Radius  des  Kreises  des  elliptischen  Cono-Cunens  ausschneidet,  Hegen 
anf  denselben  parabolischen  Scheitel«Cono-Cnneis. 


§  36. 

Um  mm  die  Meridiaiicarren  des  elliptischen  Seheitel-Cono-Cnoens 
(76)  an  nntersocfaen,  so  folgt  ans  der  Gleichnii^  (76): 


Mithin  erhalt  man: 
d»  6e  ,    d»  ftcgy 

SO  daaa  sich  erglebt: 

^^^^  ^  (b^b^-p^b^^ 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Cylinderfläche  6ten  Grades  darj  denn 
man  erhält  darans: 

a;*y»ctg*r  +  (**  — «  2««ctg«t;  (26«-^») 

WAhrend  daher  die  Projectionen  der  Meridiancurven  des  geraden 
elliptischen  Cono-Cnnens  (17)  auf  die  xr-Ebene  Hyperbeln,  d.  h. 
Gnrven  aweiten  Grades  sind,  liegen  die  Meridiancarvcn  dos  elliptischen 
Scheitel-Gono<<7aneiia  (76)  aitf  Clylinderflftchen  6ten  Grades. 

Setzt  man  für  die  irrationalen  Änsdrücke:  b-^-Vb^ — und 
y^i — y»  (iie  ans  der  Gleichnng  (142)  folgenden  rationalen,  so  geht 
die  Oleidniog  (143)  ttber  in 

(1^)  ^""^  b^cicx-az) 


£in  ahnliches  Besaltat  ergiebt  sich  für  den  einfachen  hyperbo- 
lischen Scheltel-Gono-Cnneos  (84): 


~W)' 


6»^ 


Mmi  erhill  aimliehi 
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xy 


tgr,  =  — 


(146)  ttt{n-^tu)^        -  / 

Die  Mcridiancurven  des  eiufachon  hyperbolischen  Schcitd-Coüo- 
Cuueus  (Öl)  liegen  denmach  ebenso  wie  diejenigen  des  elliptiscben 
Sehoitel-Cuno-Caneus  (7fi)  auf  Cyliaderflächen  6ten  Grades.  Ferner 
folgt  aus  der  Gleichung  (140): 

(146)  »i-r^i^l^j 

Aas  der  Vergleiehiiiig  tob  (144)  und  (146)  rettüturt  der  8itz: 
Die  Heridiftncnrven  des  elliptiscben  und  des  ein&cben  hyperbolischea 
Scheitel-Cone-CttiieiiSy  welche  dieselbe  singnläre  Kante  und  dieselbe 
Directorebene  heben,  Hegen  anf  denselben  FÜchen  dritten  Grades. 

Schliesslich  erhalt  mau  für  den  geteilten  iiyperboliscfaen  Scinite)- 
Ceno-Cnnens  ans  der  Gleichung  (108): 

acy 

t      —  -A.^. 

6(a  +  Va:«  — a«) 

Demnach  crgiebt  sich: 

also: 


oder: 
(14?) 


Die  Mcridiancnnren  des  elliptiscben  ttnd  der  beiden  hjpcrtioti- 
sehen  Schcitel-Cono-Gnnei  stimmen  also  darin  ftberein,  dass  sie  tif 
CTylinderflAchen  6ten  Cjiades  liegen. 

Ferner  folgt  aus  (147): 


(148)  »«6+'''))-?; 


■c(«y— As) 

Dreht  man  den  geteilten  hyperbolischen  Scheitel-C^oo-CaDcns 
(106)  nm  die  Z-Aze  nm  |*  so  dass  die  positive  JT-Aice  in  die  Mgi- 
tive  y*Axe  f^t,  so  haben  wir  nur  x  mit  y  zn  vertanschea,  alles 
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Uebrige  bleibt  niiTeräiidert.  FfUiren  wir  diese  Ycrtanschaiig  in  der 
Gleichvig  (148)  ang,  so  gelit  dieselbe  Aber  ia 

(14»)  ««(i+-')-ar.0i.> 

Aas  der  Vergleicbnng  von  (144),  (146)  nnd  (149)  resnltirt  der  Satz : 

Die  MeridiaurTirvpii  des  elliptischen,  des  oiu fachen  und  des  j^c- 
teilten  hyperbolisehcu  Sclieitcl-Cono-Cuneiis,  welche  dieselbe  singuliire 
Kante  und  dieselbe  Directorcbene  haben,  nnd  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  eine  und  dieselbe  Kheue  aus  dem  elliptischen  einen  Kreis, 
aus  den  beiden  hyperbolischen  je  eine  gloichseitige  llyiierbel  mit 
einem  Parameter  gleich  dem  doppelten  Radius  des  Kreises  des  ellip- 
Scheitel-Couo'Cuucus  ausschneidet,  liegen  auf  denselben  FUchen 
dritten  Grades. 

Es  ist  dies  eiite  ganz  fthnliehe  Beziehung,  wie  wir  sie  am  Ende 
des  vorigen  f  iBr  die  drei  entsprechenden  geraden  dono-Cnn^  ab- 
geleitet haben. 


$  37. 

Verfolgen  wir  uuu  dieselbe  Untersuchung  fÄr  die  beiden  para- 
holis(!hcu  Couo-Cunci.  Aus  der  Gleichuug  (99)  des  geraden  para- 
bolischen Cono-Cuuous  geht  hervor: 

also: 

ds  cy     ^    dz  c 

3«  "*  ~  2y^pr» '    ^  ~ 
Mitbhi  erbttlt  man: 

2a; 

tg«  =  -- 

(150)  2ii;  +  i/tgo«.0 

Die  Mcridiancurveu  des  geraden  parabolischen  Cono-Cuueus  (90) 
liegen  demnach  in  Ebohcu,  welche  dui*ch  die  Z-Axe  gehen.  Es  sind 
mithin  zum  Unterschiede  von  den  bisher  betrachteten  ebene  Curven, 
ond  zwar  Parabeln,  welche  der  Gleichung  genUgen: 

i>yi+4ctg-ü 

Ein  fthnlicbes  Resultat  ergiebt  sieb  ffir  den  parabolischen 
Scbeitel-Cono-Caneiis  (106): 
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£b  folgt  nAadidi  hieraas: 

S« 

tgü  =— y 

d.  i.  aber  dfe  Gldcbang  (150).  UithiB  retoltirt  der  Sali:  Die  danb 
die  Z-Axe  gehenden  Ebenen  schneiden  sowd  den  gerade»  psivbo- 
UsdieD  Cono-Cäneos  (99)  alt  auch  den  paraboliselMi  Scfaeitel-Coae- 
ConenB  (106)  In  Meridlaneuren. 

iUe  Meridlaacnnren  des  paiaboKiehen  Scheitel-(}ono-Oaiie«i  (106) 
sind  aber,  wie  sich  ans  den  Erörterungen  des  $  90.  Gl.  (112)  sti^obt, 
sam  ünterscbiede  von  denen  des  geraden  parabolischen  Cono-Caneos 
(99)  gleichseitige  Hyperbeln;  sie  liegen  also  anf  hypeiboUsebea  Qs» 
Uaderflachen,  und  hierin  stimmen  sie  mit  den  Meridiancnnren  dss 
geraden  elliptisohen  nnd  der  beiden  geraden  bjnperiiolischen  Cone- 
Cnnei  flberein. 

2Seheii  wir  schliessliGh  allgemeüi  die  doreh  die  Oleiefanag  (4): 

cif  —  «/(«) 

dargestellten  Flftchen  in  Betracht,  so  ergiebt  sich  für  dieselben; 

also: 

y/'(«)tgt;-i-/(a;)-0 

Die  Projectioucn  der  Mcridiancnrvcn  der  durch  die  Gleicboog 
(4)  dargestellton  Flächen  auf  die  AT-P^bono  sind  demnach  im  All- 
gemeinon  Cui  ven  mten  Grades,  wenu  den  Grad  von  /  (j  )  bedeutet, 
vorausgesetzt  dass / {x)  eine  ganze  rationale  Functiuu  v  uu  x  bezeichoet 

Dieser  Satz  gilt  auch,  wenn  die  Leitlinie  der  Fläche  der  Glsi» 
chnng:  y*"  "/(x)  genttgt,  so  dass  der  Grad  der  anf  die  JTF-Ebeie 
projicirteii  Merldiaiicarveii  der  FMehe  (4)  von  «  nnabh&ngig  ist 

Denn  es  ergiebt  sich  Ar  diesen  Fall: 

if/'(«)tge+fi/(«)-0 
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TIIL  Abfelmltt. 

VerallgemeiDerungen  der  Cono-Qnnei. 

§  38. 

Zum  Schlass  wollen  wir  an  bisher  gofandeno  Resultate  einige 
Bemerkangeii  aokaftpfen,  iodem  wir  die  betrachteten  Flächen  etwas 
Yerallganeineni. 

Wir  ändern  zon&chst  die  Bedingang,  dass  die  singulare  Kauto 
einer  Axo  dos  LeitkegelschnittR  parallel  ist,  dahin  ab,  dass  eine  Axe 
des  Leitkcgelschnitts  mit  der  singalären^  Kante  den  Winkel  a  bildet, 
während  diese  Kante  der  Ebene  des  Leitkegelschnitts  parallel  ist  und 
dnrch  die  im  Mittelpunkte  desselben  auf  seiner  Ebene  senkrecht 
stehende  Gerade  geht 

Sind  die  Gleichnngen  des  Leitk^elschnitfts : 

dann  crgiebt  sich  als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche,  wenn  die  £bcue 
der      die  Directorebene  ist: 

Daraus  folgt,  dass  jede  zur  JTy-Ebenc  parallele  Ebene  die  Fläche 
(152)  in  einem  Kegelschnitte  schneidet,  und  zwar  da  das  charakteri- 
stische Binom  desselben  gleich  (ii'^  —  A.C)c'''z^  ist,  in  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  Leitkegeischuitt  eine  Ellipse  oder 
eine  Hyperbel  ist 

Um  diesen  Kegelschnitt  nAher  sa  nntersnchen,  betrachten  wir  die 
•UgemeiDe  Hittolpnnktsglfliehiuig  eines  solchen: 

Wenden  wir  hiennf  die  Ooordinatentmnsformation  ant 

X  »'cosiK+y'sina 
y  —  —  fl/sina+y'^S'i 

so  gebt  diese  Gloichung  über  in 

wobei: 

A'=  -4co8*a^2i^sinacosa+C8in*a 
s  i  ^  sin  2a + cos  2«  —  I C  sin  2« 
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22^ 

iJ'=0  liefert  die  UcUiuguiig:  tg2o  =  c-^' 


2y(C'— 


Diese  Besaitate  aaf  die  Gleichung  (152)  angewandt,  Udert; 

I  M?*- 4ä»c«i« 

(153)      ^  ^'-4(^-^+^>+.,,c.-^T+'l^^^ 


Daraus  geht  hervor,  dass  die  Fläche  (152)  dadurch  entstaaden 
gedacht  wurden  kauu,  dass  sich  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  mit 
variablen  Axen  parallel  mit  sich  selbst  bewegt,  während  ihr  Mittel- 
punkt eine  auf  der  Ebene  des  Kegelschnitts  senkrechte  Gerade  be- 
schreibt und  ihre  Axen  sich  um  den  Mittelpunkt  drehen.  Diese  Art 
von  Flächen  unterscheidet  sich  dadurch  von  den  Cono-Cuneis,  dass 
hier  beide  Axen  des  beweglichen  Kegelschnitts  variabel  sind,  während 
bei  jenen  nur  eine  Axe  sich  ändert  Sie  haben  das  mit  den  ellipti- 
schen Cono-Cuneis  gemein,  dass  auch  hierbei  unter  den  ausgeschnit- 
tenen Ellipsen  ein  Kreis  vorkommt,  und  zwar  erhält  man  denselben  fir 

(154)  »  =  ±  1  {B+iW+AJC) 

Wenn  der  Leitkegelschnitt  hierbei  eine  Parabel  ist,  so  ist,  weil 
der  Mittelpunkt  derselben  im  Unendlichen  liegt,  die  singolire  Kante 
der  Parabelaxc  paraUel,  ihre  Projeetion  anf  die  Parabelebene  bfincfat 
aber  nicht  mit  der  ParabelaiLO  zosammenzufallen,  sondern  kann  ?on 
ihr  nm  irgend  eine  Strecke  d  entfernt  sein. 

Um  dioseu  Fall  zu  uutersacheu ,  nehmen  wir  aU  Gieicbaages 
der  Loitparabel: 

f  »  — c, 

wodurch  wir  als  Gleichungen  der  betreffenden  Fliehe  eihaltsn: 
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Diese  Gleichung  lässt  orkcnucii,  dass  jede  zur  A'l-Eljene  pnrrillplc 
Ebene  die  betrctVeudo  Fläche  iu  einer  Parftbel  schueidet,  deren  Para- 
meter proportioual  dem  Quadrate  der  Entfernnng  der  schneidenden 
Ebene  von  der  siuguhiren  Kaute  wächst  Die  Axen  dieser  aus- 
geschnitt^'uen  Parabeln  sind  der  >ini:;ulurt  u  Kaute  iiaralle!  und  ent- 
fernen sich  \oii  der  A^-^-Ebeue  proportiunal  dem  Abstaude  der 
schneidenden  Ebene  von  der  A^V-Ebona.  Dieae  Fläche  ist  also  ein 
schiefer  parabolischer  Cono-Cuneas. 


§  39. 

Eine  andere  Verallgcmeinemng  ist  die,  dass  die  Ebene  des  Leit- 
kegelsdinitts  nicht  der  singulären  Kante  parallel  ist,  sondern  mit  ihr 
den  Winkel  a  bildet  Wir  wollen  hierbei  zunächst  den  ipeciellen 
Fall  mitersachenf  wo 

2  (a-^x)tga 

dio  Gleicbnngen  der  Leitiinie  sind.  Bio  Gleichang  der  betreffenden 
Fläche  ist  demnach: 

(158)  (a + a:)^  tg2  a  =  (r*  -  x«) 

Betrachten  wir  die  Barchachnittscnnre  dieser  Fläche  vierten 
Grades  mit  einer  Ebene  senkrecht  anf  der  XZ-£bene,  welche  mit 
der  ^«Axe  den  Winkel  if  bildet  und  yon  derselben  das  Stttck  e  ab- 
abschneidot,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Coordinatentransformation 
anwendet: 

y    iBSsfc'cOS«!'  — s'siOilf» 

(159)  {  y-y 

(    a  —  ctg  ij^+a!'8in^+«'cOB1|l 

and  «'»Ü  setzt,  als  Gleichung  der  definirten  Darchschnittscnrve: 

f/(a-{-x'co6  t^)-tg*«  -  (r^■-x'^cos*^)(c4-x'cosl^;)^tg*V> 
FOr  c     a  geht  diese  Gleichnng  Uber  in 

!a-j-x'co8ip  «=  0 
y'»tg««  -  (r«— »'•C08**)tg»* 

Daraus  folgt:  Alle  Ebenen  - nkrecht  auf  der  AT;?- Ebene,  welche 
durch  die  in  der  -Xy-Ebcue  liegende  Gerade  x  «  —  a  gehen,  schnei- 
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den  die  Fläche  (158)  in  Ellipsen,  deren  Mittclpankte  uf  der  Z-ku 
liegen,  und  deren  Azen  bezflgüch  in  die  £benen  der  »  nid  der  |i 
fallen. 

Zugleich  ist  ersichtlich:  Wenn  a  r  ist,  so  besteht  die  be- 
trachtete Dorchächuittscarve  nur  aas  der  beschriebenen  l:lilipse} 

dagegen  a  ^  r,  so  erhält  man  ansaer  dieser  ElUpse  noch  doe  Ocnde. 

Unter  den  anssjesrhuittciirn  Kllipsen  findet  sich  oin  Kreis,  und 
zwar  für  sin  a.  Ein  üreis  kann  (iemnadi  nur  aas  der  Fläche 

(158)  ausgeschnitten  werden,  wenn  «    4  ist 

Hätten  wir  als  (jleiebongen  des  Leitkegelachnitte  allgeneia  la* 
genommen: 

(161) 


I 


Ms=(a  +  u-)  tg« 

80  hätten  wir  als  Oleichnng  der  Fläche  erhalten: 


( 


(162)  \ 

Für  die  Dnrchschnittscurvc  der  oben  dciiuirtca  Ebene  mit  dieser 
Fläche  crgiebt  sich  für  c  =  a: 


1 


(163) 

Der  antgeechttittene  Kogelschnitt  ist  also  eine  Ellipse,  ParaW 
oder  Hyperbel,  je  nachdem: 

iJi*—A,  e)tg*  « ,  sin«  ^  =  0 

> 

ist,  d.  h.  jo  nachdem  die  Leitlinie  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel 
ist  Das  charakteristische  Binom  verschwindet  allerdings  auch  für 
riß  =  0.  In  diesem  Falle  crgiebt  sich  aber  die  singoläre  Kante  als 
Dnrchschnittscarve.  Man  kann  demnach  die  betrachteten  Fliehet 
so  entstanden  denken,  dass  sich  ein  variabler  Kegelschnitt  am  eine 
in  seiner  Ebene  liegende  Gerade  dreht,  während  die  Punkte  seiner 
Peripherie  gerade  Linien  beschreiben,  welche  einer  dareh  die  Drehoni^ 
axe  gehenden  Ebene  parallel  sind  und  durch  eine  anf  dieser  Directo^ 
ebene  senkrecht  stehende  Gerade  gehen,  welche  die  Drehmtgsaxe 
schneidet 
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Die  Cono-Cunei  gehen  dadurch  hteraiiB  hervor,  duB  die  DrehnngB^ 
txe  ine  Unendliche  rQckt 

Ans  der  Oleichnng  (158)  ergeben  sich  folgende  zwei  flpecielle 
Fille. 

Für  a  »  0  gebt  dieselbe  Uber  in 

(164)  m^yHg'a      (r^  — a-^^j^^ 
Für  a  =  r  ergiebt  sich  aus  (158): 

(165)  '  y«(r-f»)tg*a  =  (r-«)a« 

Diese  letztere  Gleichung  stellt  eine  Fläche  dritten  Grades  dar, 
welcbc  die  Eigenschaft  bat,  wie  sich  leicht  nachweisen  liisst,  dassdie 
Tangentialebene  ans  ihr  im  Allgemeinen  die  durch  ihren  BerUhrungs- 
pnakt  gehende  Eneogende  der  Flache  nnd  eine  Ellipse  aasschneidet 

§  40. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  eine  dritte  Voraussetzung,  welelie 
wir  bei  der  Definition  der  Oono-Cunei  gemacht  haben ,  fallen  lasseu. 
Wir  haben  dort  nämlich  angenommen ,  dass  die  singuläre  Kante  auf 
der  Directorebene  senkrecht  steht,  oder,  was  dasselbe  bedeutet ,  dass 
die  cr?:eugeuden  Geraden  die  singuläre  Kante  rechtwinklig  schneiden. 
Betrarhten  wir  nun  den  allgemeineren  Fall,  dass  die  Piojücüoueu  der 
Erzeugenden  auf  die  A'Z-Ebeue  mit  der  siugulären  Kaute  den  Wiukel 
ß  bUdeu.! 

Diese  Erzeugenden  müssen  demnach  den  Gleichungen  genttgen, 
wenn  wir  die  siuguläre  Kante  wieder  znr  IT-Axe  eines  rechtwinidigen 
CkMndinatensystems  nehmen: 

^^^^  ! 

\    ^  ^  ''+  -Ctg/J 

Hat  der  Leitkegelschnitt  allgemein  die  Gieichnngen: 
(167) 


so  erhält  man  als  Gleichung  der  betreffeudcn  Fluche,  weuu  man 
1— tga.ctgjl  —  m;  l^sa.ctg/S  «  » 

setzt: 

.q>^-\-z{a-]-  or).  qp^  +     +      ■  <)Pa  =  ^ 
(p,       A[iia-\-x  —  z  ctg  i^f  —  2  bny  [{\-\-n)a-^2x  — z  ctg  ß\ 

(168)  {      4'C'MV+2^[no+«~«Ctg/}]  —  2£m.«iy+'^  '»^ 

9^  —  cy.tg^« 
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Wir  wollen  nmi  nachweisen,  daas  anch  diese  Flftcben  daicb 
Drehung  eines  veränderlichen  Kegelschnitts  entstehen  köDDen.  Zs 
dem  Zwecke  betrachten  wir  die  Dnrchschnittsciirve  der  FUiche  (168) 
mit  einer  auf  der  XZ-Ebeno  senkrecht  stehenden  Ehene,  welche  mit 
der  JT-Axe  den  Winkel  ^  bildet  and  YOn  derselben  das  Stack  c  ib- 
schneidet.  Mit  Hflife  der  Transformationsgleichangett  (159)  des  vori* 
gon  §  ergieht  sich  als  Gleichnng  der  definirten  Dnrchschmttscnm: 

Wird  c  =  Of  so  gebt  diese  Gleichung  über  in 

ia-f-as'cos^  —  0 
Vi',  tg^  ^ + <)P,'.  t«  1/1 + <)p,'  -  0 

Ans  den  Gleichungen  (168)  geht  hervor,  doss  qn/,  q>i\  tp^'  Fnn^ 
tionen  zweiten  Grades  in  ar',  y  sind.  Hithin  resnltirt  der  Satz: 

Diejcnigon  aaf  der  X^Ebcno  senkrechten  Ebenen,  welche  durch 
die  in  der  XF-Ebeno  liegende  Gerade  a;  =  —  a  geben,  schneidfla 
ans  der  FlAcbe  (168)  im  Allgemeinen  Kegelschnitte  ans. 

Das  charakteristische  Biuoiu  der  Glciciiuiii;$  der  Kegclschaltte  ist: 

(B»—  il .  C7)(clg  ^  —  ctg/J)*.  sin«^  .tg*  tg««. 

Das  Vorzeichen  di>  'Iben  hSngt  mithin  von  dem  Vorzeichen  von 
D^  —  A.C  ab,  d.  h.  der  ausgcsclmittene  Kejfelschnitt  ist  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel,  je  naclidcin  der  Leitkegelschuitt  der  Flick 
(108)  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist 

Allerdings  verschwindet  das  chaiakteristiscbe  Binom  aad  üir 
^  =s  0  and  f&r  ^  ß.  Im  ersteren  Falle  erhftlt  man  aber  ah 
Dorchflchnittscorve  die  singnlflre  Kante,  im  zweiten  eine  enenteade 
Gerado  der  FUlche  oder  kein  geometrisches  Gebilde. 

Damit  ist  die  oben  aasgesprocheue  Behaaptong  bewiesen. 
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xvn. 

Das  Sehnen-Tangentenviereck. 

Von 

Herrn  Dr.  |.  Schimaelier. 


In  der  «^tsebrift  fOr  mathdinatisclieii  and  natnnrissenftehaft- 
licben  Unterricht^,  herausgegeben  von  J.  G.  T.  Hoffmann,  ist  im  8. 
Jahrgang  pag.  502.  Aufgabe  Nnmmer  48.  von  H<m  Gebeimrat  Dr. 
ScblOmilcb  die  nacbfolgeude  Anfi^abe  gestellt: 

„Die  Vierecke,  welche  einem  Kreise  eingeschrieben  und  zugleich 
„finom  andern  Kreise  umgeschrieben  sind ,  bieten  mancherlei  Auf- 
,^abcn  dar,  von  denen  bisher  nnr  wenige  (z.  B.  die  Ermittelung  des 
„Abstandes  der  beiden  Kreiscentren)  Beaehtnng  gefunden  haben. 
„Als  Beisjjiel  eiiioFi  hierher  geliöreuden  Problems  sei  folgendes  er- 
„wähnt :  Aus  drei  gegeboaeu  Eckpunkten  C  eines  solchen  Vier- 
^ecks  den  vierten  Eckpunkt  D  zu  suchen.'' 

„Tierecke  der  genannten  Art  sind  durch  drei  gegebene  Stücke 
^bestimmt;  die  Bearbeitnog  der  einzelnen  Falle  gftbe  eine  kleine 
„Theorie,  die  sieb  vielleicht  rein  geometrisch  behandeln  lassen  wird.** 

Ich  habe  mich  au  die  üuterBUchuugcn  dieser  besonderen  Art  von 
Vierecken  gemacht,  bin  jedoch  nicht  dem  Kate  des  sehr  geehrten 
Herrn  Anf^'fibenstellers,  die  sämtlichen  einzelnen  Fälle,  durch  die  ein 
Schnentangentenviercck  bestimmt  sein  kann,  zu  behandeln,  gefolgt, 
sondern  snrhte  nur  die  Eigenschaften  dieser  speciellen  Gattung  von 
Vierecken  hcraaszutinden ,  durch  welche  ich  leichter  in  den  Stand 
gesetzt  zu  sein  glaubte,  die  eiuzolucn  Falle  eleganter  lösen  zu  können. 
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Die  Vermutung  SchlÖmilch's,  dass  die  Bearbeituug  derselben  sich 
viellciebt  rdn  geometriscli  behandela  lassen  wird,  habe  ich  bestiUigt 
gefouden. 

Die  in  denselben  Zeitacbriften  Aber  cb»  bioentHsche  Yiereck  an- 
gestellten ÜntersnchuDgen  des^Hem  R.  0.  GMisentins  nns  Carlsnbe 
nnd  jene  des  Herrn  Dr.  Ebeler  sos  Zflüdian  liabe  ieb  ntcbt  gekaaiit 
nnd  wnrde  erst,  nachdem  meine  Arbeit  schon  xiemlich  voigesduitten 
war,  von  Herrn  Bector  Dlelscli  anf  dieselben  anfmerksam  gemacht 
Wo  die  Besnltate,  nameDtlicb  des  ersten  Hern,  mit  den  meiaig»» 
die  gleichen  sind,  wird  der  verschiedenartige  Weg,  «nf  welehem  wir 
gleichen  Scblassen  kamen,  die  obige  Bebaoptnog  bestätigen. 

Indern  icl»  die  interessauteu  Schlussfoi^'('niiiL:en  des  Herrn  Cod- 
soutius  vollkoiiinn  II  anerkeuue,  kann  icli  mir  nitht  das  Urteil  ver- 
sagen, dass  geniiiniter  Herr  auf  sciuom  Wege  nictit  die  Keichhaltigkeit 
der  Eigenschaften  erschöpft  hätte,  wie  sie  nur  bei  directer  Unter- 
suchuuf?  des  Sehnen-Tangcntenvierecks  möglich  ist;  denn  die  -u-h 
ergebenden  Scülussfolgerungen  sind  in  der  Tat  so  vielseitig,  dass  ich 
nicht  leugne,  inancli«^  iu  dieser  Abhaudlung  unerwähnt  gelassen  20 
haben,  die  vou  Interesse  sind,  weil  ich  sie  im  Gaage  memer  Betrach- 
tung für  selbstverstäadüch  gehalten  habe. 

Die  Sebold  an  der  geringeren  Zahl  der  Aofisaben,  die  von  Herr« 
Consentins  in  dieser  Zeitschrift  gestellt  sind,  trftgt  wohl  die  allge- 
meinere also  anch  desto  schwierigere  Behandlung. 

Meinen  Betrachtungen  legte  ich  die  Kenntuiss  der  zwei  Fonda* 
meiitalsätze  des  Sehnen-  uod  Tangontenvierecks  zo  Grande: 

1)  In  jedem  Sehnenviereck  ist  die  Snmme  der  gcgcaOberliegea- 
den  Winkel  -  IW. 

2)  In  jedem  Tangentenviereck  sind  die  Sammen  der  gegellAbe^ 
liegenden  Seiten  einander  gleich. 

Zum  Beweise  meiner  Lehrsätze  werde  ich  mich  des  rechnerischen 
nnd  des  rein  geometrischen  Verfahrens  bedienen  und  demgeaUUs 
diese  Arbeit  iu  zwei  Teile  zu  teilen  haben,  vuu  denen  der  eine  das 
geometrische,  der  andere  das  rcchacrischo  Resüme  enthält  Hauche 
Lehrsätze  werden  sich  in  beiden  Teilen  bestätigt  finden. 

Es  sei  das  Sehnen-Tangentenviereck  Jf,  C,  D  gsfoben  dsrdk 
den  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  «-  p  und  zwei  einer  Seite 
anliegende  Winkel  (A  nnd  Ü).  Verbinden  wir  den  Mittelpunkt  des- 
selben  (ÜO  mit  den  vier  Ecken  yi,  C,  Z>,  nnd  fiUlen  wir  ansser* 
dem  noch  von  M  ans  die  Lote  anf  die  Selten  (üoi,        iU^,  Md^\t 
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80  erhalteu  wir  die  1  S( huonvierecke  MAa^tl^,  MBa^h^^  MCb<^^e^y 
MDcid^.  Fassen  wir  uuu  zwei,  welche  gegenüberliegeude  Ecken 
eathalteii,  ins  Ange,  etwa  die  Vierecke 


M  lat 

folgUeb 

lölgUch 
folglicli 


Wkl.  Z>+</jJfc,  —  ÄÄ 

Wkl.  B±D  —  2A 

Wkl.  a^Mk^+ä^Me^  =-  2H 

Mbi  —  D 
ti^A£c^  B, 


Hienuig  ergiebt  sich  folgende  Coostractioii  des  Sebnen-TAngonteii- 
$m  f  Qod  zwei  WinkelD. 


Ualbire  den  Winkel  A  nud  lasse  dessen  Schenkel  den  Kreis  vom 
Badins  p  berühren.  Hierauf  ziehe  .i/j «,  und  Md^  und  trage  i\n  MJ^ 
den  Winkel  B  an.  Die  Schenkel  dieses  Winkels  schneiden  uut  dini 
Kreise  um  M  den  Berührungspunkt  aus.  An  iUtj  trage  wieder 
den  Winkel  A  an,  vuu  wckbem  der  Schenkel  3/A,  den  vierten  Be- 
rührungspunkt auf  dem  hLreise  um  M  ausschneidet. 

Die  Punkte  «h,  c^,  4i  ^i^^^  BerQbmngspimkte  der  Seiten 
des  gesuchten  Vierecks  und  die  TaDgenten  in  ihnen  an  den  Knie 
um  M  achneiden  ticli  in  den  Ecken  vi,  B^  C,  1>,  dio  «iedernni  nnf 
einem  Kreise  liegen. 

Aus  der  nachgewiesenen  Eigenschaft  des  Sehnen-Tuugeuten- 
vierecks  toigem  sich  noch  mehrere  andere  Constmctioneu ,  die  wir 
übergehen,  weil  es  uns  nur  um  die  Wirklichkeit  eines  solchen  Vier- 
ecks vorerst  zu  tun  ist 

In  jedem  SebneB-Tangentonviereck  eigffnsen  steh  die  BOgen  des 
eliigesehriebenen  Kreises,  die  mischen  gegengberliq^enden  Winkdn 
dM  Vierecks  ÄBCD  liegen,  in  einem  Halbkreise. 

Da  WkL  <h  Mb^+d^  Mc^  «  lau«  betrftgt,  mlUsea  auch  die  Bögen 

nnd  analog  ^  ^ 

betragen. 

AMh.  i.  XMh.  m.  Fli|i.  %  Batk«,  Tttt  n.  9ft 
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Die  VerbinduigsliBleii  der  Berlihniogspankte  a,,  b^,  c^,  d^Wsikm 
ein  iMieg  SehneiiTiereck,  welches  niebt  zagleich  TangenteaTiereck 
ist,  und  dessen  Diagonalen  auf  einander  senkrecht  stdien.  Daas  «i, 
*h      Sehnenviereck,  ist  sofort  ans  der  Figur  eiasosehea. 

Ist  f  der  Badios  des  Krdses  nm  Jlf,  dann  erhalten  wir: 

^      n  A 

a^b^  =  2(fC0h  2  öi*^  cos 

B  A 
eg(ii  SS  24p  sin  ^i«!  «  3^  sin  2^ 

folglieh  ^ 

flji^  +      =  2f  (co»  ^  +  sin  ^ .   ojdj  +  b^c^  =.  2tf  ^cos  ^  +  sin  ^ j 

Die  flmnaen  der  gegenttberliegendeii  Seiten  sind  sondt  aar 
gleich,  wenn  WU.  A  »>  ü,  was  hier  hei  Betmcfalnng  des  allgemeiaes 
Falles  nicht  vonnsgesetat  ist. 

Femer  ist 

WkL  «2^010,  -  MAA^  ->  iB 
WkL         —  -  W^iB 

folglich 

d  h  Jio  Diaguuaien  des  BerUlinmgsehnenviercckB  stehen  auf  ein- 
ander senkrecht» 


Hierans  folgt  weiter:  Beschraiht  man  iher  den  Seilen  des  Be» 
rühmngsehnenvierecks  eines  Sehnea-TaogontenTierecks  Kreise,  is 
schneiden  sich  dieielben  In  dem  Dnrehschnittspnnkte  der  Disgonslea 
des  Sehnen-Tangentenvierecks.  Die  Diagonalen  des  erstem  nrieges 
die  Winkel  in  ihre  Bestandteile. 

Ancb  die  Umkebrang  dieses  Satses  ist  riciitig: 

£nrichtet  man  in  einem  Kreise  von  beliebigem  Badns  swei  nf 
ehiander  senkrecht  stehende  Sehnen,  so  sdmekten  dieselben  aaf  dsis 
Kreiae  4  Punkte  ans,  welche  die  Berfibmogspookto  der  Selten  ciam 
Sebnen-Tangentettvieröoks  sind,  von  welebem  der  Schnit^innkt  Aar 
Sehnen  sngleieh  DurcbsehnittspoDlrt  der  Diagonaton  ist 

Seien  Oj^,  und  b,*!^  diese  Sehnen,  und  verbinden  wir  a,,  i,,  c,, 
*/i  mit  dem  Kreismittelpuukte  3f,  ronsfruireu  wir  fenur  tüp  Tio- 
genten  in  donseiht  n  Pankteu,  so  schneiden  sich  letztere  in  den  Kckea 
des  fraglichen  Vierecks  A^      C,  i>. 
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Nao  iit 


folgUeh 


folglich 


Nack  der  Coustructiuu  ist  aber 


nnd 


somit 


Die  Pole  der  Diagonalen  a^c^  und  sind  offenbar  die  Schnitt- 
paukte  d«r  gegenaberUegeodeii  Selten  des  Sebnen-Tangentenvierocks. 
lAssen  wir  daher  diese  beiden  auf  eioMider  settkrecht  stehenden 
Sehnen  sich  tun  denselben  Punkt  drehen,  lo  bewegen  eich  ihre  Pole 
Mf  je  einer  Oenden  fort,  den  Polaren  des  Punktes  x.  Diese  Ge- 
raden müssen  aber  notwendig  sosammenftUlen.  Sie  ist  die  dritte 
Diagonale  des  Vierecks  AßCD, 

Diese  Gerade  bleibt  nun  iniunT  dieselbe  für  alle  Sebüeii-Tau- 
gentcn vi e recke ,  so  lauge  wir  deu  i'uukt  x  uud  deu  Kieiä  um  M 
festhalteu. 

Es  mttssea  daher  die  Verhindnngslinien  der  SehnitlfMiiikte  sweier 
gegenfiberliegender  Seiten  irgend  eines  Sehnen -Tangentenvierecki 
allo  mit  der  Polaren  TOn  »  zusammenfSsIleo. 

Indem  wir  uuu  die  beiden  auf  einander  senkrctla  stehenden 
Sehnen  a^c^  uud  ^»1«/,  in  immer  audere  Lagen  übergehen  lassen ,  er- 
halten wir  lauter  neue  Sehnen-TangoutLüvierecke,  welche  sämtlich  die 
äussere  Diagonale,  die  Polare  des  Punktes  r,  gemeinschaftlich  haben. 
Eine  besondere  Lage  irgend  eines  Sehneupaares  wird  auch  jene  sein, 
wenn  eine  dieser  Sehnen  ein  Durchmesser  des  iü*eises  am  M  wird. 

Conitnifaren  wir  in  den  Schnitt]ninkten  dieees  DnrcfanMSsen  mit 
dem  Krelie  M  die  Taagentea,  so  irarden  dieselben  zu  einander  nnd 
mithin  ancb  zn  der  insseren  Diagonale  parallel.  Da  idwr  dieser 
dnreh  «  gezogene  Bmrdimesser  auf  den  Tangenten  senkrecht  steht,  so 
ist  damit  aach  die  Lage  dieser  ftnsseren  Diagonale  fixirt  Wir  er- 
halten daher  den  merkwOrdigen  Satz: 

„In  jedem  Sehiieu-Tangeutenvioreck  steht  die  Diagonale,  die 
^man  durch  Yerbiodang  der  Schnittpunkte  der  verlängerten  Vier- 
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„eckseiteD  erhftlt,  anf  jenem  Dorchmeoer  des  dem  YieredL  dabe- 
„ichriebenen  Kreises  seakrodit«;  welcher  durch  den  I>iagoiiiMiaitt- 
„punkt  g^t** 

Das  Schnen-TaDgentenviereck  selbst,  darch  welches  wir  auf  obigSB 
Satz  gelangten»  ist  aber  ein  AatiftaiaUelogramm. 

Eiidge  EigenschafteD  desselben  hat  Herr  Dr.  Ebrler  im  der  Hsf* 
mann*BGhen  Zeitschrift»  Jahrgang  Y.,  pag.  432.  bereits  veriMbotHiht, 
auf  die  ich  hier  nur  verweisen  will,  ohne  die  betreffenden  Sfttse  noch 
einmal  sn  reeapitnlirea. 

Ein  weiteres  besonderes  Sebnen-Tangentenviereck  erhalten  wir 
durch  Annahme  jenes  Falles,  wonach  eine  seiner  Diagonalen  dnrch 
den  Mittelpunkt  des  ihm  nmschriebenen  Kreises  geht 

In  einem  solchen  Tieredc  mtlssen  swei  Winkel  Je  90*  beirsgni 
und  die  DwchmesserdiagonAlA  die  anderen  Diagonalen  bafidreu-,  folg 
lieh  sind  aneh  Je  zwei  in  demselben  Endpunkte  der  Durehmeswr- 
diagonale  susammenstossende  Seiten  einander  gleidi.  IKe  Gonstrae- 
tion  dieses  Vierecks  ist  demnach  die  folgende: 

Wir  construiren  eiu  circulares  Sehuenpaar  im  Punkte  r  in  der 
Weise,  dass  die  linie  Mx  den  Winkel  dieses  Sehueapaares  iiaihirL 

Wir  haben  bisher  den  Mittelpunkt  des  Irgend  einem  Sehnsa- 
Tangentenvieredie  einbeschriebenen  KreiseB,  sowie  .den  Schnittpunkt 
{x)  der  Diagonalen  fixirt  und  eilidiren,  dass  Jedes  durch  0  gebende 
drcnlare  Sehni*iipaar  Anlass  su  einem  bicentrisehen  Vierecke  gibt 

Wir  treteji  uuu  der  Frage  uach  dem  Orte  der  Mittelpunkte  der 
alleu  Sebnen-Taugcntriiviereckeu  umschriebenen  Kreise  nahe,  wenn 
sie  dciisrlbeu  Sciiuittpimiit  der  Diagonalen  besitzen  und  demselben 
Kreise  uiiischriebäu  sind.  Wir  beantworten  dieselbe  durch  den  fol* 
genden  Lehntats: 

Alle  bicentrisehen  Vierecke,  welche  demselben  Krdae  usdie- 
schrieben  sind  und  den  Diagonalschnittpnnkt  gemeinschaftlich  haben, 
sind  anch  einem  und  demselben  Kreise  einbeschrieben. 

Beweis. 

Unter  alleu  möglichen  Vierecken,  welche  den  gestellten  Bedin- 
gowgeu  gL'iiügeu,  nehmen  wir  eines,  etwa  das  Viereck  ABCD  heraus. 
Dasselbe  sei  dem  Kreise  A/j  ein-  und  dem  Kreise  M  ambeschri^ien 
und  liabe  zum  Schnittpunkte  der  Diagonalen  den  Punkt  x.  Con- 
struiren wir  die  Polare  des  Punktes  x  in  Bezug  auf  den  Kreis  J^i 
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•o  folgt  sofort,  dass  sie  mit  jener  des  Punktes  e  In  Bezug  auf  den 
Kreis  M  rasammenfftUt 

Dem  unendlich  fernen  Pnnkt  derselben  entspricht  aber  im  Kreis 
If]  ein  Dorchmesser,  der  durch  x  geht,  im  Kreise  M  ein  Barch- 
messer, der  ebenfalls  durch  x  geht.  Beide  müssen  aber  zusammen- 
halten, und  es  liegen  demnach  die  Punkte  «,  M  und  in  einer 
Geraden. 

Dem  Punkte  entspricht  als  Polare  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade,  welche  aach  sogleich  Polare  des  Punktes  Jd  in  Beang  anf  den 
Kraia  M  ist. 

Mögen  wir  daher  statt  des  biceutrischen  Vierecks  irgend  ein  an- 
deres nehmen,  wpIlIhs  ebenfalls  dam  Kroise  Jfj  ilmbeschrieben  ist, 
und  dessen  Diagooalen  sicli  im  Punkte  x  schneiden,  so  wird  dasselbe 
immer  dem  Kreise  ii/  oinbeschrieben  sein.  Wir  gelangen  daher  zu 
dem  Lehrsätze: 

Alle  Se1inea*Ta]igenliettvieredce,  welche  demselben  Kreise  nm- 
gesdirieben  sind  und  den  Diagonaischnit^nnkt  gemeinsam  haben, 
find  anch  ein  nnd  demssiben  Krdse  eingescbriebeit.  Der  Diagonal» 
«dmittpnnkt  liegt  anf  der  Centrale  der  beiden  Kreise. 

Sind  umgekehrt  zwei  Kreise  so  gegeben,  dasg  der  eine  ganz 
innerhalb  des  andern  gelegen  ist,  so  ist  es  im  allgemeinen  iiiclit 
möglich,  ein  Viereck  zu  coustruiren,  welches  dem  einen  Kreise  um- 
gesclirieben,  and  dem  andern  Kreise  eingeäciurieben  ist 

Wenn  aber  ein  solches  Vieren  eiiatirt,  dann  glebt  es  unendlich 
viele.  Diener  Sata  wnrde  schon  von  Jakobi  für  Kegelschnitte  be- 
niesen. Hierans  folgt  weiter  der  Satz: 

Alle  Sehnenvierecke .  welche  demselben  Kreise  eingeschricbea 
sind,  und  in  welchen  die  Bcrtlhrnngssehuen .  die  alle  durch  einen 
Punkt  gehen,  auf  einander  senkrecht  stehen,  sind  zugleich  einem 
nnd  demsdhen  Kreise  nmschrieben. 

Veränderung  der  Lage  des  Punktes  x. 

Für  weitere  Untersndmngen  nnseres  bicentrisdien  Vierecks  kann 
uns  die  Verftndemng  der  Lage  des  Punktes  «  dienen. 

Denken  wir  uns  den  Kreis  M  fast  und  den  Punkt  x  in  der 
ganzen  Kroisebene  hemmwandorn,  so  erhalten  wir  für  jede  Lage  eine 
nnendliche  Anzahl  von  Sehnen-Tangentenvierecke,  die  immer  dem- 
selben Kreise  nmschrieben  sind,  nnd  von  denen  eines  die  Eigenschaft 
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bat,  das8  seine  Berfihraiigsseluieii  zu  jenen  eines  gegebenen  puaUel 
sind. 

Sei  %  ein  miter  Diagooalschnittpnnkt,  dmeii  wddieB  wir  du 
sn  «e,  M  paraUele  Seliiiaip«ar  o,«,,  h^di  Mun, 

Nnn  ist  der  Pol  von  b^ff^  rkr  Schnitt  der  Tangenten  A^D^  und 
der  Pol  von  ac  der  Schnitt  der  Tangenten  AB  und  CD.  Da 
aber  ac  ']  ^;,f/j.  muss  die  Polaro  des  Schnittpanktes  von  Ä,ei|  nnd  ae 
in  Bezug  auf  den  Kreis  M  notwendig  ein  Durchmesser  sein,  der 

1)  durch  den  Sciiidtt  tob  A^d^  und  JB^c^  osd  AB  md  CD 
geht  und 

2)  zn  den  Sehnen       and  bä  paraUoL  ist 

Mögen  wir  mui  das  eine  Sehoenpaar,  wohin  wir  aoeh  woOss 
▼erschiebeB,  so  Meibt  dieser  DurdiineMer  immer  derselbe. 

Ans  demadbeB  Onmde  iat  die  Polare  des  Schnittpmilles  dsr 
Sefaneii  hd  und  a^ci  ebeo£rils  ein  D 

notwendig  auf  dem  zaersi  erhaltenen  seolcrecht  steht  Wir  gelang» 
daher  sn  dem  folgenden  8atM: 

Alle  SebDen-Tangentenvicrecke,  dercnhomologo  BerOhrsehnen  pa- 
rallel sind,  und  welche  demselben  Kreise  umscbriebeu  sind,  habes 
die  Eigenschaft,  dassihre  gegeaaberiiegenden  Seiten  sich  aaf  zwei  n 
einander  senkreohten  DorchnNsaera  des  ICreiaea,  dea  sie  geBsia^ 
schaftlich  berühren,  schneiden. 

Nun  schneidet  das  Sehnenpaar  und  b^d^  das  zweite  Sehnen- 
paar  nr  und  bd  in  4  im  ETidlichen  und  2  im  Unendlichen  gelegenes 
Punkten,  von  denen  jeder  Aulass  zur  Bildung  eines  Sehnen -Tan grn- 
tenviereckes  girbt  Die  4  im  Endlich eu  gelegenen  DiagODabi  bnitt- 
punktc  liefern  Sehnenvicrecke ,  von  denen  je  zwei  den  Schnittpunkt 
gegentlber  Hegender  Seiten  gemeiuschaltlich  haben.  Es  ist  der  ge- 
meinschaftliche Schnittpunkt  der  Pol  jener  Seite,  in  deren  End- 
punkten die  Seiten  des  Vierecks  d^u  Kreis  Af  bertxhren. 

}Lilt(  11  wir  das  eine  Sehnenpaar  fest,  und  verschieben  gleichzeitig 
eine  Sehne  parallel,  so  erhalten  wir  lauter  Schneu-Tangeutenner- 
ecke,  von  welchen  ein  Paar  Gegenseiten  sich  im  Pok-  der  festes 
Sehne  schneiden,  während  der  Schnittpunkt  der  beiden  andern  Gegen- 
seiten auf  einem  znr  festen  Sehne  senkrechten  Durchmesser  der 
Kreise  M  fortrückt 

Hierani  folgt,  dasa  die  Sdudtto  von 
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BC), 
(DC,  AM 


(BC^  CD) 

{A^B^,  A  B ) 


{A^Du  A,B^) 

(CD^  A  D) 

(AB,  D^C,) 


etc.  wiedemiD  inf  eiim  Kreite  liciges. 

Mittelst  dieser  Bettaehtimg  können  wir  aftffltitolie  blcentriselieii 
Tierocke  in  Classen  teilen. 

Wir  ziehen  in  einem  Kreise  M  eine  beliebige  Sehne  und  er^ 
liebten  in  Jedem  ihrer  Punkte  eine  sn  ihr  eenkrecbte  Sehne. 

Aul  bekannte  Weise  können  wir  dann  ein  Sehnen-Tangenten- 
Tiereck  constroiren.  Jedes  so  erhaltene  Tangentenviereck  hat  die 
Eigenschaft,  dass  swel  seiner  Seiten  sich  im  Pele  der  feiten  Sehne 
schneiden ,  während  der  Schnittpunkt  der  beiden  übrigen  Seiten  anf 
einem  znr  feeten  Sehne  senkrechten  Dnrehmeeaer  fortrOckt 

An  diese  Untennchnngen  reihen  wir  einige  ConstrnctionsMif- 
gabens 

Von  einem  Sehnen-Tangentenviereck  ist  gegeben 

1)  der  Diagonalschnittpnnkt,  die  durch  ihn  gehende  Bernhcsehne 
and  der  ihm  eingeschriebene  Kreis. 

2)  der  Schnittpunkt  zweier  gegenüberliegender  Seiten,  der  Bo* 
rübrungspunkt  auf  einer  derselben  und  der  Diagonalschuittpunkt  x. 

3)  die  Schnittpunkte  zweier  gogenftberliegender  Seiten  und  der 
fiertthipnakt  nn£  einer  Seite. 

4)  3  Bcrulirpuxikte. 


Rein  Euklidische  Unter^ncbnngen  aber  dns 
Sehnen -Tangenten  vier  eck. 

Jedes  Sebnen-Tangentenvieredc  ttefert  ein  Berttbmngs-Sehnen- 
iriereck,  das  der  Hälfte  des  Rechtecks  seiner  Diagonalen  ist 

Ziehen  wir  die  Diagonalen  «jC,  und  b^rl^ ,  so  gehen  di^lbeu 
durch  X  and  stehen  in  «  auf  einander  senlurecht. 

Nun  ist 

8)  Of^.d^  ^2JaiWli 
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3)  CiWi  M^m  %Jeg9di 

4)  efy      ^  idb^Ki 

Pnrch  Aii<iliüoü  von  1)  osd  2)  erhält  nuui: 

n  „        „  3  tmd  4  „ 

II.    CjX.bid^  —  2(^Cjjr<i|4"  2Jb^Cld^ 

Oder 

d.  h.  dts  Prodnct  der  Berfllirflflluiflii  «Im  8e1iiMB*TuigwCmiBreeki 
ist  gleich  dem  doppelten  Inhalt  dee  BerllbiingipnnkteaviereGlii. 

£b  folgt  ferner  sofort: 

Tobiadet  am  den  IGttelpankt  des  tiam  SehDcn-TaogentcH- 
Vierecke  eingeschriebenen  Kreises  mit  den  Berihiponkten,  so  erhilt 
mnn4  Sehnenviereeke,  von  denen  je  zwei  gcgonfberliegende  eiasnder 
Ibnlioh  sind. 

Ans  dieser  Aeimlidikeit  folgt: 

■ 

Diese  Ähnlichen  SdmenTierecke  haben  demaadi  noch  ^  ii«ilers 
Eigenschtftf  dass  das  Rechteck  ans  nicht  homologen  Seiten  de« 
Qnadnte  des  Itadins  gleich  ist;  leniar  sM  sie  amdr  Mnen-lVagei- 
tenvierecke;  daher  der  Sats;  — 

In  jedem  Sehncn-Tangentenvierecke  liefOTn  die  Verbindnugrsliuien 
des  eingescbricbcucQ  Kreismittelpunktes  mit  den  Berühninpipunkteo 
4  Sehocn-TaDgentenvierecke ,  von  (ieneü  je  zwei  «.'cpenübc  rliegende 
fthnlich  sind,  und  aus  denen  das  ganze  Sehnen-TaDgentenviereck  sich 
zasammcaseUt 

In  jedem  Sehnen-Tangenlsnviereck  berthrt  der  ei^gencbvMens 
Kreis  zwei  gegenttbertietende  Seilen  deiart,  dasa  dsa  RsehM  4m 
an  der  nlmUchen  Diagonale  liegenden  dnmh  den  Kreis  anf  gqgea- 
ttberliegenden  Seiten  gemachten  Abschnitte  dem  Qnadnrte  'ta  Br 
dins  inhaltagleich  ist 

Ans 
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folgt 

d.  b.  Die  AbscliniUc,  welche  der  oiüem  Sehnen- TangentOüTierccke 
eingeschriebene  Kreis  auf  gegenüberliegenden  Seiten  macht,  stehen 
in  Proportion. 

Geben  wir  aof  das  BertthrangraaluieiiviQreGk  zmüdc«  ao  finden 
wir  mk  «ine  Eigenidiaft,  die  apiter  verwertet  weiden  kann. 

£•  ist  im  Dreieck  d^a^x  der  Winkel 

Wkl.  d^oi«  SS  ^ 


Oaker  der  Sats: 


In  dem  Berohrnngiiebnenviereck,  das  wir  anch  Polarenviereck 
dea  Sehnen-Tangentenvieroc'ks  beiasen  könnten,  sind  dessen  Diago- 
nalen und  die  Yerbindaugslinie  einer  £eke  mit  dem  Kreismittel- 
pnnkte,  welche  in  derselben  Ecke  zusammenstossen ,  gegen  die  Be- 
rtthrsehnc,  mit  welchen  sie  einen  Pnnkt  gemeinschaftlich  haben,  gleich 
geneigt  Oder:  Die  Winkel halbircnde  des  von  einer  Diagonale  und 
einem  Radius,  welche  sich  in  derselben  Ecke  treffen,  gebildeten 
Winkels,  halbirt  auch  den  Winkel  dea  Polarenvierecka  an  dieser 
£cko. 

Hieraus  folgt  die  Aebnüchkeit  der  Dreleeke 

t^Mp  and  oi^i« 

Ga  verkAit  sieb  daker 

V  ST' 

d.  b.  der  Diagonaldarchschnitt  x  teilt  die  Bcrührschnc  gegenüber- 
liegender Bertihrpunkto  des  Sehuen-Tangenteuvicrecks  in  Abschnitte, 
von  denen  jeder  die  4  Proportionale  zn  dem  Dnrchmcssor  des  ein- 
geschriebotien  Kreisea  und  den  beiden  ihm  anliegenden  Borflbr- 
leiuneu  ist 

Haa  kftnnte  nun  vemmteo,  dasa  die  Winkelhalbirenden  des  Po- 
larenvierecka dck  In  einem  Pnnkte  von  MX  tritfen. 
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Wttrde  dies  z.  B.  von  den  Winkelhalbireadeii  bei  «i  idmI  ^  d« 
Fall  sein ,  so  boatfiulai  die  Proportioiien,  weon  r  SdmHtpwikt  aif 
AfJTist 

(  :  «1«  —  Mr :  rX 

analog 

Q  :  brX  =  Mr  :  rX 

d,  h. 
d*  b. 

Dies  wttrde  vortnsBetxeii ,  dass  das  Dreieck  a^x^  ein  glciciisciiad[> 
Hges  wftro,  was  aber  nicbt  der  Fall  ist,  da 

Wkl.  «H*,  ~  I 

und 

Wkl.  ffftjo,  -  90<»-  |. 

Ans  der  Gleicbbeit  beider  Winkel  folgt 

Wkl.  A  -  90«. 
Daher  erhalten  wir  hieraus  den  neuen  Salz: 


In  jedem  Sehnon-Tangentenviereck,  in  weidicra  eine  Diagonalf» 
eifi  Durclinicsscr  des  ihm  uiuschriebeuen  Kreises  ist  ,  bikien  die  Be 
!-lilirungspuukte  ein  Söhnonviorcck,  welches  zugleich  Taugenfenviorcck 
ist,  und  für  welches  der  Mittelpunkt  des  ihm  eingeschriebenen  Krtises 
mit  dem  Halliirunpspuokte  der  Strecke  MX  zusammeufalii  (lia-s  aocli 
die  üallimiiiL'slinien  der  Winkel  hei  f/,  und  c,  sich  in  deoueUiei 
Punkte  treffen  müssen,  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise). 

Ganz  analog  folgt,  dass  «Ii«  —  e^c  ist  anter  der  Yonuusebnf 

Wkl.  A^dQfi. 

Hieraus  folgt  aber  zogleich,  dass  die  Dreiecke  c/jTCj  and  a^xb^  gleich- 
schenklig  rechtwinklige  sein  müssen,  und  die  Winkclhalbirend^  tos 
<hn  ^     einem  Punkte  von  MX  sich  schneiden  ^  denn  es  iit 


oder 


oder 


xr  :  r  m 

cTj :  tjm 

xr  irm 
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d.  h.  der  ?uukt  r  aud     mttssen  zusammenfaUcii. 

B.  Ii.  Die  BeiUhmngssehnea  eines  Sebiieii-TangeiiTiereGks,  wel- 
ches einen  rechten  Winhel  entfdUt,  bihlen  selbit  wieder  ein  Sebnen- 
Tangentenvlereck. 

Wir  weuden  ans  nan  zu  einer  andern  Figur,  die  wir  aus  dem 
gcgcbeueu  Sebueu-TaQgentenvicreck  erhalten,  wenn  wir  dessen  Ausseu- 
wiukcl  halbiren.  Dieselbe  ist  von  ganz  besonderem  Interesse  für 
unser  gegebenes  Viereck,  weil  wir  durch  dasselbe  vielfache  Eigen- 
schaften wieder  tinden  werden,  die  sich  nicht  auf  dem  gewöhnlichen 
Wege  80  einfach  ergeben. 

Die  Halbimigallnlen  der  Annenwinkel  des  gegebenen  Vierecki 
bilden  seihet  wieder  ein  Sehnenviere^  dessen  Selten  za  den  Seiten 
des  Polarvierecks  parallel  sind. 

Biese  Eigcnsciiaii  ergiebt  sich  sofort  ans  d^r  Constmction. 

Wir  beseicbnen  die  Ecken  des  nenen  Sebnenvierecks  mit  o^^^e^ 

Von  Herrn  Consentius  wurde  bereits  nachgewiesen,  dass  dieses 
Viereck  und  alle  analog  erhaltenen  dem  Polar\  ionn-ke  ahnlich  sind. 
Von  einer  Kecapitulatiou  dos  Beweises,  der  sich  sofort  ergiebt,  sehe 
ich  hier  ab. 

Ba  nan  die  Seiten  des  Yierecks  eataprecbend  parallel  sind  nnd 
die  Viereche  ^  ^t'^^  selbsl  ftbnlich  sind,  mflssen  die 

y erbindnngilinien  analoger  Ecken  beider  Tierecke  durch  einen  Punkt, 
den  Aehnlicbkeitspnnlft,  lanfen. 

Ferner  koinien  alle  Eigenschaften  des  ciueu  auf  das  andere 
direct  übertragen  werden. 

Vom  Vierecke  ajb^e^  gilt : 

1}  Bie  Diagonalen  stehen  anf  einander  senkrecht 

2)  Alle  Kreise,  welche  die  Seiten  zu  Durchmessern  haben,  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte,  dem  Diagonalschnittpankto. 

Es  lässt  sich  nan  einfach  nachweisen ,  dass  der  Biagoualschnitt- 
punkt  dieses  Vierecks  und  der  Mittelpunkt  des  dem  Vierecke  ABCD 
eingeschriebenen  Kreises  ein  nnd  derselbe  ist;  denn  sieben  wir  (i^M 
und  C|3/,  80  folgt,  dass 

ein  Rechter  ist  (nach  dem  Torbergebenden  Lehrsätze),  weil 


Digitized  by  Google 


886 


MdfCf  —  2 

and 

mithin 

WM.  d.Mc^  =  90». 

Es  müssen  also  dio  Linien  a^M  and  e^M  notwendig  znaamme«- 
fallen,  weil  ja  daraas  aioh.  «adi  etptk^  daas 

Dieier  LehruiU  iis8t  mtii  einig»  Mkr  ialeresMate  FelgMMggi 

2tt: 

1)  Die  IMagonaleii  des  Yiereeka  a^^ßfy  ItalbiM  deoDiagoMhi 
des  Vierecks  <i|^cs|<lt. 

Es  ist  a^c^  II  «ifi  •,  b^fl^  geht  aber  durch  M  nnd  steht  auf 
mithin  auch  aaf  a^c^  senkrecbti  es  mass  daher  ojCj  darch  hal- 
birt  werden. 

♦ 

2)  Die  Diagonalen  schneiden  den  Krefls  in  den  -Eckpuktsn 
eines  Quadrates,  von  dessen  Besiehnngen  za  den  Obrigen  Polanehnen- 
vierecken  später  die  Bede  smn  wird. 

Den  Untersuchungen  der  Vierecke  hinsichtlich  ihres  Ächnlich 
keitspunl(tes  geben  ebenfalls  za  einigen  interessanten  Sätzen  AnlasL 

Denken  wir  nns  den  Pankt  j:,  —  O  sqU  der  AehnHdikeitsynikt 
künftig  heissen,  —  dem  Polarviereck  angehörig,  so  ent- 

spricht ihm  im  Vierecke  a^bfC^df  der  Pankt  3/,  and  diesem  ab  dsm 
Viereck  a^b^c^iii  augehörig  entspricht  In  «t^t«^  <ior  Mitldponkt 
jenes  Kreises,  der  darch  die  4  Ecken  a^i  ^ti  ^  Denelhe 
sei  Äff. 

Die  Pnnkte  M^^  O  massen  demzafolgo  auf  einer  Gerades 
liegen ,  auf  der  noch  alle  jene  Punkte  gelegen  sind,  welche  diessn 
Punkten  in  jenen  Vierecken  entsprechen,  welche  man  erhftit,  wesn 
man  von  o^Vk«^  ^  derseUiea  Weise  Vierecke  oonsinntt,  wie  disesi 
ans  a|(iC|<^  hervorgegangen  ist 

Die  Gerade  M^MXO  halbirt  die  Verbindungsstrecke  der  Mittel- 
punkte der  Diagonalen  a^c^  und  //^rf^,  Ojc,  und  b^<i^ ;  denu  die  Mittel 
]>iinktc  von  a,^i\  und  b^d^^  die  l'uukte       und  M,  bilden  ein  Recht- 
eck, vüu  welchem  MM^  die  Diagonale  ist. 

Der  Kreis,  welcher  dem  Viereck  MBCD  umschrieben  ist,  sehMidet 
die  Seiten  des  Vierecks  %Vkd^  snsset  in  den  Panktift     ByC,  B 
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Mcfa  iB  4  ndm  Pnaktoa,  die  sowol  hiiidchfllch  ihrer  Lage  in  Be- 
ng  aufeinander  wie  andi  in  Beng  auf  die  Seiten  des  Viercks  a^b^^d^ 
TOn  ganz  besonderem  Interesae  sind. 

In       treffen  sich  die  Seiten  welche  vom  Kreis 

um  AüCD  in  den  Paoktea  Q  nnd  T  gescimitten  werden  mögen. 

Es  ist  YennAge  der  constanten  Potenz 

oder 

Da  die  tieiden  Dreiecite  Aa^  nnd  Ttt^Q  den  WiDi[ei  l>ei  a, 
Msserdeni  aodi  geneinscliaftlich  haben,  so  folgt»  dass  dieselben  ein- 
nadflw  iHmlM»  sind. 

£8  ist  (iemnach 

Auf  dieselbe  Weise  Iftsst  ^  die  Aebniichkeit  der  Breiecke 
h^C  nnd  a^QH  nachweisen,  weshalb  die  andero  Gleichnng 

bestohl.  Barch  Addition  resoUirt 
^  h» 

WklTM^W. 

Da  nun  Wkl.  Ma^^  ^  ^  ist,  so  folgt  weiter,  dass  die  Sehne 

Ui  aut  der  Biagonale  a^c,  seukrecbt  steht.  Wir  erhalten  somit  den 
Lehrsatz: 

,3idbirt  man  die  Anssenwinkei  dnes  Sehnen-Tangentenvierecks, 
„so  bilden  die  HalbinrogsMnien  ein  neues  SehneuTieteck,  dessen 
„Seiten  von  dem  dem  Yiereck  ABCD  umschriebenen  Kreise  in  4 
yJPankten  getroffen  werden ,  die  die  Eoken  eines  Bechleoks  Ulden. 
,J>ie  Seiten  dieses  BechteclES  sind  den  Bertthfsshnen,  welefae  Punkte 
„gegeoflberliegender  Vierecfcseiten  verbinden,  paralleL** 

„Ba  das  Kecliteck  dem  Kreise  Ji/,,  welcher  dem  Viereck  Ali  CD 
f^ninschriehen  ist,  ei ubescb rieben  ist,  so  scbneiden  sich  seine  Diago- 
„nalea  im  Mittelpunkte  dieses  Kreises  (A^).** 

Verbinden  wir  weiter  die  Ecke  mit  if  nnd  verUagem  BM 
bin  «im  Sdinit^uakte  mit  dem  Kreise  M^,  so  geht  diese  Yerbindnugs- 
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lioie  durch  die  der  Ecke  Q  des  Rcm  ht<>cks  ppf?enüberlie?eude  Ecke 
5;  denn  die  Linie  O'S  ist  ein  Durchmesser  und  Wkl.  Qns  ein  Rech- 
ter, weil  er  über  dem  Durchmesser  steht.  Errichten  m  it  non  in 
JLl  auf  ajj^  Pin  T.ot,  so  imiss  dii  «es  notw-iulig  durch  den  Kreisiuittel- 
punkt  M  gehen,  weil  es  den  Winkel  bei  B  lialbirt   Dfther  der  SaU: 

Vorbindet  man  die  Ecken  eines  bicentrischen  Vierecks  mit  deni 
Mittelpunkte  des  ihm  einboschriebenen  Kreises,  und  verlängert  maa 
diese  Verbind uugalinieu  bis  zum  Schnitte  des  dem  Sehnen-Tangenten- 
vierecke  umschriebenen  Kreises ,  so  bilden  die  4  Schnittpunkte  die 
Ecken  eines  Rechteckes.  Oder: 

Die  Ecke  eines  blceotriscben  Vierecks,  der  Mittelpankt  des  iha 
einbeschriebeneii  Kreiaes  und  eine  Ecke  des  Bechted»  QBST  Heg« 
ftttf  tiner  Geraden. 

Ferner  lJUst  uch  leiebt  der  folgende  Sftti  tbleilan: 

Die  I>)agunalen  dieses  Rechtecks  erscheinen  vom  Mittelpunkte 
M  aus  unter  demselben  Winkel  wie  die  Diagonalen  des  Sehnei- 
Tangentenvierecks  von  demselben  Punkte  aus. 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  die  Ecken  des  Bechtecks  mit 
den  Mittelpunkten  der  Seiten  des  Sehnenvierecks  nuaminenfiJlei; 
denn  die  Seiten  des  Rechtecks  sind  ||  zu  den  Diagonalea  ni 

nnd  gleich  der  Hftlfte  derselben;  infolge  bievon  ist 

E?  halbirt  8om\t  jede  Rechteduseite  die  Diagooalabschnitte  der 
Diagonalen  des  Vierecks  a^^cgdf. 

Sei  nnn  der  MittelpQnkt  der  Diegonnlo  nnd  (k  dsr 
Mittelpankt  von  V^;  aeben  wir  nnn  und  <^r»  eo  besteht  die 
Oleicbnng 

denn  r^R  gleich  und  parallel  und  QfT  ist  ebenfiUl»  gleich  wd 
parallel  a^*j  folglicb  ist  das  Viereck 

ein  Parallelogramm;  der  Scbnittpnnkt  der  Diagonalen  dieses  Paiille- 
lograrames  ist  der  PnnlU  Mi,  Es  folgt  ans  dieser  Betrachtoag^  daa 
die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  und  der  Mittelpankt  des 

dem  Mnen-Tangentennereeke  nmscbnebenen  Kreises  in  dncrgefades 
Linie  liegen. 
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Vcrbiadfit  maa  nan  mit  and  Qt,  io  entsteht  das  Beelyteck 
MF^M^Q^^  dessen  ^ne  Diagonale  F^Q^  wftfarend  die  andere  MMf  ist. 
£8  iat  also  If,  in  der  Mitte  der  Strecke  JO^  gelegen. 

Wir  folgern  hieraus  den  bereits  in  früheren  Betrachtungen  ab- 
geleiteten Lehrsatz: 

^fi^  Aehnlicbkcitipankt  O,  die  KieismitteliHinkte  M,  , 
il^geii  auf  einer  Geraden,  nnd  swar  so,  dass  der  Punkt  die 
Sireeke  MM,  batbirt.«" 

Aas  dem  ParaUelogranun  TP^R(^  folgt  weiter: 

Die  liittelpankte  der  Diagonalen  a^c^  und  h^tl^  sind  Ton  den 
ICttelpnakten  je  sweier  gegenllberllegender  entsprechender  Seiten 
des  Yierecks  a^i>^c^ii^  gleich  weit  entfernt.  Es  ist 

p^T'^  %R  etc. 

Dieselben  Betrsebtangen  kiinnen  wir  anf  das  Sebnenviereck 
t^c^di  .flbertragen. 

Die  Mittelpunkte  der  Seiten  dieses  Vierecks  bilden  Jio  Ecken 
eines  Rechtecks,  dessen  Diagonalschnittpaiikt  mit  dem  Ualbirungs- 
paukt  der  Strecke  MX  zusammenfällt 

Da 

und 

so  lialbirt  UK  den  Wiukrl  DQh^,  Tiütliiu  auch  den  Bogen  BRD. 
Das  Lot,  welches  man  von  aut  die  Diagonale  HD  des  Sehnen- 
Tangentenvierecks  fällt,  halbirt  ebenfalls  den  Bogen  JiliD]  es  fallt 
somit  dieses  L<jt  tiiit  der  Diagonale  M^R  des  iiachtecks  zusammen. 
Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Die  Disgonalen  des  Bechtedcs  haibiren  die  Diagonalen  des 
Sebnen^Taagentenvierecks  nnd  stehen  auf  denselben  senkrecht.  Oder: 

Der  Mittelpunkt  des  dem  bicentrisi  hen  Viereck  umschriebenen 
Kreises,  der  Mittelpunkt  einer  seiner  Diagonalen  und  zwei  gegenüber- 
liegende Ecken  des  Kecbtecks  QRST  liegen  auf  einer  Geraden. 

Wir  wollen  nnn  noch  beweisen,  dass  anch  die  tfittelpnnkte  der 
Diagonalen  des  8ehnen*Tangentenvierecks  nnd  der  Kreismittelpnnkt 
M  in  einer  Geraden  liegen.  Der  Mittelpunkt  von  ßD  sei  $  nnd 
Jener  Ton  ÄC  sei  i». 
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Wir  haben  bewiesen,  dm  die  Dreiedce 

QMS  und  MBD 
ftlinlich  sind,  wornna  folgt,  dass  ansb  die  beiden  Dreiecke 

M^MiS  und  yMD 

ftbnlich  sein  mflssea.  Die  AebnUchkeit  denetben  fnbit  zn  der  Oletebnng 

Wkl.  SAf, Jf—Wkl.  D^M; 

ferner  ist  das  Viereck  Miyxu  ein  Sehnenviereck.  Ziehen  wir  iu 
demselben  die  Diagonalen  yu  und  M^x^  so  müssen  sie  sich  in  M 
schneiden ;  denn  die  Winkel  SM^M  nnd  uye  sind  gleicb,  weil  sie  aaf 
demselben  Bogen  stehen.  Es  mnss  demnach  uy  dnrch  des  Msrnt- 
mittelpnnkt  M  geben.  Wir  erhalten  daher  den  Sats: 

In  jedem  Sebnen-Tangentenvierecke  liegen  die  MHtelinkft» 
seiner  3  Diagonalen  und  der  Mittelpunkt  dea  ihm  «nbescbriebeMa 
Kreises  auf  einer  Geraden. 

Metrische  Beziehungen  im  biceatrischen  Viereck. 

Wir  gehen  tob  einer  Gleidinng  lir  das  Qoadnt  den  dm  Viemk 
einbesebriebeaea  Kreises  fom  Badias  ^  aaa.  Wir  Umäm 

ttieraas  folgt  die  Proportion 

AB+DCtDC^BCih^C 

BC  DC 

d.  h.  6,C<»  ^ß^oc'^  ist  nnn  #  der  Umlaag  vaa  ABCD  aad 
AB'-ma,  BC^b,  CDs=o,  DA'^d,  SO  erhilt  die  varsteiieadf 

  • 

» 

fad 
* 

:  ^ 

2cd 


Gleichung  die  Form 
analog  ergiebt  sieh 


oiA 

b^B 
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Mem  wir  ifie  Werte  ans  dieten  delchmgeii  In 
eintragen,  erbal^  wir 

,  4AB.BC.CD,DA 
P*-  —  3  


CD,  DA 


Bekanntlich  ist  aber  der  Inhalt,  eines  Sehaen-Tangeutenvierecics 
gegeben  darcÜ  .  

/ ^  Vab,  BC, cd,  AA; 

mithin 

21 

oder,  indem  wir  t  darans  herechnen,  ezliaHon  wir  eine  Gleichnng, 

2 

die  auch  dircct  crhalteu  werdeu  kann. 

Beseiohnen  wir  in  dem  ßelinen-Tangentenvicrecko  die  Berdiir* 
sefasen  mit     und  A ,  so  gilt  der  leicht  sn  beweisende  Satz: 

Das  Product  der  Berübr^ohuen  ist  dem  doppelteu  luh^ilt  des 
Sehnenvierecks,  dessen  Inhalt     Ii  sei 

a,/,  »  2^  —  %9*iimA-\-wnS) 

Bezeichnen  wir  mit  o^,  b^^  C|,     die  (irOssea 

«1*1  —  «1 1       =  h ?         ^  *i»  ^i*H 
dann  bestehen  die  Gleichungen 

B  B 

A  A 
— 298inji  d^*-2(»co8,j 

FUr  die  Diagonalen  dieses  Vierecks  resnltirt  sofort 

A  —  B 

a^c,  2^  cos — g  — 

*i4i  —/i^a^sin— 

Antu  d.  llBik.  a.  Pk}«.  2.  a«Ui*,  Teil  IL  2S 
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Wir  woixlen  uns  zur  Betracbtuiii:  jrm  s  Selinrnvierecks  aj,^cj,. 
dessen  Seiten  auf  den  Wiukclhalbireadeu  des  SeimeQ-TaogeateDviereck« 
seDkrecbt  stebeo. 

ZnDflchst  verweisen  wir  Mf  den  Lehrsatz,  dass  dessen  Disconsten 
dareh  den  Kreisnrittelpnnkt  geben  und  aaf  einander  senkrecht  stebes 
mOasen.  Dieselben  schneiden  demnaeh  den  Kreis  nm  if  in  des 
Punkten  eines  Quadrates,  dessen  Inhalt  =-  2p'  ist. 

Nqu  fanden  wir  far  das  BürObruugssebaeuviereck 

a^h^eid^  s  2p*(8in  il  -|-8in  B), 

woraus  folgt,  dass  %6tc,<^  zu  diesem  Quadrate  in  dem  YerbAitain« 

siüul+sinB:  i 

steht. 

Bezeichnen  wir  den  Radius  des  dem  Sebnonviereck  ajj^c.ih  um- 
scbriebeueu  Kreises  mit  H  und  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises  mit 
3f,.  Fällen  wir  nun  \ün  ein  Lot  auf  a^e^  und  verbiudeu  o,  mit 
A/„  dann  ergicbt  sieb  aus  dem  recbtwiukligcu  Dreieck  M^P 

und  analog  ans  dem  rei-btwiukligcn  3//,^ 

M^Q  —  Äcos— ^ 

Da  aber 
ist,  so  folgt 

MMt*  —  ll»Ura»- 2 — hcos»— j 
=sJR*(l— sin^sinü) 

Wiewol  dieser  Ausdruck  schou  abgeleitet  wurde,  allerdini^s  uioht 
in  der  Abbängigkeit  von  dem  lüidins  /?,  so  glaubte  ich  iliu  nocb 
i'inmal  erw&hnen  zu  mOssen,  da  die  üerleituug  au  ein  anderes  Gebilde 
aukuttpft 

Dem  Viereck  a^c^if  entspricht  das  ibniicbe  Viereck  tt^^id^. 
Der  in  letzterem  sum  Punkte  homologe  Pnnkt  ist  der  Pnnkt  IT; 
dem  Punkte  M  aber  entspricht,  insofern  er  dem  Viereck  oiVA 
angehörig  angesehen  wird,  der  Pnnkt  «  im  Viereck  a|Age,d|.  Au" 
dieser  Betrachtung  folgt  daher  unmittelbar 
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Der  Punkt  M  teflt  somit  die  Strecke       in  dem  YerUUtniBse  Rs^. 

"Wir  verbiuden  nun  den  Aebnlichkeitspuiikt  der  beiden  Vierecke 
aJb^c^L  uod  Oi/>'iCi#/, ,  den  wir  mit  Q  bezoichneten,  mit  einer  Ecke 
eines  dieser  Vierecke;  dioso  Verbiuduugsimio  muss  dann  auch  durch 
die  homologe  Ecke  des  andern  Vierecks  gehen.  Wir  erhalten  die 
Gleichungen 

OB^ :  OB^  =  p :  Ä 
Ob  ;  OM  =  ^ :  Ä 

mit  densn  wir  die  beiden  andern  verbinden 
folglich 

Mx :         =  Ox :  OM 

d.  h.  der  Puikt  M  teilt  die  Strecke  «Af^  in  demselben  VerbiUmBs 

wie  der  Punkt  O  die  Strecke  J£r.  Gleicbzeitig  folgt  aber  weiter 
ans  der  Proportion 

d.  h.  der  Punkt  x  teilt  die  Strecke  OM  in  demselben  Vcrhältuiss, 

wie  der  Punkt  J/  die  Strecke  OM^.  Diese  Eigenschaft  war  direct 

einzusehen ,  weil  ja  der  Punkt  x  im  Viereck  Oj^jC^t/j  dem  Punkt  M 
im  Viereck  a^^^^  entspricht. 

Wir  wollen  nun  einige  Beziehungen  zwischen  den  Badien  der 
hier  in  Betracht  kommenden  Kreise  ableiten. 

Wir  bezeichneten  den  lUdius  des  Kreises  mit  jenen  des 
Kreises  M  mit  q  \  der  Radius  des  Kreises       sei  r. 

Zunächst  ist 

2r  =  Yi^^^-Uli' 


=I/(¥)+(f)' 


2r=  )/j8»(sin»^i^+co8*^         ^  j/l+sin-AsinÄ 


l-|-8inulain.& 
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Aus  dem  Dreieck  MQB  folgt  welter,  da  WU.  MQB  -« WkL  J  in 

MQimA  =  MB 
a^üaA  —  2MB 

M  MS 

oder 

2q;=zRvLuAiBBBiB 
Wir  sind  somit  zu  des  3  Oldclrangen  gelangt: 

arssJRyi-f.8iiiii8ifta 

2^=    sin  ^  sin 

ans  deucn  sich  ergibt 

yi-j-siu.4  8iu 


sin^sini? 


Nan  lilsst  sich  anch  eine  selir  einfiudie  BelatioB  xvisch«  4« 
Inhalten  der  3  VIerecIce 

<^$o^h»  ^^BCD  and  aJittexd* 

aufstellen : 

Der  Inhalt  des  Vieredcs  aj»^  ist,  wie  früher  gefboden  wurde, 

«  2Ä«sin  ^^cos 

Der  Inhalt  ües  Vierecks  AßVD  ist 

4p2       ,   A-^B      A-B  .  A4-B  A—B 

Der  Inhalt  des  Yierocks  a^bic^tl^ 

,     ,       o  -  — H         A  —  B 
ü^o^c^di  =-       jjiu    ^     cos  — ^ — • 

=  -g-sin^sin^Äsin  — cos — 

Setzen  irtr  die  8  Inhalte  in  Prupoitiuü  und  bezeichnen  wir  die- 
selben mit  /],  so  resultirt: 

iii :    :  4 1 :  i sittil sin ü :  Isins^sin*^ 

d.  h*  die  Inhalte  aller  dieser  und  ähnlich  gebildeter  Sehaenvierecke 
stehen  in  geometrischer  Proportiuu  und  man  findet  den  Inhalt  eine? 
jeden  derselben,  wenn  man  den  Inhalt  von  a^^^i^  mit  einer  i^utcu^ 
von  iüjDiA^B  miiltSplicirt. 
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Wir  gelangen  in  unserer  Betrachtnng  m  dem  rechomrisebeii 
Machweis,  daas  der  Pankt  Mg  die  Strecke  M3i^  halbirt 

Wir  finden  ans  dem  Dreieck  M^AliQ^  dass 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  dcui  trulicr  gofundcucu 

so  resaltirt  aufs  neue  das  bereits  geometrisch  nachgewiesene  Ke- 
snitat,  dass 

Wir  geben  nun  svr  ikbleiliiiig  einiger  Relationen  zwischea  den 
Bndien  dsr  dam  Soiinoii-Taagentnnviereck  angeecbriehenen  Kreiae  über. 


folglicb 


Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  sind  offenbar  die  Eckcu  dos 
Vierecks  a^^^. 

Die  Kreise  haben  die  Radien  p«,  ^,  94* 

Nnn  ist 

iUDcotg  ^  —  d^D 

ii 

MD  COS  ^  =  (t^ 
A 

cotgn 

COSj 

.  n 

djDsin  ^  —  Qd 
B  A 

Qd  ptggcotgg ; 
^-«cotg^ootg^ 

B  A 

Qb=^  Q  CUtg  2  tg  ^ 

^*  —  p  ig  2  tg  2 


also 


analog 
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Hienuis  oigebeo  sich  einige  Besielmiiges 

1)  Qa,9c  =  (t^  \ 


liuu  war 
mithin 

also  auch 


2)  9h  94^9^  i 

21 


9a:Qb  =  Qd:  9« 


•  -7 


9aQbQe9d 


Wir  scUiotsen  nnsere  Botrachtnng  in  dor  Holhiang,  te 
roingeometriflchen  ünterrochnngen  dem  FBUshschnlmanne  eine  nid« 
Anebente  von  LehnAtzen  liefern,  die  dem  Schiller  neue  liebe  n 
dem  geometriechen  Stadium  einflössen. 

Trannstein,  im  Jnni  1884. 
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XVÜL 

Trigonometoiache  Sätze. 

Von 

Herro  A.  H.  Angl  in,      A.,  LL.  B.,  F.  S. 

io  Ediabnrg« 


Der  Satz,  dass 

arctga,-f  arctga,+...arctga«     trctg^|£^-^i^^^'  dy 

wo  O},  o,  ...  an  die  WtinelB  der  Gleidraag 

«*— c^»'*~*+cj«**~- — ...  cii  «  0 
sind,  soll  bewiesen  und  dadurch  die  wolbekannte  Formel 

WO  die  Somme  der  Prodncte  zn  r  Factoren  (jeden  einmal  genom- 
men) von  tga^,  tgct,,  ...  tgttM  beseichBet,  ohne  Anwendung  des 
M  0  i  V  r  e  *8chen  Satases  begrQndet  werden. 

1.  Da 

arcigji+arctgB  Ä  arctg  ^^^—^ 


itt,  so  liai>en  wir: 

Pi 

arc  tg  a_j  4"      t^o^  =  arc 


wo  Oj,      die  Wurzuiü  der  Gleichung 

|>,«+|»l  =  0 

sind.  Addirt  man  aal  büidCD  Seiten  arctgo,,  so  erhält  man: 


406 


Hieraus  ci 


Nun  war 
mithin 

also  auch 


Wir  schl 
rcingeometris 
Ausbeute  voi 
dem  gcometr 

Traunste 


Boiltftt  ebenso  vcrfabreD,  so  fiodn 
1— r,-}-r| 


der  Gl.  (1)  für  irgcid  äs « 
die  FiUe  ra  ootencbcideo,  lo  ■ 


•  at  der  kaut  leno  im  ^bler  der  mta 
,       and  im  Nenner  (-1)^» 

arctga,+  ...  arctgon+i 


Seite  der  Gleichung  (—1)=^*  cn^TZ 
Addition  von  arctgan+i  erhält  man 


wo 


^  =  («^1  +  «♦•+1)  —  («3  +  c,an+i)  4-  K+<^4««+i)  —  . 
B=l-  (<-,  +  Cja„^.i)  +  (c^  +  r.,f/^l^i)  —  ...  2  J 

und  zwar  sind  «1,  «i,  ...  a«+i  die  Wurzeln  von 

Demnach,  da  n  gerade  ist: 


das  ist 


'1  —  <  .1 

arctgai+ ...  arctga„+i  —arctg-^  5^* 

1  — 
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,  ...  a^fi  die  Wumla  F.zi  Toa 

Ist  n  ongcradc,  so  ist  der  Ictr.e  Tem  irr  c:»!!  ^xuirn 

(  —  1)  2  f»,  im  XenniT  (—1)  ^  Vcniirt  2lu  f  *•»  "»ic- 
tindct  man: 

r 

C'  —  (<*!  —  «'■4i>  —  . . .  -f  •— 1.  -  5. 

f  - 

I  ir  sind  rtj,  . ..  a*+*  d;e  t;* 

I  ngcrade  ist,  so  folgt: 

I  +  .  • .  arc  tgo,^i  =  arc    —  — :  '  ^ 

t  ■!? 

K»  •••  on-fi  die  "Wurzela  siii  ^r- 

'"''' -  +Wi  -  0 

^l^'Omit  ist  der  Satz  ToUsUadig  beviewi. 

Setzt  man  a,-tg.,,«,  =  i|^etCio  ergibt  «ch  als  Corol^ 
he  anfaDglicb  geimlB  tngmmttnsäie  PomeL 

2.  Folgende  DedicfioM«  im  dem  fontehenden 
itze  sind  bemerkentwe* 

^       (1)     Ist  0,-0, 


er  M 


1  t 


Google 
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(2)  Ferner  erhält  msu  für  «  1: 

das  ist  ^  0^  1,         1,  jenachdem 

n  =  0,  1,  2,  3  (mod.  4) 

daher 

€i-^<%+ ...  — öi«»_i  —  0  (i»*>»4m) 

3.  Ein  zweiter  Sats  JÜmlicber  Natur  mit  dem  vorhergeheodeB 
läast  aicb  liier  in  angemesBener  Weise  geben.  Es  soll  gezeigt  irar^ 
den,  dasfl 

,  ^  —  in  int 

arct«a,+  ...  arctga«  ^  arctg^  ^j;^^;^^  ^ 

wo  A,  die  Suiiniic  der  homogenen  Prüducte  aas  je  r  der  Elemente 
Oj,       ...  thti        Wiederboluug,  buzyiciiuet: 

Man  hat: 

l+Äix4-/4,x*-f  ...  +Awc'+  ...  in  inf.  (4) 

Setst  nuin  nach  einander  nnd   -  i  nnd  dividirt  die  Düwen 

beider  Gleichnngen  dnrch  ihre  Somme,  so  kommt: 

. A,  — - /*3 -|- Ä5 —  ...  in  iuf. 
*  1  —    4-  Ä4  —  ...  in  ini.  ~~ 

(1  +  ig,)  (1  +  ia^) ...  (1  +  «on)  -  (1  -  ig,)  (1  -  m«) ...  (1  -um) 
(1  +  tat)  (1 + ^) ...  (1 + (1  -Ai,)  (1 — w,) ...  (1  -  ioj 

Audrcrseits  ist  ^ 

(l+iii^Xi+fffl^)      (l+<»ti«)  —  ...  ^ 

wo  r,  die  Summe  jener  Prodncto  olmc  Wiederholung  bezeichnet 
Verlalirt  man  mit  dieser  Gleii  Inuig  ebenso  wie  mit  Gl.  (4),  so  er- 
scheint  zur  Rechten  derselbe  Ausdruck,  und  es  ergibt  sich: 

1— Af^-A^— ...       l.-"Cf-^tf4— ... 

Substituirt  man  in  den  Formoln  (1)  und  (2)  den  ersten  Aasdruck  für 
dcQ  letztem,  so  ergibt  sich  das  Zabeweisonde. 

Das  gleiche  Resnitat  kann  man  anch  anf  folgende  Art  gewimiei. 
Han  hat: 
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(cos        i  s i ü  C4 >  (cos  «2  +  *  sio  «x)  •  •  •  (cos  a« -f-  ««») 

C08(O|4-«i+  •••  «M)+*sm  («i-i-fifa+  ...  «n) 

NuQ  ist  aber 

1  8CC« 

'  costt  —  >8mo     1  — itgö 

daher 


(1— «'ligÄjXl— ftgok)-.-  (1 

ooft(%+ ...  «n)+«ud("iH  «») 

das  ist 

secajSecoTs  ...  scc«»!!  — A^  +  A^  -  ...  +«'(*! —A3 +^5""  •  )1  ^ 

cos  (aj  +  . . .  «th)  -h  t  siü  («a  +  •  •  •  "»•) 

mitiiin  ciuzeln 

8iii(«t  +  wc«fj . , .  8ec«f«(Ai— .) 

co8(a,  +  ...«»)•=»  seccfi .  aecai»(l— Äj+  ...) 

woraus: 

tg(ai+...cr.)  =  3^-^-^ 

4.  bcUl  mau      =      —...=:  a,,  —  ar,  SO  folgt: 

A,x  —  As«* + A^*  —  ... 
«arctgx  =  arctg  V-V^+Ä***- 

wo  Ar  jetzt  die  Anzahl  der  homogenen  Producto  von  je  r  unter  » 
Elementen  mit  Wiederbolnog  bezeichnet,  das  ist 

(u  +  r-l)! 
(»-l)lr! 

Ist    =  tg^,  so  wird 

Setzt  man  x  =  1,  so  erbllt  man: 

nn      A,  —  A3 -4"  •«* 

mit  denselben  4  Werten  wiu  iu  Gl.  (3). 

5.  Folgt  n  1   Resultate  sind  vielleidit  in  ihrem  Zusammenhange 

mit  dem  Vorhcjgcliüuden  bemerltenawert. 

MMk  hat: 

cosnÖ+isinwö     cos'*Ö(l  +»tg6)» 
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Kadi  EatwickeltiBg  isM  niftii: 

wo 

n 

letzter  Term,  jonachdem  n  gerade  oder  uugciaJü,  lu  B  (— l)*tg*6 

oder (~l)är«tg— »ö,  in  n       1) i^*|g»-ie  oder  (— D^V^, 
ttnd 

 «I  

*''^""rl(«— r)l 

AodiierBeits  ist 

üOSnB+innnB  —  (oosO— »'sin  wc^l—llgf)-**' 

VerfiUirt  man  wie  Torhei\  so  findet  man: 

oosfi9eoB«*e  —  1— A,tg»^-f  Ä4t«*^—     —  ^ 
8inn8co8»ö     A^tgO— Ajtg^ö-f.  ...  —  jß 

WO 

(n  +  r-l)! 
^"  («—Dir! 

üierans  folgen  dSe  Relationen: 

AB  SS  6oe*i»e  (5) 

I  -  (coia)«»  (« 

CD  ™  sln^e  (7) 

^-(cose)*»  (t^ 


nnd  hierans  wieder: 


^  -  ^  oder  AD  ^  MC  0) 
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Nene  Bdattonen  innerhalb  eines 

Ortbogonalcoeflicieiiteiisyäteiiiti. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  3.3  Coefficienton  dner  OrthogonalsabatitiitioB 

a  ö  c 

(A) 

deren  Dcterniinanto  ^ augenoramen  wird,  erlüUeu  znuÄcUst  6 
Gleichungen  der  Form 

6  OlelcbBngen  der  Foim 
und  9  Gleichungen  der  Form 

41       6|     —  C|  &j 

Ans  diesen  22  Relationen  gehen  jedoch  manche  weitere  hervor, 
die  ziemlich  einfiMli  aad,  »oaserdem  durch  Aiwendaiig  benerkens- 
werifliiid. 

Mto  findet: 


414  HoppBt  Nme  Rüatiomt  MiicrA«A  eint»  Orthfifonokte^fiekHltM^f^ttm. 

woraus  durch  ZusammeuseUuug  leicLt  folgt: 

(l4-a  +  ^.,  +  Cj)*+(c,~i,)«  =  (l  +  a)(l  +  a+A,4-c,)  (1») 

ferner: 

(Ol — b){€ — o^)  =■  a,c —  bc  —  a,a, 

das  bt: 

(«,  ^&)(c  -fl^)  «  (Ä^+c,)(l+a  +  Ä,+€^)  ^) 

LftsBt  man  iian  c^^b,  durch  cyUisehe  SnbetitetioB  OAcfa  beidn 
Richtmigei)  einmal  in  o,,  das  andremal  in  a^—e  ObergelieB,  m 
erhftit  man  ans  Gl.  (1): 

woraus  durch  Addition: 

(ai-6)«+(ü-fl,)*  -  2(i-a)(l+a+Ä,+«i)  (3) 
nad  durch  Subtractiou:  . 

(a,-.a)S-.(«-«,)2      2(c,-Äi)a+«+4i+«i|)  (4» 

Addirt  man  zu  Gl.  (3)  die  mit  2  multiplicirte  GL  (2;,  so  kommt: 

(«j-.i+^_flji^2(l-«-hÄ»+«k)(l+«+*i+«ir)  9) 
Kndlidi  gibt  die  halbe  Summe  der  Gl.  (3)  (4)  zu  (2)  addirt: 

Jede  der  Gl.  (1)  bis  (6>  repxiaeiitlrt  eine  Anzahl  Belationeu  gjha- 
9her  Fonn.  Erstens  können  swei  Reihen  des  Systems  (A)  ihrs  i»- 
zeichen  wechseln.  Zweitens  können  S  Beihen  vertauscht  werden,  ii- 
dem  zugleich  eine  Reihe  ihre  Yorzeichen  wechselt.  Drittens  kssa 
jede  cyklische  Substitution  vollzogen  werden. 

Durch  letztere  Operation  gehen  ans  jeder  Gleichung  neun  her- 
vor, die  sich  nie  decken  und  am  leichtesten  unmittelbar  abgdeset 
werden  können,  so  dass  eine  besondere  Anff&hmDg  nicht  nötig  kis 
wird. 

Aus  Gl.  (1)  gehen  durch  V  orzeicheuwechsel  aar  zwei  Relatiooea 
hervor: 
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üopp«:  iVe«e  HelatioMu  mnerhalb  eintA  Orihoyonalcoe//icienttn*pMteat*.  4it> 


(1) 


die  sieb  auch  durch  «weite  Operatioiieii  nicht  vermehren. 

Fttr  Gl.  (2)  (d)  (4)  liefert  die  erste  Operation  je  4  Relationen: 


{ai~-ö)ic-a^)  =  (6,  +  c,)(l+a+Ä,  +  <:8) 
(«i— *)(«+ai)  —  (4,  — C|)(l  — a  —  Äj+Cj) 

(a,-f.Ä)(c  +  a,)  =  (6,  +  c,)(l  +  a^&,-c,) 

(fli  - +  (c -4- «3)'  =  2(1  +  a) (1  - « -  6,  4- c,)  I 
K  +  +  ( -  '^«)*  -  2(1  -I-  «)  (1  -  „  4- Ä,  -  I 
(«i+*)*+U4-«s)='     2(l-a)(l  +  a  -4a-<^i) 

(ai-*)«-(c-<4)»-2(<?,-A,)(l+«+*i  +  <^.)  > 
(o^  -     _  (c  +  a,)^  ^  2(c,  +  Äj)  (1  -  «  -  A,  -f jl 


(2) 


(3) 


(4) 


Dill  »  Ii  die  zweite  Operation  geht  die  Hauptdiagonahiclitung  ah^c^  u\ 
diu  transversale  aji^r  über.  Die  dadurch  erzeugten  Formeln  kf>nnon 
w^en  des  letzten  Factors  die  Uri'ormelu  nicht  decken.  Man  liudet : 


(a,  — Cj+ei)       (cj  — &)(l  +  a»  +  *i  — c) 
C|-«)  =  («i-»)(l+«t-*i  +  ^) 

(«j-'*»)(-<»*4-«)  — «t  <?) 

+     +      =  2(l-a,)(l+aj+&j-r)  ^ 

(«i-*.)*+(<^f-«)»  =  2(l+a,)a-a,-*j-c>  ( 

(a,+*,)«4-(c,+«)«-'2(l+«,)(l-fl,+ft,+c)  i 

+               =-2(l--a,)(l  +  a,-^.,+r)  / 

(a,-f-&,)«_(c,-«)«^  2(^-~i,)(l  +  as  -^4- c) 


(2) 


(3) 


(4) 


Für  die  GL  (5)  and  (G)  liefert  die  erste  Operaüon  je  8  Rela- 
tionen: 


416  Hoppe;  Nw  Rdatimun  üuurhtdbtiHU  Ortkogmulcotifieuiiimftttm. 


-  2a-«-H,+^)(l+a-*.-Ci) 
(o,-fft— «— aj)t  —  2(1— -»^g  ««)  v 

(«,— />— c— 03,)=^      2(l4-u-/>^+Ci)(l— fl— Aj-fc,)  ' 

(Oj+H-^-o,)»  -  2(l-fa+6g-c,)(l-a+*i-ci) 

(flj-Ä)(a,-*+e+fl,)  -  (l4wi+«i4^4*r-e|)(l-^-*l+*l)  \  (6) 

(ctj+A)(«,+6+c-o,)  =  (l-fo-Äj— Cs-H8-c,)(l-^+*,— 

61.  (6)  bleibt  unTttindfirt  bot  iweiler  OpmtUm,  denn  Sia- 
manden  des  enten  nnd  zweiten  Fnctm  der  tediteB  Mtt  Mgn  da 
2  Diagonalrichtungeu,  so  dasB  aie  sich  dann  bloss  vertaaBCheB.  61 
(6)  blngegen  liefert: 

(ai-*,)(«|-*Sr-«*+«)  «  a+«f+*,-^+«i>(l--«f--Äi--<?) 

(«1— *s)(oi— Äg+^^g— a)  =^  (l-|-<»8-(-*j--c-ft— c,)(l— a^— Aj— c) 

(^'i4-^2)(''i+^24-<^2+«)     (i4-«s— ^^i-h"-*— <?i)(i— «i+^l-f«")  ( 
(«t+M«i+^-K-«)  -  (l-a,-|-Äi+c-H'*^)(i+ii,-*i+«) 

Demnach  vertreten  die  Gl.  (1)  18,  (2)  iß)  (4)  (5j  72,  (6)  144;  »He 
zusaiiunen  450  neue  Relationoo. 

Auf  die  vorstelieiiden  BobHonen  ward  ieh  dmdi  die  UoIm^ 
sncbangen  geführt,  von  denen  der  nAclist  felgeade  Aateti  hsndelL 
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XX. 


Bein  analytische  Gonsequeiizea  der 
Curventheorie. 


Von 


R.  Hoppe. 


§.  1. 


lu  meiner  aualytischcn  Curveutheorie ,  d.  Arch.  T.  LVI.  S.  62 
und  schon  früher,  Crelle  Journal  Bd.  LX.  S.  182.  Bd.  LXUI.  S.  122, 
habe  ich  das  Problem  der  Darsteiiuug  einer  Cnrve  aus  gegebener 
Relation  zwischen  KrUmomiißs-  und  Torsioiiswmkei  auf  die  lineare 
DifferenUalgleicboDg  2,  Ordnung 


mrftckgefülirt 

Die  EinfBhniQg  der  inagiiiftrai  Function  r  war  daselbst  eine 
Termittelte;  gegeawBrtig  wird  Ihr  directer  Ansdmek  in  BaontgrOsBea 
Yon  Anwendmig  sein. 

Es  bedeoten  /,  ^,  h  die  Biehtnngscosinns  der  Tangente,  f\  g\ 
h'  die  der  Havptnoimale,  2,  m,  «  die  der  Biaormale^  t,  ^  den  Krttm- 
nrnngs*  and  Torsionswinkel,  die  AccenCe  die  BÜTereatiation  nack  t. 
M  dann 


.  (7) 


dann  erhält  man  durch  Differentiation: 


418  Hoppe',  iUin  a4uiJ^itsche  CitHttqueitttn  der  CurvmAeork, 

(  (!+/)'■•"     1+/  r 

OBd  erkennt,  daas  Gl.  (7)  dareh  den  Wert  (8)  erfIlUt  wird. 

Bezeichnet     den  coojqgirtea  Wert  zu.  r,  aa  ist 


woraus: 


rr,+4r'r/- 2il  (9) 
rrj  — 4rVi'-2il/  (10) 

Bio  Goutanle  A  kann  man  »1  naeheD,  indm  nai  /aO  air 
natem  Orense  das  Integrals  in  (8)  wftUt. 

Ferner  ist 
worans: 

r,r'+tr,'srilf';   r,*-'— rr/— (11) 

Hiernach  8in<!  durch  r  dio  Grossi  n  /;  /,  somit  die  I^ige  der 
Curven  zur  x  Axe  bestimmt  uud  expUcite  ausgedruckt 


§.  2. 

Man  kann  nun  r  einerseits  als  spceielle  Lösung  der  Gl.  (7). 
andrerseits  als  geknüpft  durcli  Gl.  (8)  an  die  specielle  Lage  der 
Curvo  zur  x  Axe  hotrachteu,  und  in  beiden  Eigenschaften  zur  vollen 
Allgemeinheit  fortschreiten.  Bann  entsteht  die  ^Viiuje,  ob  die  allge- 
meinste Lösung  der  Gl.  (7)  im  ganzen  der  Curve  in  allgemeinster 
IiSge,  und  welche  Lösung  einer  boUebig  gogebaaeu  Lage  eittii^nchL 
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Uninittellwr  erliellt  Folgendes.  Da  Gl.  (7)  nur  durch  den  Coef- 
fidenten  9''  von  der  Cnrve  abbüngt ,  nnd  dieser  ftlr  jede  Lage  die* 
selbe  Grosse  ist,  so  mnss  Gl.  (7)  erfiUlt  bleiben,  wenn  man  die  » 
Axe  beliebig  verrflckt,  oder,  was  dasselbe  ist,  für  /;/',  l  eine  be* 
liebige  Orthogonatonbstitution  einfahrt  Sind  also  ö,  e  Ricbtongs- 
eosinos  einer  beliebigen  neuen  Geraden  gegen  die  «,  y,  «,  so  ist 


eine  Lösung  der  Gl.  (7).  Demnacli  kann  Gl.  (7)  nur  entweder  gleich 
aUgemein  oder  allgemeiner  sein  als  dieser  Ausdruck. 

Andrerseits  wissen  wir,  dass  die  allgemeinste  Lösung  der  linearen 
Gleichnng  2.  Ordnung  (7),  die  wir  Torlfln^  mit  bexeichnen,  dorch 
die  Relation 

-JjT-  (13) 

auf  das  Specialiutegral  /urliikguführt  wird.  Folglich  muss  für  irgeud 
welche  constante  nntere  Grenzen  der  zwei  in  enthaltenen  Inte- 
grale identisch  mit  r.,  werden,  indem  wir  a,  ä,  c  als  beliebig  ge- 
geben, die  nnbckaniitcü  iiitegralgroQzoa  als  Functionca  davon  an- 
sehen.  Zur  Abkürzung  sei 

dann  hat  man  hiernach: 
und  nach  Differentiation: 


oder: 


Clö) 


§.  3. 

Hiervon  machen  wir  erst  speciclle  Anwendung  zur  algebraischen 
Darätoliung  des  Integrals  im  Kxpouüutin  von  r  Seien  h  und  c  un- 
endlich klein  1.  Ordnung;  dann  ist  1  — ^  unendlich  klein  2.  Ord- 
nung. Entwickelt  mau  also     —  o  bis  auf  1.  Ordnung,  so  findet  mau: 

87* 
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420         Hoppe:  Run  mmbftivtkt  CoMtfunum  d*r  QuvMtüuom. 
*  (1+/)* 

—  oT??  

Der  constante  Factor  h'{-9e  venehmilzt  mit  der  nntem  Intflgnt- 
grenze.  Lfint  man  also  e  ttetig  Yflnctawinden,  ao  dan  m^nm 
Ofaeiigeht,  80  erhftlt  man: 


(1+/;'  • 

für  liectiiiinito  Ulilere  Int^ralgrouze ,  die  jedoch  noch  vom  Atuaiig 
der     ubhuugig  bleibt. 


Sei 

p  Idt 

Nach  Miilti|dieatioB  mit 


(1') 


+/ 
lautet  Gl.  (16): 

woraus: 


I  ä'—  fit 

co8(y  +  d)  «  sin  (9)4-^)  -  j^^j^^ 


(19) 


ein  Resultat,  daas  sich  dnrcb  Differentiation  I«cht  bestätigt  Alf 
rein  analytischem  Wege  hfttte  sicfaf  dasselbe  schwerikh  anffiades 
lassen;  es  war  vielmehr  haam  wabrscfaeinlkb,  dass  ein  aUgemeiBcr 
Ansdmek  fttr  das  Integral  (17)  existirte,  weil  die  Grossen  /  j;  f 
Functionen  zweier  Variabein  sind,  die  nur  durch  die  CwrenglsiiÄmg 
in  Relation  mit  einander  stehen. 


.  ly ui^uo  Google 


Hopp*'.  Hein  analytische  ConMequenzen  der  Curveniheorie.  421 

Die  Rüiaüou 

welche  für  das  Bestehen  der  Gl.  (VJ)  notwendig  ist,  zeigt  sich  übcr- 
eiDStimmeud  mit  der  1  urmei  (1)  im  vorigea  Artikel. 


S.  4. 

Jetzt  lässt  sich  die  allgcmeioo  Kelatiou  (15)  algebraisch  gestalten. 
Wir  scbreibeu  sie: 

(mt — ii0)c^rrt  -  A  (eonst)  (21) 

Hier  tot 

r^Vl+ft%  (22) 
Ans  den  GL  (19)  findet  maa: 

2    "K  2(1+/) 
rin-^    — 


2  y2{,l^fHl+/+g'+n) 
dalier  wird 

Durch  eine  Orthogonaisiibstitation  gebt  r  aber  in  r«.  Sei  alao 

a  b  c' 
«1  *i  ^1 

ein  constantes  Ortbogonalcoeffidentensyetem,  und  wenn  der  Index  2 
du  fieadtat  der  Siibstitatioii  besraichBet, 

o/  -J- . . .  i      =      + . . . ;  «S  +  •  •  • 

dann  wird 

V2(i+/-,4-y,-f»i,)' 

und  nach  IsUDtührung  iu  Ql  (21)  erhUt  mau; 
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422         B^ppei  Bei»  wa^tUdi»  Ottue^iuiutn  dto  CurvmtAivrk, 


— 


Die  GoBBtante  ^  muM  im  Laafe  der  Corve  dieselbe  bleiben,  alio 
ihren  Wert  behalten,  wenn  die  Tangente,  Hanptnormale,  Binomale 
die  Richtungen  der  «,  y,  s  haben,  so  dass 

wird.  Hier  ergibt  sich: 


das  ist  nach  AasfOhruug  der  Moltiplication: 

b  —  «1  -|-  i(c  —  Oj) 


Den  Modul  des  Zählers  zeigt  Gl.  (3),  der  gemftss  wir  setzen  könnes : 

A  =  V2{i^)t**  m 

fia  ^  —     ^'^^  /20V 

Setzt  man  ebenso 

«>»  2,1  - sinSf»  -  (30) 

so  lautet  Gl.  (26): 

Ci+A  -  =  VW=^}t^  (31) 

Die  Gleichlieit  der  Modnln  ist  von  selbst  offenbar;  denn  das  Qnadnt 
des  Moduls  zur  Linlcen  ist: 

1 1  +7,  + 1+7"  ^  (1  +7)  (1 1  +^><i+«  - 
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Die  AmpUtude  des  ersten  Fecters  in  (31)  ist: 

^      ^  (i+/)/t'-r  (!+/•) 
die  GielcfasetKiiiig  der  Amplituden  gibt; 

♦+^+l»t  -  «  (32) 
Entwickelt  man/t,  f/«     »Mb  (24),  so  komait: 

-  f  1  -a)/-f^(n>^iO-f  c(n-{-g') 
Nimmt  man  hierzu  nach  GL  (30): 

m  

SO  findet  man: 

tg(^+/»)-Ki+/)[-(i-«)^+*("^-''')+-(«+/)] 
H^'+»)+€(Ä'-»)>K(^'HH.)M-(A'-m)«B 

Nach  GL  (1)  ist  aber 

(i?'+'0*+(Ä'-m)««  (1+/)* 

daher 

,  .    ,   .       — (1  -  g)l-*(V-«»)  +  g(l+/+g^+«) 
Andrerseits  ist 

V — *  g — 

und  nach  GL  (82) 

tg(f*t  — «)  —  -tg(t/;+^) 

folgBch 

^^^^ä-^a)/'+*(l  ») +cCA'-  m) 

Demuach  hat  iler  Ausdruck  zur  Linken  ilie  Eigenschaft  sich  nie 
zu  än  krn,  wenn  entsprechend  einer  Kotatiou  der  Curve  um  die 
Axe  ^xH^^  varüren. 


(33) 


424         Hoppe:  JUin  ojuU^/ücAc  Coiu€qw$JU«m  dtr  OmwUktork, 

§.  5. 

Wir  babea  alt  jodeoftUs  begriffsii  in  nacfa  (H.  (Id)  iu^ 
stellt,  wo  dio  ConsUoten  noch  nicht  bestÜBn^  dnd.  Sdei  r  lad  r| 
defioirt  durch  (23)  und  und 

Durch  Biffereatlatioii  folgt: 

DsM  Ten^chea  mit  (31)  und  (37)  gibt: 

"  ^     1^  1-a  (l-«)yi+«+Ä4+<^ 

Nun  ist  nach  Gl.  (22)  (19) 


uad  wir  gewinuen  aus  (34)  zuD&clifit  die  neue  Integralformei: 

Für  a  —  1  ist  der  Attsdnick  nicht  direet  anmidhar.  Um  aaf 
den  FaÜ  stetig  Obersogehen,  sei 

a  »—  c,  —  008  x:     6^  —  1  j     c  —  — Oj  —  Siü  x 

and  it  nnendlich  Idein.  Dann  wird  bei  Entwidnlmig  bis  anf  1.  Ord- 
nung 

1—«  1— a  » 


daher 


»  l+/+<7'+nH-.(A'-m)  ^ 
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Nm  ist  nach  Gl.  (1«) 

(1  +f+9+  ny  +  (A'  -  m)«  =  2(1  +f)  (1 

folgUeit 

.  (^"0(g'+»»  -^ft '  (i+z^+jy^-l-tt)  -/(y-m)  j 


— riH 


El  ist  aber 

(A  -  i)  0/'+  »0  -  /(A'  -      -  *<y'+  n)  +  (/'m  -  ^'0  -  {In  +fh') 

und  nach  Gl.  (2) 


daher 


-» i^+r+?2j  ""1+7+ 


In  einfachster  Geetalt  hat  maa  alao: 

riLzJ!L,u  

+f 


wie  sich  auch  durch  Diffsrentiation  leicht  bestätigt 

§.  6. 

Jetzt  ist  für  irgend  einen  Wert  von  welcher  vom  Coefficienten- 
aystem  abhängt»  lAiigs  der  Conre 


(1 

g  —  ih 
1+/ 


Da  man  eine  roomontane  Stellung  der  Tangente,  Haapt-  and  Binor- 
male  for  y  nnd  m  Btektang  wählen  kann,  so  ist  es  gestattet  das 
Wertsystem 

als  existirend  zu  betrachten  und  in  die  Gleichung  einzuführen.  Dann 
kommt: 

_i-a,-£^^  l-fa+^,+e,+»(&,-c,)l/        ^  . 
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Nun  ut  nach  61.  (2) 

ood  die  Gldcfaiuig  redidit  sich  auf 

&  — Ol  — — q»)— »[<^+gi+»'(gi4-^)]  .  ^ 

 ~  2(1^ 

oder 

^         Ä  — 
1  —  « 

Mit  Anwendung  von  Gl.  (1*)  können  wir  das  Resultat  scbreibea: 

2(i-a)(i+/)  y(T=j-^q:vf^,)(f+^ 

Diese  Formel  stellt  das  Prodact 

(l+a  +  6r  +  c,)(l+/'H-i,'+n)(l4-/*+W+'4)  (37) 

als  Quadrat  dar.  Die  3.3  darin  figurirendeii  GrOssea  sind  dioRidi- 
tnngscosinns  gleichnamiger  Axcn  dreier  orthogonaler  Axenq^steiiie 
gegen  einander.  Das  Prodnct  bleibt  daher  ungeändert  erstens  bei 
Vertauscbnng  der  3  Axensystcme,  zweitens  bei  gleichzeitig  cyklischer 
Vertauschuug  der  Axen  innerhalb  jedes  Systems.  Die  Basis  des 
Quadrats  zeigt  dagegen  nicht  dieselbe  Symmetrie ;  daher  Iftsst  sie  skh 
in  9  verschiedenen  Formen  darstellen,  welche  identisch  sein  mflsssn. 


S.  7- 

Nach  dem  Yontehenden  ist  nnn 

1  l+l+g-^n-\-i{h'-m)     "]  h^h_\ 

für 

1_       —    -f     —   ^  ^  h —  fe 

Das  allgemeinste  Integral  r,  der  Ol.  (7)  mtiss  den  glelcben  Ausdruck 
für  allgemeine  B,  C  haben.    Soll  nun  r,  das  ailgemeiBste  Integrsl 
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nprisentireii,  so  ist  einzige  Bediogung,  dass  ftr  gegebene  C  die 
Gl  (38)  erftllt  werden  können.  Setzt  man 

tt  «-CO0»;  h  sssinisinv;  «»sinAoosv 

«I     «-nnxsiaii*     5^  —  cosusin^siny-l-Gosfftcosv 

cos Asittftoosv — cosfisinv 

<ij  ■*=  —  sio  xcos/*  i      i/^  —  cos  X cos fi  sin  v  —  siu   cos  v 

»  cosxcosficos  v-^Bin/isinv 

dauu  wird 

^-i8in^e-l(i«+»)}  C--»tg|e-*  (89) 

Setzt  man 

so  erhält  man  die  4  BedinguDgen: 

^l^Pt  |i+v  =  2(R— Ji)  (40) 
tgs-«i  vs=-R-^  (41) 


Jie  Ampliladcngloicbungen  lassen  sich  durch  (i  und  v  erfüllen,  die 
Modnlgleichungen  im  allgemeinen  nicht.  Demnach  ist  das  durch 
Gl.  (25)  (24)  definirtc  nicht  gleich  allgemein  mit  r^.  Beide  unter- 
scheiden sich  durch  einen  reellen  Factor. 

Betrachtet  mau  dagegen  /•«  als  Bc^tinünTingsgrüssc  der  Curve,  so 
zeigen  die  Gl  (9)  (10)  (11),  dass  nicht  uui  ein  reeller,  sondern  ein 
beliebig  cumplexer  Factor  von  jedem  r,  mithin  auch  von  rg  aus  den 
Werten  von  /",/',  /  herausfällt,  so  dass  die  erste  Gl.  (39)  zur  Be- 
stimmung der  Curve  nicht  mit'?\irkt.  liier  fallen  <n»'  Gl.  (40)  weg; 
nur  die  Gl.  (41)  sind  notwendig  und  bestimmen  x  und  v,  während 
u  willkürlich  bleibt.  Erwiitrt  man  indes,  dass  durch  »  und  v  ebenso 
wie  durch  i  die  Lage  der  Cnrvo  zur  x  Axe  allein  bestimmt 

wird,  wiihrend  a  nur  die  willklirlicho  Kotation  um  die  j-  Axe  aus- 
dnh  kr  .  erkennt  man.  dass  die  allgemeinste  Lösung  der  Ditieren- 
tiaigleichuug  sich  vollküinnien  mit  der  allgemeinsten  liage  einer  Cur>'0 
deckt  Man  kann  demnach  die  UifterentiaJgleicbung  nicht  dazu  ver- 
wenden, aus  ilcr,  einer  spcciellen  Curve  entnommenen  Losung  die 
Bestimmung  anderer  Corven  abzuleiten. 
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i  8. 

Seien  r,  rj,  definlrt  dnrch  Gl.  (23)  entsprechend  3  veneUe- 
deDcn  Lagen  derselben  Corre.  Dann  noae,  weil  alle  die  61.  (7)  er- 
flUlen,  eine  linearo  Relation 

Jr+ii|r,+4|r,  =  0  (42) 

zwischen  ihnen  existiren.  Durch  DHferentiatioa  geht  dama  hamr: 

Ana  beiden  Gleicfaaogen  findet  man; 

(O  — CO«       —  u    Ca —  CO« 

AiA.tA^^  1  —  s  

r  rj  r, 

Ifan  braucht  dann  nur  ein  apeciell«  s  Wertsystem,  bezeichnet  dnrch 
den  Index  0  einzufahren,  tun  die  Formel  (43)  zu  einer  bestimmten 
an  machen,  nämlich: 

das  ist  einer  algebraischen  Relation  awischen  3  orthogonalen  Syatemen. 

Zu  spedeller  Anwendung  mögen  das  zweite  und  dritte  Axen- 
System  gegen  das  erste  die  liichtungscosinus 

010  001 
001  100 
10  0  0  10 

haben.  Znr  Coefficientenbestimmang  setzen  wir 

Y-^'=««l 

dann  werden  die  m  nach  der  Reihe  0,  1,  t,  die  r  ebenso  2 ,  1  — 1\ 
14-»»  die  Cocfficieaten  haben  den  gemeinsamen  Factor  1(1—0»  nach 
dessen  Weglassang  sie  sind:  1,  —1,  —1.  Die  Gleichnng  lantot: 

r— rt— r,  =  0  oder: 

Vi  +7-f  g'+n  y  1 4-  ^  4-  A'-f.  i 

Macht  man  die  Oleichang  rational,  so  erh&lt  man:* 

2ia+/+iy'4-")*-f-aH-y+A'+/)*+a+A+/'-f-mn  - 

(i+/+^+A+/'+^'H-*'+«+«+«»)*. 
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|.  9. 

lu  raeiuer  aualytischen  Curvautlioorio,  Arch.  T.  LVI.  S.  G2,  habe 
ich  gezeigt ,  dass  jeder  Lösung  r  der  Gl.  (7)  als  zweite  der  coiOa- 
gifte  Wert  von 

entipricbt  Setzt  man  den  Wort  ittr  Ar  r'  nnd  flir  r  die  Ans* 
drOeke  (14)  (23),  lo  erhält  man  folgende  Dantellang  des  allgemeinen 
lQt6gral§: 

Den  Differentialqnotienten  findet  man  leicht  ans 

Setzt  man  den  coi\jngirten  Wert  ein,  so  ergibt  sich: 

Hiernach  mnsa  für  iigend  welche  Constanten  A,  M  sein: 
das  ist  fttr  /  —  /  •«  »  —  1: 


-2i* 


Diea  ergibt  2  nene  algebraische  Relationen  und  2  neue  Darstellungen 
dee  symmetrischen  Prodncts  (37). 
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Miuedlm, 


XXI. 

Miscellen. 


1. 

Eine  Gruppe  plMümetriseher  Maximm  und  Mtutina. 

Es  Bei  ABC  ein  Bchiefvnnkliges  Dreieck  mit  deo  Seiten  ak  und 
den  Winkeln  aßy,  A«  Hohe  m  O  der  Mittelpunkt  des  eingesehrie- 
benen,  der  des  der  Seite  a  angeschriebeneQ  Ereisei,  «  vnd 
deren  Badien  und  fb  nnd  ihre  Berahmosspankte  mit  der  Seite 
AC^  a+h+c  —  2t  nnd  ^  der  Inhalt  des  0reieeki«  so  ist  bekiiuit> 
lieh 

Betrachtet  man  von  den  Stücken  «  a  «  ^  pa  je  drei  ab 
gegeben,  so  erhält  man  eine  Reibe  von  An^gAhen,  deren  Lösung 
sich  meist  durch  den  blossen  Anblick  der  Figur  ergiebt   Nimmt  man 

je  zwei  Stücke  als  constant  an  und  denkt  im  Uebrigen  die  Figar 
veräuderlich ,  so  ergeben  sieh  ebenso  leicht  interessante  Sätze  über 
Maxima  und  Minima,  die  zwar  vereinzelt  in  Aufgabcusamralungen  zu 
finden,  in  diesem  Zusammenhange  aber  und  so  einfach  bewiesen  mir 
nicht  bekannt  geworden  sind.  Namentlich  bei  der  Determination  der 
oben  angedeuteten  Aufgaben  durften  dioselben  fttr  den  Uoterneht 
vorteilhaft  Anwendung  tindou. 

Vorbemerkung:  Berühren  sich  die  Kreise  O  nnd  O»,  so  ist  ABC 
gleichschenklig,  weil  die  Halhimngsliaie  AOO^  des  Winkls  a  saf 
der  Basis  senkrecht  steht  Im  folgenden  kommt  es  immer  darauf 
an,  die  Figur  so  zu  verftndem,  dass  die  Kreise  O  nnd  O«  sich  be- 
rtthren. 
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L  Es  Uaibe  c  uwl  a  consteBt  Mit  «  iit  auch  seise  Halbi- 
nagattiiie  der  Bichtang  naeb  Mgelegt  und  mit  Wa  —  a  ist 
die  Stneke  OO^  meriiidefliclL  Wird  nnii  W»  so  veischoben,  doss 
ilQ«  =  •  wftehst ,  so  wachsen  gleichasitjg  dvsqg  nad 

A«  «  — ,  bis  sich  O  and  Oa  berahren,  folglich  gilt  der  Satz: 

Voa  allen  Dreiecken  tber  denelben  Basis  weiche  in 
dem  Winkel  an  der  Spttae  flbereinstimmeii,  bat  das  gleich» 
eeheiddige  den  grOssten  Umiuig  und  Inhalt,  den  grOssten 
eingeschriebenen  Kreis  nnd  die  grösste  zur  Basis  geliürigu 
Hobe. 

2.  Durch  a  iniJ  ^  ist  das  Dreieck  Ä'^nO,,  gegeben.  Lftast  man 
8iSa  =s  a  kleiner  werden ,  so  wächst  ^,  demnach  auch  J  ^  nnd 

zufolge  der  BedehnDg     ^  ^     ~  ^a)*  ^^^^^^^^'^ 

Alle  Dreiedke,  welcbe  in  dem  Winkel  an  der  Spitze  A 
nnd  dem  Vm&ng  flbereinstimmen,  haben  den  der  Seite  a 
angesqhriebenen  Kreis  gleich.  Das  gleichschenklige  aber 
hat  beim  Minimnm  der  Basis  ein  Hazimnm  des  Inhalts, 
der  Höhe  nnd  des  eingeschriebenen  Kreises. 

3.  Hält  man  a  uud  q  und  damit  das  Dreieck  AiöO  lest,  so 
nehmen  mit  l6^a  ^  u  auch  A'Ba  —  »,  Qa  und     »  ^  ab,  wikhreud 

Jka  wegen  r  wädhst,  nndil9     «^a  constant  bleibt; 

Alle  Dreiecke,  welche  sich  eiuein  gegcbciiou  Kreise  so 
umschreiben  lasseu,  dass  sie  einen  gegebenen  W  iukel  a  an 
der  Spitze  enthalten,  stiuniion  im  Ueberschuss  der  Scheu- 
kelsumme  über  die  Basis  überein.  Das  gleichschenklige 
aber  hat  neben  der  grössteu  zu  a  gebörigcn  Höhe  am 
kleinsten:  den  Umfang  uud  Inhalt,  die  Basis  und  den  der 
letzteren  augeschricbeucn  Kreis. 

4.  Harn  schlage  mit  einen  Kreis  um  ^ ,  so  ist  BC  inssere 
Tangente  für  denselben  nnd  den  iCreis  O.  Bleibt  jetzt  a  nnd  A« 
GODStant,  so  rückt  o  auf  der  festen  Linie  AO  nach  A  bin,  wenn  p 
kleiner  wird.  Gleiehaeitig  aber  nehmen  ABy  AC^  BC  nnd  damit  « 
tmd  ^  •»  ^  ab,  also 

Von  allen  Dreiecken,  welche  in  einem  Winkel  und  der 

zugt'liorigcn  Ilrihi'  ubcrciubUiiiiiiru.  hat  das  .ulcicbsclkuklige 
ein  Minimum  lui  Basit»,  Umiang,  luliiUl  uud  eingeschrie- 
benen iueis. 
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5.  Wenn  bei  eonstantem  a  und  il  s  ^  der  ünfimg  «  almimiiit, 
Bo  mnas  9  wachseit,  also  O  und  auf  der  üesten  Linie  ilO  a- 
aammenrtlGken,  ebenso  und  O«,  bis  sieb  die  Kreise  O  bei  mebaen* 
dem  tind  O»  bei  abnebmendem  Badins  berllbren.  B.  b. 

Yon  allen  gleich  grossen  Bretedten  mit  demselben  Winkd 
a  an  der  Spitze  bat  das  gkichscbenklige  den  grösaten  ein- 
geschriebenen nnd  flielcbaeitig  den  kl^nsten  der  Basia  an- 
gescbriebenen  Kreis.  Ansserdem  ein  Ifinimnm  der  Baals 
nnd  des  UmÜMigB  nnd  ein  Maadmnm  dw  znr  Baab  gebOrigen 
Höbe. 

G.  Mit  a  und  s  sind  die  Strecken  ^-Ö^S.i  und  A'öa  und  damit  die 
Lote  in  ^  uud      auf  A'iba  alB  Oerter  für  O  und      gegeben.  Mit 

«As 

a  wachsen  ancb  9  nnd  ^«  and  daher  wegen  j  ^  gg  ^      ancb  J 

nnd  hof  demnach: 

Von  allen  Dreiecken,  welche  In  der  Basis  a  nnd  dem 
Umfang  übereinstimmen,  hat  das  j^eidischenklige  den  Winkel 
an  der  Spitze,  den  eingeschriebenen  so  wie  den  der  Basis 
angeschriebenen,  die  zor  Basis  gebArige  HObe  nnd  den  In- 
halt sm  grOssten. 

7.  Es  sei  a  nnd  9  eonatant,  also  ancb  Dreieck  OWm  mid  daa 
Lot  in  9a  aaf  60.  als  Ort  Ittr  O«.  Bewegt  sieb  A  naeb  O  bin,  so 

wird  §  «  A^a  kleiner  nnd  damit  auch  A  ^  ^  nnd  hm  « -^9  wah- 
rend Qa  nnd  «  wachsen,  folglich 

Von  allen  Dreiecken,  welche  sich  einem  festen  Kreise  so 
umschreiben  lassen ,  dass  sie  eine  gegebene  Basis  a  ent- 
halten ,  hat  das  gleichschenklige  den  grösstcn  Winkel  an 
der  Si)itzc  und  den  grössten  der  Basis  angesehriebeneQ 
Kreis,  aber  den  kleinsteu  Umfang  nnd  Inhalt  und  die 
kleinste  znr  Basis  gehörige  üöhe. 

%,  Halt  man  neben  a  ^  ÜMt,  nnd  liest  A  sieb  YOn  B  foitf 
bewegen,   so  wachst  «=:^l0s  and  q  nnd  damit  nnd 
2A 

hm  ^  Da  stets  ^  <1 9«  bleibt,  so  tritt  die  Berühmog  der  kreise 
O  nnd  Om  nnr  dann  ein,  wenn  a     89«,  fols^cb 

Von  allen  Dreieckeu,  welche  die  liasis  und  den  derselben 
angcschritjl)üni  u  Kreis  gleich  haben,  besitzt  das  gleich- 
schenkligt  den  klciriB^Mi  Winkel  an  der  Spitze,  ab<»r  den 
grössten  eingeschriebeneu  Kreis,  den  grössten  Umfang  and 
Inhalt  und  die  grösste  znr  Basis  gehörige  Höhe. 
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9.  Mit  Bind  die  Lota  in  B  und  SB»  aaf  fest- 
pkglL  Soll  dAnn  noch  J  constant  bleiben,  so  mnw  wegen  ^  —  9* 
•  eboflliBien,  wenn  q  wftchit,  dann  nehmen  aber  anch  «  nnd  ^  zu, 

wfthrend  ha=  —  constant  ist,  aiäo 

Von  allen  gleich  grossen  Dreiecken  von  derselben  Basis 
hat  das  gleirhsrhonkligc  den  kleinsten  Umfan^^,  den  grOssten 
ein-  und  dn  ikisis  angeschriebcucn  Kreis  und  den  grosstou 
Winkel  au  der  Spitze. 

10.  Durch  ^  nnd  «  ist  ^  beatimmt  Legt  mau  »  «  fest 
nnd  Ifls8t08ii>^a  abnehmen,  so  raeken  die  Kreise  Onnd  zusammen 
bis  znr  Berfihmng,  dann  ist  a  ein  Minimum  a^.  Wächst  dagegen 
a,  so  bewegt  sich  das  oonstante  OO  -  nach  A  hin,  nnd  daher 
wSchat  der  Winlcel  «  nnd  der  Radius  Qa  bis  sich  die  Kreise  zum 
zweiten  Male  berühren,  dann  ist  a  ein  Maximum  »  os,  d.  h. 

Es  lassen  sich  einem  Kreise  unendlich  viele  Dreieclce 
umschreiben,  welche  alle  denselben  Umfemg  und  Inhalt 
haben.  Unter  diesen  ist  da^enige,  welches  die  Uemste 
Seite  nnd  den  kleinsten  gegennber  liegenden  Winkel  ent- 
halt, gldduHshenklig,  ebenso  da^enige,  welches  die  grOsste 
Seite  nnd  den  grOesten  Winkel  an  der  Spitze  hat.  Oder: 
Ein  Dreieck  Iftsst  sich  mit  Beibehaltung  desUmfangs  stets 
so  Yerwandein,  dass  es  eine  Seite  a  zwischen  zwei  Grenzen 
«H  und  oder  einen  Winkel  zwischen  zwei  Grenzen  «| 
und  enthält 

2« 

Da  3a,  <  2«  und  Sot  >•  2»  ist,  so  liegt     zwischen  o,  und  «4, 

nnd  mau  kann  also  jedes  Dreieck  mit  Beibehaltung  des  Uinlangs  so 
verwandeln,  dass  eine  Seite  ^  des  Umtaugs  wird.  Mit  Bonatzung 
Ton  6.  ergiebt  sich  dann: 

Von  allen  Dreiecken  mit  demselben  UmfiMg  hat  das 
gleiohseüige  den  grössten  Inhalt 

Da  ferner  3«|  <  180^  und  Sttf  >  180^  ist,  so  liegt  W  zwischen 
Ui  nnd  CT]  und  man  kann  demnach  jedes  Dreieck  mit  Beibehaltung 
des  Um&nga  so  verwandeln,  dass  es  einen  Winkel  von  60*  enthält^ 
Aua  &.  folgt  dann: 

Ton  allen  gleich  grossen  Dreiecken  hat  das  gleichseitige 
den  kleinsten  Umfang. 


S6 
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Anmerkang.  Die  Sätze  vom  gleichsdtigcD  Dreieck  werden  ge- 
wöhnlich als  selLstventäBdliche  Zusätze  7m  5.  und  6.  gegeben^  wie 
in  der  Planimetrie  von  Heis  und  Eschweiler.  Steiner,  geeanmieite 
Werke  II  185  führt  einen  andern  Beweis  von  Lhoilier  ftD  und  giebt 
einen  eigenen  ^  der  dem  obigen  ähnlich  ist.  Geht  man  vom  gleicb- 
schenkligen  Dreieck  aus,  so  ergiebt  aich  die  halbe  Basis  x  desselbei 
als  Wnrsel  der  knbiscben  Gldchiing 


Maximum  bei  gegebenem  «,  oder  «  ein  Minimum  bei  gegebenen  f 
ist  Dies  sind  ebenfalls  die  obigen  Sfttze.  Siebe  Lampe,  Geome- 
trische Aufgaben  S.  7.  ^ 

11.  •  und  beeümmen  das  Dreieck  AOa^  und  damit  des 
Winkel  «.  Nimmt        —  a  ab,  so  wflebst  g  und  folgUdi  ancb 


Alle  Dreiecke,  welche  den  Umfang  und  den  der  Basis 
angeschriebenen  Kreis  gleich  haben,  stimmen  auch  im  Winkel 

an  der  Spitze  übercin.  Das  gleichschenklige  unter  ihnen 
aber  hat  die  kleinste  Basis,  die  ^i'^^sste  zur  Basis  gehörige 
Höhe,  deu  grösstcu  Inhalt  und  den  giössten  eingescliricbe- 
neu  Kreis. 


12.  Aas     —         -y  folgt  ^:a«>Aa:2«.    Mit     und  «  ist 

also  das  YerbflltniBs  ^ :  a  and  dadnrcb  die  Richtung  09«  als  Ort 
für  O  gegeben,  wenn  der  rechte  Winkel  A^Oa  festli^  Hit  nach- 
sendem  a  — nehmen  auch  ^  und  a  zu,  indem  sich  AO  nm 
A  dreht,  ebenso  J  ^^bi 

Von  allen  Drdedcen  mit  demselben  Umbag ,  welche  in 
einer  Höhe  flberdnstimmen,  hat  das  gleichschenklige  am 
grössten:  die  Basis  und  den  gegenlkberliegeodeu  Winkel, 
den  eiageschriebenen,  so  wie  den  der  Basis  aageschriebenea 
Kreis  und  den  Inhalt. 

13.  Sollen  Q  und  Qa  constaut  sein,  so  ist  dies  aucli  /  Mit 
169a  =  a  wird        «=  «  und  J  =  q»  kieiuer  und  a  grösser,  aiso 

Alle  Droieeke,  welche  deh  einem  Kreise  so  umscfanibsa 
lassen ,  dass  der  der  Basis  angeschriebene  Kreis  eine  ge- 
gebene Grosse  hat,  stimmen  in  der  Höhe  zur  Bssis  ftbsr 
ein,  das  gleichschenklige  aber  hat  die  kleinste  Basis,  den 


und  zwar  ist  x 


=  o  d.  h.  Dreieck  gleichseitig,   sowol  wenn  q  eio 
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kleinsten  UmüMig  nnd  Inhalt,  dagegen  den  grdssten  Winkel 
an  der  Sj^tse. 

14.  Mit  o  and  ist  a  and  b  constant;  mit  a  nnd  ha  aaeb  a 
und  ^,  mit  #  nnd  ^  oder  p  und  4  ebenso  «  nnd  9,  mit  9  und  A« 
oder  und  A«  endlich  9  und  ^  gegeben.  Diese  FSlle  dnd  also 
in  dem  Obigen  miterledigt  Dr.  J.  Lange. 


2. 

Ein  IhwleekMata* 

P  sL'i  i'iu  belieger  Puukt  lu  der  Ebeuo  des  Dreiecks  ABC.  Soll 
eiae  Gerade  durch  so  gelegt  werden,  dass  ihr  von  den  Dreiecks- 
seiteu  AB,  AC  begreu/ier  Teil  von  r  halbirt  ist;  so  zieht  man  durch 
P  eine  Parallele  zu  .IC,  welche  AB  iu  A'  trifft,  und  trägt  auf  AB 
die  Strecke  KCa  =  AK  aufj  CaP  ist  die  verlangte  Gerade. 

G«P  treffe  AC  in  Ba.  Zu  dem  Zwecke ,  zwischen  den  drei  Oe* 
nden  BmC^  nnd  dem  Dreiecke  ABC  eine  Beaiebnng  bensnstellen, 
Sueben  wir  die  Gleiebnng  der  Geraden  ^C«. 

Die  trimetrischeu  Punktcoüriliuatcü  vuu  P  bezüglich  des  Urdrei- 
eckes  AMC  (BC  =  «)  seien  ^a^bVc-   Ferner  ist: 

^C^O      1  0 

Der  unendlich  ferne  Punkt  dieser  Geraden  hat  die  Form: 

c     0      — « 

Die  Gleichung  der  durch  P  zu  AC  gezogeneu  Parallelen  PK  ist 
demnach: 


c 

ff» 

9* 

0 

0 

ffe 

Fe 

— a 

Die  Geraden 

PK^  -'fl|>»       Cpe+«Jto  ^Cj»» 
AB^O  0  1 

treffen  sieb  in 

Beieiebnen  wir  mit  X{a)  die  Länge  der  Normale  von  X  auf  BC 
nnd  mit  F  den  Flftcheninhalt  des  Fnndamentaldreiecka,  so  ist; 

as* 
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-  0 

Nacb  der  angefahrten  Coostructiuu  ist  K  die  Mitte  von  ACt, 
Ee  ist  also: 

-  - —  

CSi(a)  sr  2Jr(a)~i((a) 
2F 

2i^(6)  =  .4(A)  +  CW(*) 

Cii(c)  -  0 

Ca  —  cpe  +  op«  —  Zipi    2afb  0 

/^aCa  trifft  i/C  in 

*  —  ö    —  Ph(apa  +      —  cpe)    pdcpt  4-  op«  —  *p*) 

Die  %  üQg&sk  in  der  Geraden 

Diese  Gerade  ist  der  Harmoniioden  des  Pnnittee  P  imialleL 
£b  sind  nftmlich  zwei  Gerade 

einander  paraUel,  wenn 

X^iiCg^^i)  —  0 

Die  IJarnioilikaie  des  Panktes  P  bezüglich  des  Urdreiecks  irt 
die  Gerade  2^bpe.  Für  die  Gerade  1^}  und  die  HarmAm^u  ^  p 
i&t  demoacli: 
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Eä  ist  aber 

Folglich  Ist  die  Qende  0  4er  pAndleL  Wir  haben  also  folgen- 
den  Batst 

Die  dn  i  durch  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Drei- 
ecks gezogenen  Geraden,  deren  van  je  zwei  Driüecksseiten  begrenzten 
Stücke  durch  den  gewählten  Punkt  halbirt  werden,  trofiFen  die  Gegen- 
seiten in  Punkten  einer  Oeradon,  welche  der  Harmonikalen  dieses 
Punktes  parallel  ist 

Projiciren  wir  die  Fignr,  so  wird  die  nnendfieh  ftnie  Gerade 
eine  Oerade  Q^i,  welche  die  ßC  in  trifft.  K  ist  dann  der  Schnitt- 
pnnkt  der  Geraden  AB  und  PB^,  ist  der  so  ^  becQglich  BTC, 
vierte  harmonieche  Poalct  Die  S^Ca  treffian  die  BC  in  Paukten 
einer  Geraden  ®,  von  welcher  die  Harmonikale  von  P  nnd  die 
in  demselben  Punkte  geschnitten  werden.  Wir  haben  also: 

P  sei  ein  beliebiger  rmikt  iu  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC. 
Die  Gerade  ®i  treflfe  JiC  in  .1,.  Bezüglich  nnd  des  Schuitt- 
panktes  der  PB^  mit  AB  liege  Ca  zu  A  harmonisch. 

i)ann  treffen  die  B^Cß  die  BC  in  Punkten  einer  Geraden  9\  diese 
Gerade,  ^  und  die  Harmonikale  von  P  schneiden  sich  in  einem 
Pnnkte.  Für     5  o,  wird 

9  S  pbpe  (^j  pb  +  CiPc  —  «ipa). 

Wien,  Deoember  1864.  Emil  Hain. 


Ein  8atB  tber  legelsehaltto,  die  einem  IMeek 
einbsschrieben  sini* 

Ks  möge  mir  gestattet  sein  im  folgenden  die  Frage  nach  dem 
geometrischen  Orte  der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  die  einem 
Dreieck  einbeschriehen  sind,  nnd  deren  Achsenqnadratsumme  ^e 
gegebene  Grösse  hat,  zu  behandeln  und  daran  einige  Folgerungen  za 
scMiessen. 
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ABC  sei  irgend  ein  Dreieck,  AA^,  BB^  wad  CCi  deHon  HAhen 
11 11(1  ^dessen  Höhenschnitt  Wähleu  wir  nttn  auf  AB  irgend  ein^ 
Pnnkt  E  und  auf  AC  ii^end  einen  Punkt  F  und  beschreiben  ab«r 
£C'  und  BF  als  Durchmesser  Kreise,  so  hat  der  Punkt  //  in  Bezug 
auf  die  beiden  Kreise  die  gleichen  Potenzen  HC.HC\  und  HB.HB^, 
liegt  also  auf  der  gemeinsamen  Sohne  derselben.  Sind  femer  M 
und  N  die  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise,  so  werden  alle  Kegel- 
schnitte, die  dem  Dreieck  einbeechriebeu  sind,  und  die  die  Linie  KF 
berflbren,  aus  diesen  Punkten  unter  rechteu  Winkeln  gesehen.  Iit 
also  P  der  Mittelpaakt  eines  solcheiL  Kegelschnitts  mit  den  Halb- 
achsen a  and    so  mnss  somit 

sein.  Andererseits  finden  wir  jedoch,  dass  in  dem  gleichscheakKgsa 
Dreieck  ÄiPJ»  andi  die  Relation 

giltig  ist  Daraus  folgt  aber  sofort  die  Gleichniig 

HP*  =-  a^+b^+HA.HA^. 

Hiebei  haben  wir  swar  voransgesetzt,  dass  die  beiden  Schnitt- 
pttiikto  M  nnd  N  der  Kreise  reell  seien.  Ist  dem  jedodi  nicht  so, 
so  ist  doch  die  letztere  Formel  giltig,  nnr  erleidet  der  Gang  der 
Ableitong  eine  nnweseutUche  Aendemog. 

Aus  der  entwickelten  Relation  HP*  ^  a*-i-b^-{- HA.HA^  er- 
geben sich  nun  folge  Sätze: 

1)  Ist  P  der  MÜtdpnnkt  eines  Kegelschnittes  mit  den  Hslb- 
achsen  a  and  fr,  der  einem  Dreieck  A  oinboschrieben  ist,  so  ist  stets, 
wenn  U  der  Höbenschnitt  des  Dreiecks  ist: 

HP^  =  a^+b^+  const 

2}  Ist  der  Hdhenschnitt  ^es  Dreiecks  Hittelpuakt  eines  Kegel- 
schnitts, der  dem  Dreieck  einbescbrieben  ist,  so  bat  derselbe  nater 
allen,  dem  Dreieck  einbeschriebenen,  Kegelschnitten  die  Ueisate 
Acbsenqnadratsnmme. 

3)  Der  p-eomelrisrhe  Ort  der  Mittrlii unkte  aller  Keu'ol'ifhniUe, 
die  einem  JJreicck  ciübeschritlicu  sind  und  ai "  eine  pegebiuic  Achsen- 
qnadratsnniine  haben,  ist  ein  Kreis  am  den  Höheuscboitt  des  Dreiedn 
als  Mittelpunkt 

Wird  ferner  a'-f  —  0,  so  ist  der  Kegelschnitt  dne  gkicb- 
seitige  Hyperbel  und  wir  finden  den  bekannten  Satz: 
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4)  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen 
Hyperbeln,  rlie  einem  stumpfwinkligen  Dreieck  einbeschrieben  werden 
können,  ist  ein  Kreis  um  den  Hühenschnitt  des  Dreiecks,  der  die 
Kreise  Aber  den  Seiten  rechtwinklig  dorchschneidet. 

Da  ferner  anter  den  Kegelschnitten  sich  solche  befinden,  die  in 
eine  doppelt  zn  rechnende  Strecke  ttbergehen,  deren  Endpunkte  in 
eine  B!cke  und  die  gegenüber  liegende  Seite  des  Dreiecks  fallen,  er- 
giebt  sich  der  Satz: 

5)  Wird  um  den  Höhenschnitt  oines  Dreiecks  ABC  ein  Kreis 
beschrieben,  der  die  Seiten  des  Dreiecks  der  Seitenmitten  von  ABC 
bei  entsprechender  Bezeichnung  in  «t,  «i,  ^,  /^i,  ]f  und  trifft,  so 
ist  stets: 

Da  überdies  congmente  Kegelschnitte  gleiche  Achsenquadral- 
aimune  haben,  so  folgen  noch  die  Sfttze: 

6)  Einem  Dreieck  lassen  sich  höchstens  6  Kegelschnitte  oin- 
beschreibon,  welche  einem  geuu  lM  neu  Kegelschnitt  congnient  sind. 
Dio  Mittelpunkte  desselben  liegen  auf  einem  Kreise  um  den  üöheu- 
schnitt  des  Dreiecks. 

7)  Einem  Kegelschnitt  lassen  sich  höchstens  24  Dreiecke  nm* 
schreiben,  die  einem  gegebenen  Dreieck  congnient  sind;  die  Höhen 
derselben  sind  vom  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  gleich  weit  ent- 
fernt (Dio  Sätze  5),  6)  nnd  7) }  finden  sich  in  Steiner*s  g.  W.  B.  II. 
p.  346. ,  jedoch  giebt  Steiner  in  letzterem  Satze  irrtümlicb  die  Zahl 
6,  anstatt  der  Zahl  24  an.) 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  uoeh  hinzulügen,  dass  diese  Sätze 
wenigstens  teilweise  noch  giltig  sind,  wenn  zwei  Seiten  des  Dreiecks 
zasamment'aUen. 

Weingarten,  im  Febr.  1885.  B.  Sporer. 

4. 

KSrper  xwisehen  zwei  Rotationsellipsoiden. 
Es  liegt  m  Grande  du  System 

l   (')  a«+l!-»-0 
(  (2)    p  +  S-1-0. 
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J}M  geneinaebaftliGlie  Flftchenstack  JCKHLDMGi  ttellt^ 
dar  «Is 

F*  =r  4a&arc8m  7=^=r 
Das  Flftchenstack  JBMQJ  steUt  sich  dar  als 


1.  Die  beiden  Ellipsen  rotiren  gleichzeitig  am  die 

os-Aze. 

Es  entstehen  zwei  Rotattons^Upsoide,  welche  ein  Kürpentflck 

gemeinschaftlich  haben.  Ausser  diesem  gemeinschaftlichen  Körper- 
stücke entstehen  zu  beiden  Seiten  des  zweiten  Rotationsellipsoids, 
links  und  rechts  zwei  congruente  Körperstücke  des  ersten  Rotations- 
ellipsoids und  endlich  bleibt  noch  ein  wulstföniiigcs  Kurperstück  vom 
zweiten  Kotationscllipsoidc  rings  um  das  gemeinscliaftliche  Körper- 
stück des  durch  liotatioa  der  Ellipse  (2)  am  die  kleine  Axe  eot- 
standeu  ist. 

Es  bezeichne  ann 

Fj  das  Volumen  des  gemeinschaftlichen  Köi-perstückes.  das 
durch  Rotation  von  KCJGMDLHK  eutatanden  ist; 

das  Volumen  des  Körpers»  der  durch  Rotation  von 
OJBMGüABi  UKALH  am  die  »-Axe  entstanden  ist; 

das  Vülumeu  des  Körpers,  der  durch  liutation  von 
KCJE  oder  LDMF  um  die  j;-Axe  ciiUtauden  ist. 


Daun  ist 


K,  ==  lohn  )  i 


.  ,     ö«  — 

Drehea  sich  beide  ElUpsen  gleichzeitig  am  die  y^Aze,  se  eat*- 
stehen  dieeelben  KOrperj  blos  ihre  l4ige  ist  eine  andere. 
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3.  Die  beiden  fiiiipsen  rotiren  gleichseitig  um  ihre 

kleinen  Axen. 

Es  entstehen  zwei  breitgedrückte  Rotationsellipsoide. 

Denken  wir  uds  in  0  senkreclit  auf  der  oyBbene  die  «-Aze,  so 
berOhren  sich  beide  Kdrper  in  s  «  +a  und  s  »  — o. 

Es  soll  das  Yolnmen  des  den  beiden  Rotationsellipsoiden  go- 
meinscbaftlichen  Körperteiles  berechnet  werden. 

Die  Gleichung  des  Rotationsellipaoides ,  welches  durch  Rotation 
von  OEH  nm  GM  entsteht,  lantet 

«p-rftS-Ta«  ^' 

Logen  wir  jetzt  eine  Schuittebcne  in  der  Entfcroang  z  p  von  O 
durch  beide  Kön)cr,  so  erhalten  wir: 

Oller,  wenn  für  p  nun  wieder  z  stehen  gelassen  wird,  wir  uns  aber 
denk  n.  dass  s  jetzt  constant  ist,  so  können  die  Gleichungen  auch 
die  Form  annehmen 


-1-. 


Diese  beiden  Schnittfigaren  sind  wieder  nnr  EUipsen  mit  den 
beiden  Axen  bezflgUch  a|/l— und  6^1— 

Das  gem^nscbafUidhe  KOrperstttck  V  wird  sich  mm  elofoch  dar* 

/■ 

steilen  als   #  wo  anter  /(m)  das  gemeinschaftliche  FlAchen- 

— « 

sttek  JCKHLDMQJ     verstehen  ist,  imd  worin  Jetst 
«=ra|/T^  und 


zu  setsen  ist. 
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Es  war 

b 

f{z)  =  4aÄarc8m;^===i 

folglich  wird  hier 

^(f)-4«*(l-^')arc8iii  * 


oder 

oder 
d.  h. 


h 


Das  VoliHuon  dos  gemeinschaftlichen  Körperteil*  s  ist  gleioh  dem 
vierfachen  Voiunicu  cinor  Pyramide  iiiil  der  Gruudüächc     and  der 

IlÖbc  a. 

GrObzIg,  im  Docember  1884. 

Dr.  Albert  Bieler. 


5. 

WsBii  stehea  dte  Tes  eineai  F««kte  ab  eine  KeseliehBtttallidc 
geMfenen  swel  TBngcBten  avf  eluBier  eeBkieekl* 


üm  diese  FrBge  sofort  fttr  alle  KegelachnittsliBieii  K  beBatveitai 
zn  kttonen»  gehen  wir  tob  der  sogenBBnten  ScheitelgleidiBag 

^  p£-\-  jac*  1) 


aas,  welche  bekanaflich  für  |>  s=  2a  nnd  9     —  1  etaero  Kreise 

Halbmesser  o.  f or  p  «-      und  9.^  ^      einer  Ellipse  mit  des 

Halbachsen  a  und  6,  fOr  p  —      und  9  =  ~t  ^^^^  Ujperbd  mü 

den  Hidbachsea  a  and  6,  ftlr  g  =  0  einer  Parabel  mit  dem  Panunelv 
p  eatqpricht. 

Die  Tangente  T  an  den  Kegelschnitt  A  hat  die  Gleichoog 
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welcbe  auch  auf  die  Form 


gebracht  wordcir  kau».  Die  Coordinatou  (r,  y)  der  Bcrührungsi)iiiikto 
müssen  den  Gleicluiniron  1)  mul  2)  genügen,  können  somit  berechnet 
werden.  Es  ergehen  sicli.  wie  bekaant,  zwei  BerUliningspuukto 
^1  •  •  •  ^i)  onü  ...  (xj,  jf^  und  dem  cutsprecbeod  auch  zwei 
Tangenten 

Diese  stehen  auf  einander  senkrecht,  wenn 
ist,  oder  die  Gleiehiing 

bestt'ht  Wenn  wir  in  die  letzte  Gleichung  die  aus  1)  und  2)  folgen- 
den Wurzt'lwertö  einsetzen,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  4),  in 
uic  lautenden  Coorüiuatcn  (|,  i/)  der  Tangente  T  vorkumnien, 
Withlon  vir  ;  und  r]  so,  uiis>.  der  Gleichung  -1)  genügt  wird,  dann 
sind  die  vom  l'unktc  P  ...  (f,  an  Abgezogenen  Tangcuteu  nor- 
mal; d.  h.  die  Gleichung  4)  ist  die  Gleichung  einer  Linie,  die  alle 
jene  Punkte  enthalt,  von  welchen  Tangenten  an  A'  ausgehen,  die  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Wie  Gleichung  3)  zeigte  braucht  man  die 
\\  ur/elwerto  selbf^t  nicht,  nun  lern  nur  (s^i-j-a'j),  und  y^y^.  Um 
datur  Werte  zu  hudeu,  bercchuü  man  y  aus  2}  und  setze  es  in  1) 
ein.   Man  erhält: 

weshalb 
und 

 P^' 

Berechnet  man  x  aus  2)  und  setzt  es  in  1)  ein,  so  ergibt  sich  die 
Qlcichuug: 

Es  ist  also: 
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Werden  üuu  diese  Werte  in  die  Gleichnng  3)  eingeführt,  so  liudet 
sich  nach  einfacher  Umformung  die  Gleichang 

d.  i.  die  Gleichang  eines  Kreises  K, 

Wir  kOnBen  somit  die  oben  geitollle  Frage  daUn  beaaCworteiis 
Die  Tom  PniikCe  P  ...  ^)  wa  die  KegeladiiiittsliBie  iT  ...  ^  — 
1«+^  getogenea  Tangeotes  steten  mr  dtan  nf  einander  senk- 
recht, wenn  der  Punkt  P  auf  dem  Kreise  K  -^•+»1^+^+4^=0 
üegt. 

Die  Gleichungen  1)  und  i)  zeigen  Ms  ancli  noeh,  dass  nnd 

p 

k  deuselbeu  Mittelpunkt  M 0)  besition,  nnd  dass 

der  Halbmesser  des  Kreises  h  die  Grosse  r  ^        ~~  4^  hat 

Demnach  nimmt  r  den  Wert  ay2  an.  weun  A'  ein  Kreis  vom  Halb- 
messer fl  ist;  den  Wert  Va*  -f-**»  wenn  A'  eine  Ellipse  mit  den 
Ilalbachsi'ii  n  und  h  ist;  d(Mi  Wert  Vn^  —  A*,  weuu  A' eine  Hyperbel 
mit  den  Halbachsen  «  und  //  ist;  dnn  Wert  x  (d.h.  wird  eine  Go- 
rade) wenn  K  eine  Parabel  ist.  In  letzterem  Falle  {q  =»  0)  rednölt 
sich  die  Gleichung  4)  wirklich  in  die  lineare  Gleichnng: 

k  geht  also  in  die  Leitlinie  der  Parabel  über. 

Die  Werte  filr  r  lassen  andi  noch  erkennen,  dass  k  bei  einen 
Kreise,  einer  Ellipse  oder  einer  Parabel  K  immer  reell  ist,  dass  aber 
X;  dann  in  einen  Pnnkt  degenerirt,  wenn  K  eine  gleichseitige  Hyperbel 

ist,  (weil  (r  =  Va*  —  ^  0  wird)  und  dass  gar  keine  zu  einand» 
senkrechten  Tangenten  möglich  sind,  wenn  K  eine  Hyperbel  ist,  deren 

Hauptachse  kleiner  ist  als  üic  Isebeuaclise.   (r  =  Va*  —  ^  wird 
nämlich  in  diesem  Falle  imaginär.) 

Pola,  am  10.  Mai  1886. 

Franz  Schiffner, 
k.  k.  Prot 
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6. 

2iT  CoMTerf  eaz  der  Rellieii. 
Eine  nndiidliehe  Beilio 

<o+*i+'t+  —  +<»+  —  =  ^ 
ist  oQBvergent,  wm 


ist 

Wird  Lim  ^~  t=si'\-\^%Q  con vergilt  die  UeiUe  Qocb,  wenn  stattbat 

FQr  den  Fall  Lim-^^i— —  1  soll  im  Folgeudeo  eine  analoge 
B^gel  nntigsetflllt  werden. 

Betrachten  wir  die  unondlicbe  Keiiie 

80  ist  dieselbe  convergent,  so  lange  ü  ist,  weil  iu  diesem  Falle 
die  absüluleu  Werte  der  Glieder  fortwährend  abnehmen  und  ausser- 
dem «egelmMger  ZeldienveoliBel  voriuuiden  ist.  Fflr  « 1  ist 
dies  klar.  Wird  n  <i  1,  so  kann  man  setzen 

und  die  Reibe  gebt  Uber  in 

J  Lj._L 

Vi   y2  ys 

welche  aas  obigen  Gründen  ebenfalls  convergirt  Fdr  u  wird  nun 


die  Beibe  T  noch  convergiren,  wenn 


Ist  also  Lim      =  —1,  so  wird  naeb  einem  bekannten  Satze 


446  AfiMdln. 


bleibt.  HieraoB  folgt: 


£ä  ist  aber 
Algo  mQ88  aach  sein 

'(-*T.-)>-+ka)/a> 

Laaacii  wir  jetzt  k  uueodlich  werdeu,  so  ergiebt  sich 

Da  QUO  n  >  0  sein  mius,  so  ist  die  Reibe  T  fikr  Lim^^—  — 1 
noch  coavergeDt,  wenn 

»t 

Diese  Kegelo  wolieu  wir  auf  die  limomialturmei  auv^eudeo.  Es 

ist 

Nach  (1)  erhalten  wir  snnichBt 


Es  nrass  demnacb 
sein. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  GrenzfiLlle  x  =  ^1  und  «  -*  +  1. 
I.  Fflr  m=—l  wird 

Lim^^^-  +  1; 
liach  B^el  (2)  haben  wir  also  zn  bilden 


Digitized  by  Google 


JISmcOm.  447 


und 


_J* 


Fikr  das  Statthaben  d«r  Convergens  ist  also  notwendig 

oder 

IL  Ist    •»  4~  ^9  ^  wird 

Um^  1. 

Nach  Rogel  (3)  erhalten  wir  aodann 

nnd 

Also  mnss  sein 

l  +  ^>0 

oder 

1. 

BerUn,  Mte  1884. 

Dr.  A.  Borsch, 
Assisteut  im  Küuigl.  ^tüUüti&ciiüu  lastituU 


7. 

AreklaMdlseiie  Kreitqnatolnr. 

Nimmt  man  nach  Archimedes  das  Yerbältniss  des  Durchmessers 
znm  Kreise  wie  7  zu  22  an,  ein  Wert  der  vom  wahren  nur  um  4 
Zehntansendtel  desselben  differirt,  so  verhält  sich  der  Radius  sor 


Seite  eines  der  Kreisfl&che  gleichen  (Quadrats  wie  1  zu 


Kiiu  recht  einfaclie  Constniction  dieses  Verhältnisses  möchte 
woi  maucbmal  voa  ÄuweuUuiig  seiu. 
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Man  titge  auf  einer  Geraden  4  gleiche  Strecken  ^^a  tJ^  dnen 
Grenzpankte  ABCDE  seien,  enrichte  in  I>  ein  Lot,  iveiehet  ?o« 

einem  am  A  dnrcb  E  geacfalageoen  Kreisbogen  in  F  getroffen  verde, 
ziehe  BF^  errichte  in  B  auf  BF  das  Lot  BG  «=  BF  nnJ  verbinde 
F  mit  G.  Dauu  ist  das  Quadrat  ttber  FQ  gleidi  der  Kreisflicbe 
vom  Badiiis  DF. 

Ist  der  Radius  r  gegebeu,  so  mache  man  FH  =  r  zur  Strecke 
uut  FI),  ziehe  HJ  parallel  DG  ^  wo  J  Schuittpunkt  auf  FG.  Daun 
ist      die  gesachte  Qaadratseite. 

Die  Werte  der  einzelnen  Strecken ,  simtlicb  Seiten  rechtwink- 
liger Dreiecke,  ergeben  sich  einfach.  Aas 


dies  verbunden  mit  BD  =-  2a  gibt: 


io  dass,  wie  behanptet  war, 

1  m 


R.  Hoppe. 
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Litterarischer  Bericht 


Methode  und  Principien. 

Die  Mathematik  als  Lohrgcgeiistand  des  Gymuasiums.  Eine 
pädagogische  Untersuchung  von  Job.  Karl  Becker,  Professor  der 
Mathematik  um  Gymuasiuin  zu  Bruchsal.  Berlin  1883.  Weidmann. 
99  S. 

You  J.  E.  Becker  Bind  in  den  Btt  Ber.  244.  247.  251.  256  bisher 
5  Schriften  besprochen  worden ,  deren  erste  bei  systematischer  Ans* 
fahrong  die  Darstellung  didaktischer  Grundsätze  bezweckt,  während 
die  4  tbrii^n  fttr  den  Schulgebraoeb  bestimmt  sind.  Diese  Schriften 
leiehMB  sich  (abgesehen  von  ihrem  eigenen  Werte)  unter  andern 
nathematischon  Schnlbflchem  nnd  didaktisclion  Schriften  dadurch 
ans»  dnSB  sick  in  ihnen  mehr  ah  gewöhnlich  die  Idee  einer  VcrvoU- 
kommfing  der  Methode  durch  Austrag  der  diffcrircnden  Grundsätze 
knod  gibt,  während  andere  den  allgemeinen  Standpunkt  der  Methode 
nie  einen  bleibend  unfertigen  unbertthrt  lassen  und  jedes  für  sich  nur 
nach  den  Ansichten  des  Verfassers  und  nach  den  Bedürfnissen  der 
eißzeloen  Unterrichtsanstalten  die  beste  Wahl  zu  treflfeu  sucht.  Offen- 
bar bietet  eine  Erscheinung  vom  erstem  Charakter ,  sofern  sie  die 
Fortbildang  der  Methode  zu  einer  gemeinsamen  Arbeit  aller  Päda- 
gogen macht  und  einen  dauernden  Erfolg  für  die  Zukunft  anbahnt» 
dem  Interesse  der  Fachgenossen  mehr  dar  als  eine  solche  letzterer 
Art,  die  im  ziellosen  Wechsel  nur  eine  auf  ihren  Kreis  und  ihre  Zeit 
beschränkte  Stellung  behaupt('t  Was  mau  jedoch  in  andern  Dingen 
von  einem  Autor,  dem  der  bewusste  stetige  Fortschritt  am  Herzen 
liegt,  zu  erwarten  pflegt,  die  BerücksichtiguDg  der  bisherigen  Lei- 
stungen nnd  Anknflpfong  an  dieselben»  war  im  vorliegenden  Falle 
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nicht  wol  ansfOlirbar;  der  Grand  findet  sich  auch  Im  4.  Abschnitt 
der  gegenwärtigen  Schrift  einmal  kurz  ausgesprochen.   Ein  systema- 
tisch ausgearbeiteter  Entwarf  war  vor  allem  notwendig;  einen  solchen 
fand  der  Verfasser  nicht  vor;  es  blieb  ihm  daher  nur  übrig  selbst 
einen  Entwurf  aufzustellen,  und  als  solcher  lassen  sich  seine  Schriften 
betrachten,    lieber  diejenigen  Punkte,  in  welchen  derselbe  teils  vom 
Gewöhnlichen  abwoirlit.  teils  über  bestehende  Differenzen  entschied,  hat 
sich  der  Verfasser  ausgesprochen  und  den  t'arligeuossen  Gelegenheit 
geboten  an  seinen  Aufstellungeu  Kritik  zu  üben.    Letzteres  ist  von 
niehroren  Seiten  geschehen.   Eine  Bcantwortnn^'  »Icr  erfahrenen  Beur- 
teilungen ist  bereits  in  der  ProgianmuirbLit  des  Verfassers  enthalten: 
Zur  Keform  dos  grunictriscbon  Uiitcrnclits,  IjPÜage  zum  Jabrosbericht 
des  Grussherzogliclicii  Gyiauasiuins  zu  Wurtboun  für  dä>?  Schuljahr 
1079— IS^HÖ.    Diese  Arbeit  erscheint  jetzt  nochmals  als  Anhang  zur 
gegenwärtigen  „pädagogischen  Untersuchung'*.   Der  Gegenstand  letz- 
terer ist  die,  aus  einer  Vorbetrachtung  über  die  Stellung  und  den 
dioselbe  begründenden  Wert  des  mathematischen  Unterrichts  an  Gym- 
nasien sich  (Tfrebondp  Frage:  Welche  Stellung  hat  nuter  den  Lehr- 
fächern des  Gyinnabiums  speciell  die  Mathematik  einzunehmen,  wenn 
dieses  seinen  Zweck  \ullkonmicn  erreichen  soll,  uline  die  Schüler 
mehr  ais  notig  zu  belasten?  Sie  wird  in  2  1^  ragen  geteilt:  1)  Wel- 
chen Gewinn  für  die  formale  Bildung  zieht  man  aus  dem  Unterrichte 
iu  der  Mathematik  speciell,  und  inwieweit  ist  gerade  die  Mattiemaük 
j.nv  Kr/icluiij^'  dieses  Gewinnes  uucrlasalich  oder  wenigstens  zvitck- 
massiger  als  andere  Diäciplinen  V   2)  Welchen  realen  Gewinn  für  die 
Bildung  ziehen  wir  aus  dem  Studium  der  Mathematik,  und  wieviel 
ist  von  dem  mathematischen  Wissen  und  Können  unerlftsslich,  wenn 
wir  in  dem  Verstäuduiss  unsrer  gegenw&rtigen  Cultor  nicht  empfiad- 
liclie  Lacken  Iiaben  wollen?  Die  Beantwortoog  fUurt  anf  die  weitm 
Fragen:  3)  Weldie  Bifldplinen  der  HatiMmAtik  orwciica  lidi  ab 
anerlAnlich  oder  wenigetena  als  iweekmässig  für  den  Lehiplaa  te 
Oyamamoms  \  und  in  welcher  Ansdeknung  mflssen  aie  geldnt  war^ 
den?  4)  In  welcher  Methode  mftiaen  diese  eiuelBea  matkeaatiaekeB 
Disci^inen  gelehrt  werden,  damit  a)  der  Gewinn  Ar  die  formale 
Bildnng  ein  grösstmöglicher,  b)  der  Gewinn  an  notwendigem  matke 
matiechem  Wiesen  nnd  K(tnnen  ansreickend  and  fest  sei,  c)  die  Be- 
lastung der  Schmer  dnrch  diese  Disciplinen  im  richtigen  yerhittiiinsa 
dtehe  zn  dem  erzielten  Gewinne?  Und  wie  sind  diese  Diselpünea  aaf 
die  einseinen  Classen  su  verteilen?  »  Der  formale  Gewinn  healoht 
darin,  1)  dass  der  Schiller  lernt,  die  Dinge  selbst,  nicht  blosse  Be- 
griffe, richtig  wahrzunehmen,  zn  veigleicken,  zn  nnterscheiden  nnd  sa 
ordnen;  selbst  Begriffe  anf  ihre  Bealität  zu  prflfon;  9)  dass  er  be- 
obachten lernt,  was  nm  ihn  voigebt,  nnd  beflUiigt  wird  selbsttodig 
aas  beobachteten  EinzelfUtten  allgem^ne  Bügeln  in  akitrakiren  «ad 
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andre,  welche  ihm  mitgeteilt  werden,  aaf  ihre  Bichtigkeit  zu  prOfen^ 
9)  daas  er  nachdenken  lernt  Dieee  Ffthigkeltea,  die  fttr  das  Sta- 
dium der  Natnrvissenachaflen  direct  notwendig  sind,  ergflnzen  auch, 
abgesehen  von  der  Bedeutung  der  Mathematik  als  HiUiiwissenschait, 
wesentlich  die  allgemeine  Bildung.  Mehr  als  die  Arithmetik  ist  die 
Geometrie  geeignet  sie  zn  entwickela,  und  in  dieser  mehr  die  Auf- 
gaben als  die  Beweise  fi^rderlich  fillr  das  Nachdenken.  Der  reale 
Qewinn  vom  mathematischen  Unterrichte  auf  gegenwSrtigem  Stand- 
punkte ist  nach  Ansicht  des  Yer&ssers ,  abgesehen  von  einigen  6e* 
misarten»  gering,  wftrde  sogar  noch  geringer  werden,  wenn  man, 
wie  eüBogß  wollen ,  die  Steiner*sche  pragectivische  Geometrie  an  die 
Stelle  der  Enklid'schen  setzte.  Die  Frage»  ob  er  sich  erhöhen  Hesse, 
fthrt  auf  den  vierten  zu  erOitemden  Funkt  Die  dritte  Frage  wird 
dareh  wenig  mehr  als  AufdUilung  der  zwecknUtosigea  Disciplinen  er- 
ledigt Bevor  noch  der  formale  Gesichtspunkt  zur  Gdtung  gebracht 
ist,  hat  der  reale»  rflcksichtlich  der  elementaren  Physik,  Erd-  und 
GQmmelskunde,  denen  der  Verfasser  noch  das  Versicherungswesen 
hittznfligt,  bereits  ziemlich  so  viel  gefordert,  als  der  gewöhnliche  Gym- 
nasialcttrsas  enihAlt  Eine  möf^iche  Beschränkung  ergibt  sich  also 
nicht  Die  vierte  Fhige  hetre&nd  die  Methode  gibt  Anlass  so  prin- 
dpiellen  Erörterungen,  welche  zugleich  als  Rechtfertigung  des  Ver- 
ISsbrens  in  den  Lehrbftchem  des  VerAmers  dienen.  In  JBetreff  der 
Aiitbmetik  wird  zuerst  erinnert,  dass  die  algebraischen  Operationen 
nnt  allgemeinen  Zahlen  nicht  als  Auswertnngen,  sondern  als  Trans- 
Ibnnationeo  mit  redproker  Anwendnng  au&ufiusen  sind,  und  dass  in 
diesem  Punkte  selbst  die  Einteilung  der  Aufgaben  nicht  zur  fedschen 
Ansiebt  verleileB  solUe.  Gegen  diese  Lehre  ist  von  lECiner  Seite  ein 
Einwand  erhohen  worden;  in  so  vielen  LehrbOchem  sie  auch  unbe- 
aditet  bleibt,  so  scheint  doch  niemand  die  entgegenstehende  alte  Ge- 
wohnheit verteidigen  ztt  wollen.  Der  zweite  Punkt  betrifft  die  snc- 
cessivo  Erweitening  des  Zahlhegriib.  Die  sich  derselben  auschlieasende 
Methode,  weldie  nach  Tk  'Wittstein's  schematischer  Anfetellang  von 
den  meisten  Lehrbttchem  dem  Grundgedanken  nach  adoptirt  ist,  und 
die  wir  filr  die  einzig  richtige  halten,  wird  hier  ohne  ein  Wort  der 
Bechtfertignng  vorausgesetzt  Ihr  zufolge  werden,  wie  es  nicht  an- 
ders sein  kann,  die  Operationen  zuerst  an  positiven  ganzen  Zahlen 
erklärt  und  behandelt  In  Bezug  auf  die  Beiheufolge  der  Erwette- 
magen  pflegt  man  sich  nicht  an  das  Schema  der  Operationen  zu 
bhiden.  Nach  dem  Schema  würden  die  Negativen  vor  den  Brachen 
elnzuAhren  sein,  weil  die  Division  spftter  als  die  Subtraction  gelehrt 
wird.  Es  empfiehlt  sich  aber  die  Negativen  spftter  einzufahren,  wo- 
durch ein  vexirender  mehrmaliger  Wechsel  der  Anschauung  vermieden 
wird.  Der  Ver&sser  sagt  hier  davon,  man  mflsse  die  Abstraction 
nidit  weiter  treiben,  als  nnbedkigt  notwendig  ist,  und  die  B^ffs 
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erst  (iauu  prweitcrn  ,  wenn  der  l.chrstofF  diese  Erweiterung  Terlailfl  — 
mit  der  ganz  uubegreitiicheu,  durch  uicbts  motivirten  Aeussenuig,  er 
könue  darum  von  der  ihm  vom  Ref.  dos  Archivs  ..über  diesen  Punkt* 
erteilten  Belehrung  keinen  Gebrauch  machen.    Das  Referat  über  B. 
Lehrbuch  der  Arithmetik  steht  im         litt.  ßer.  S.  41—44.  Daria 
ist  gegen  das  Obige  nichts  f  rinnert  worden;  welche  Belehrung  der 
Verfasser  meint,  ist  schlcthihiii  nicht  zu  erraten.     Dagegen  ver- 
schweigt er  die  darin  crfaliriiu  Misbilligung  seines  \  erl^ihrcns  in 
andrer  Umsicht,  dass  er  n  inliLli  den  Begriff  der  isegativeu,  der  im 
Vorhergehenden  bereits  augebahnt  wnr.  davon  abspringend  auf  eine 
neue  Basis,  auf  die  der  eutgegcugi  si  tzten  (Qualitäten  stellt,  wodurch 
der  Schtller,  der  die  Identität  nicht  durchschauen  kann,  nniiotiger- 
weisc  in  eine  Complication  zweier  anBclieiiiciid  verschiedeucr  i!ei,'riffe 
geführt  wird  --   uiiuütigerweise,  dcuu  wenn  t  r  den  Begriff  der  JSegA- 
tiven  durch  tiitircgengesetzte  Qualitäten  vordeutlichen  wollte,  so  stand 
dein  nichts  entgegen,  nachdem  der  Begriff  aus  der  Transformation  von 
a—b  iu  —■b-\-a  abgeleitet  war.   Dass  er  den  nicht  unwichtigen 
Punkt  der  Definition  der  Negativen  hier  gar  nicht  cr\^aUüt,  iäsit 
vermuten,  dass  er  sein  Verfahren,  welches  statt  de«  allgemcineu  und 
deichmüssigen  Begriffs  einen  Hpee-ellcn  und  vun  Inistundeii  abhan- 
gigen gibt,  nicht  verteidigen  will  oder  weuigsttns  keiucn  Wert  darauf 
legt.    Ks  folgt  die  Besprechung  einigei-  unbedeuteuden  Punkte,  Mn 
Hecht  wird  die  Forderung  abgewiesen ,  die  Multiplicatiou  nach  sogtriL 
neuer  Methode  zu  lehren,  d.  h.  Kechuuugsvorteile  in  die  Erklamag 
einzumischen,  was  auf  ein  mechanisches  Eiutlbcu  mit  Vernachläs«- 
gung  des  Verständnisses  hinauskomatt.    Wichtiger  ist  die  nachher 
besprocheue  Frage  nach  dem  Begriff  der  Multiplication  mit  liruLhen. 
Der  Verfasser  verteidigt  die  laugst  als  falsch  verurtcüLe  Deuiiiiion: 
mit  b  multi])liciren  heisöt  aus  der  Zahl  a  ebenso  eiuo  neue  Zahl 
bilden,  wie  b  aus  der  positiven  Einheit  gobüdct  wini'  .    Er  sagt:  eia 
Schüler  auf  dieser  Stufe  könne  sie  nur  so  verstehLu,  wie  sie  gemeiat 
sei.    Das  heisst  doch,  er  kiitm  sie  entweder  gar  nicht  oder  so  ver- 
stehen, und  in  der  Tat  ist  ci>  ihm  durch  die  Andeutung  leicht  ge- 
macht die  Bcgriffsbildung  ganz  zu  uutorlasseu;  deuu  wenn  stlUbi  der 
Lehrer  nicht  direct  zu  sagen  \\  :  iss,  wie  die  „neue  Zahl"  zu  büdefi 
sei,  Bo  wird  der  Schüler  nicht  kluger  sein  wollen;  letzterem  wird  die 
Schwierigkeit  zugeschoben,  tlber  welche  ersterer  nicht  hinwegkommen 
kann.    Beifügungen  zu  dem  rätselhaften  „wie",  die  der  Verfasser 
vorschlügt,  „direcf'  oder  .,unnjittelbar'^  würden  dem  Maugel  nicht 
abhelfen;  denn  es  liandelt:  sich  überhaupt  um  Verstehen,  nicht  am 
Vermeidung  eines  MisverstitndnissLS.    Weiter  sagt  der  Verfasser,  er 
kenne  nur  2  präcise  Definitionen,  uud  diese  seien  für  ObertcTtiäücr 
nicht  iassiich.    Auch  lilsst  er  zn ,  dass  man  auf  eine  DetiniLon  ver- 
zichte. Da  ihm  keine  der  angefiüirteii  Auskünfte  aimahmhar  schein, 
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SO  wM  et  wol  dem  Bef.  gestattet  wIb,  an  das  niehstliegeDde  Ter« 
fiduea  sn  erinners,  welches  Becker  gar  alclit  in  BeCracbtang  zieht 
Ist  die  Defioitien  der  Midtipllcation  mit  ganzen  positivem  Zahlen 
mB  «  B+Ji-}-B-[-  ...  nicht  Mxük  für  Erflehe  ansreiehend?  In  der 
Tat  bedarf  es  nor  bot  Anwendung  der  Znsiehnng  Torherbekannter 
Sätse,  an  weiche  die  Sohllier  mit  Nntien  erinnert  werden,  nnd  die 
aoch  ftr  den  erweiterten  Begriff  anentbehrlich  sind:  1)  Der  Molti- 

plicand  B  ist  beliebig  benannt  2)  Der  Bruch  '  mit  beliebiger  Be- 

nennoQg  ist  gMohbedentend  mit  der  in  Einheiten,  deren  n  die  or- 

B 

spruugiiche  liaoheit  geben,  gezählten  Zahl  m.  Da  nun  ^  das  Zei- 

eben  filr  eine  Zahl  ist,  deren  »  die  Kinheit  B  geben,  so  ist  ~B  nach 

Ii 

gewöhnlichem  Begriff  dasselbe  als  m.-.    £Uoo  ncao  Deünition  ist 

demnach  ganz  ftherflflssig;  es  bedarf  nnr  einer  Erlftntemiig,  damit 
das  Bekannte  richtig  angewandt  wird;  eine  solche  wflrde  aber  nach 
jeder  der  genannten  Definitionen  ohnehin  nfttig  sein,  nnd  letztere 
wOiden  die  Orieotinuig  eher  eraohweren.  Auch  l&r  die  Moltiplication 
der  Irrationalen  ist  keine  neue  Definition,  sondern  nor  Anleitung  znm 
richtigen  Gebrauch  des  Bekannten  erforderlich.  Zum  Bekannten 
darf  maü  wol  rechnen  die  Dantellung  der  Irrationalen  durch  Deci- 
maUnmch  bis  zum  beliebigen  Grad  der  Crenauigkeit,  d.h.  den  Begriff 
der  anendüch  kleinen  Differenz.  Determinanten  in  Anwendung  auf 
die  elementare  Behandlung  der  Oleichangen  einzuführen  verwirft  der 
Verlasser,  und  dem  wird  man  gewiss  gern  beistimmen,  wenn  man  die 
detaiUirte  Ausführung  vor  Augen  hat  So  einfsch  die  Determinanten- 
theorie  auf  allgemeiner  Basia  ist,  so  complicirt  und  unerquicklich  ge- 
staltet sie  sich,  wenn  mau  vom  SpedeUen  aufsteigen  will.  Soll  sie 
flberliaupt  auf  Schulen  gelehrt  werden,  so  gehört  sie  ihrer  Natur 
nach  zur  Combinatorik,  mithin  in  die  höhere  Olasso.  Die  übrige 
Mitteilung  des  Ijehrgangs,  mag  sie  auch  ganz  wesentlich  für  die  be- 
treffende Frage  sein,  können  wir  hier  nicht  wiedergeben.  Gründe 
sind  zwar  für  jede  Wahl  ausgesprochen ;  doch  erscheinen  dieselben 
niebt  als  entscheid^,  aohmge  der  beliebten  Muthodo  keine  andern  • 
gigenflbeigeatellt  werden,  nnd  dazu  hgtte  der  Au&ats  weit  lAnger 

In  Betreff  der  Geometrie  nehmen  wir  zu  dem  Wenigen,  was 
dieaee  Capitel  enthalt,  sogleich  die  Programmaibeit  hinzu,  welche  die 
daau  gehörigen  Fragen  ausführlicher  bespricht.  Die  erste  Frage  ist 
nach  der  Ursache,  warum  die  Schüler  so  ungleiche  Fortschritte  in  der 
Malhnmatlk  machen.  Der  Verfiuser  ist  sehr  scbneli  mit  der  Antwort 
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fertig;  wenn  wir  nicht  afinebmen  sollen,  dan  mm  Lernen  der  Xrtlia- 
matik  eine  beiondere,  seltene  Begabang  gehört  (dass  würde  heinei 
anf  alle  ErkUmng  vorzicbten),  so  kann  nnr  die  Lehrmethode  schuld 
sein.  Er  halt  also  den  erstem  Fall,  dass  in  mner  EigentHmlidikeit 
der  Mathematik  ein  wesentlicher  Gnind  liegt,  gar  nicht  der  BeIrsch- 
long  für  wert,  sondern  lässt  ihn  beiseite,  weil  sein  Extrem  gewisi 
von  niemandem  behanptet  wird.  Dass  freiKdi  nur  besonders  bflgshte 
Schüler  fähig  sind  Mathematik  zn  lernen,  scheint  nicht  wol  glaab- 
Uch.  Ob  aber  eine  gewisse  natürliche  Geistesricbtang  nnd  Neigong, 
wenn  auch  nicht  vorausgesetzt  werden  muss,  so  doch  das  Lenwa 
sehr  erleichtert,  ist  dadurch  nicht  entschieden,  und  nmsomehr  wert 
zu  untersuchen,  weil  daraus  wesentliche  Qesichtspmikte  f&r  die  Me- 
thude entspringen.  Wir  dürfen  die  Frage  nicht  abecgehen:  Was 
fordert  die  Mathematik  Tom  Lernenden  verschieden  von  andern 
DiscipUnen?  £s  lassen  sich  sogleich  d  Dinge  nennen:  1)  Das  Ver- 
weilen im  engsten  Ideenkreise ;  denn  wer  im  Kleinen  am  Unterschied- 
lichen achtlos  vorbeigeht,  wird  im  Grossen  kein  Auge  dafür  habea. 
2)  Die  absolute  (vom  Gemüt  unabhängige)  Gerechtigkeitslicbe  und 
Unparteilichkeit)  welche  sich  beim  Zuviel  sowenig  beruhigt  als  beim 
Zuwenig.  3)  Der  Ordnungssinn ,  der  Gesetze  entdeckt  In  diesen 
Punkten  zeigen  die  Kinder  schon  im  frühen  Alter  verschiedene,  bis- 
weilen entgegengesetzte  Neigung;  offenbar  werdeii  diejenigen,  deren 
Triebe  den  3  Forderungen  entsprechen,  einen  grossen  Vorspmn;.'  in 
der  Mathematik  haben.  Hieraus  erklären  sich  hinreichend  die  ua- 
gleicheu  Fortschritte.  Becker  erwähnt  als  speciüsche  Kig(  uscluift 
der  Mathematik  nur  die,  dass  sie  abstracto  Georenstände  habe  de- 
rade  diese  Aussage  aber,  sooft  man  sie  aueh  itort,  ist  unzutreiiend, 
und  vermutlich  der  Ausdruck  fehlgegritfeu ;  es  ist  oben  ein  nnüber- 
legtes,  vom  Gefühl  einm  ^rbenes  Urteil.  Abstracto  Gegenstände  huben 
alle  Disciiilinen  ausM  r  etwa  der  Geographie  und  Naturgeschichte. 
Mag  vielleicht  damit  gemeint  sein,  dass  die  Gegenstände  mora- 
lisch indifferent  sind  und  dem  Leben  fem  stehen-,  doch  auch  dies 
filllt  nur  darum  auf^  weil  eben  solche  eine  so  minutiöse  Sorgfalt  be- 
anspruchen. 

Ist  es  nun  Sache  des  Unterrichts  auch  ilieieaigeu  Schuler,  welche 
die  günstige  Neigung  nicht  mitbringen,  für  Mathematik  zu  befähigea, 
so  ist  es  jedenfalls  unerlässlich ,  dass  derselbe  die  genannten  For- 
derungen selbst  erfüllt  Davon  abweichen  zu  wollen  ist  wol  andi 
seit  Euklid  niemandem  in  den  Sinn  gekommen,  bis  die  Refons« 
bestrcbungcn  an  die  Oeffentlicbkeit  traten,  in  denen  namentlich  <Se 
erste  Forderung  vielfach  ausser  Augen  gesetzt  ward.  Da  anch  die 
gegenwärtige  Schrift  von  der  Reform  des  mathematischen  ünlerrichfii 
handelt,  so  wird  das  Vorstehende  darauf  ansawenden  sein.  Kernt 
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man  wie  gewöhnlich  die  vor  dem  Refonnzeitalter  herrschende  Me- 
tbode die  Enklidischc,  so  müsste  es  doch  die  nächste  Aufgabe  für 
eine  Schrift  zugunsten  der  Reform  sein,  diese  Kuklidische  Methode 
soweit  zu  charakterisiren,  dass  man  daraus  erkennt,  was  daran  bessc- 
ruri;^'sl)i  Uurttig  sei.    Dass  dies  bisher  alle  solche  Schriften  unterlassen 
haben,  darauf  deutet  die  Angabe  der  gegenwärtigen  hin,  welche  als 
hauptsächliche  Vorwürfe,  die  mau  jeuer  Methode  gemacht  hat,  die 
unklarst  möglichen  Aufstellungen  anführt.   Der  erste  lautet :  Sie  gibt 
kciu    innerlich"  zusammenhangendes  Ganze,  sondern  eine  h  iüio  von 
Sätzeu,  die  nur  dadurch  ..änsserlich"  vcrhnnden  sind,  dass  der  Be- 
weis für  die  Richtigkeit  vmviy  bokhen  Satzes  die  Anerkennung  des 
früheren  vorausgesetzt  Ist  diese  Verkettung  der  Satze  durch  die  Be- 
weise kern  innerer  Zusammenhang,  und  kann  man  einer  beliebigen  Menge 
von  Sätzen  äusseriich  einen  solchen  verleihen?  Sollte  die  Aeusserung 
irgend  einen  vernünftigen  Gedanken  bergen,  so  müsste  man  doch  den 
Denker  bitten  sich  verstündlich  auszudrücken.    Der  zweite  Vorwurf 
lautet:  Sie  gibt  iibirall  nur  Krkcnutuissgründe ,  wo  man  RealgrOnde 
sucht;   d.  h.  es  wird  immer  nur  gezeigt,  „dass*'  ein  Lehrsatz  richtig 
ist,  ualuend  man  nirgends  Einsicht  in  den  inncru  Zusammenhang 
(schon  oben     sagt!)  der  in  den  einzelneu  Siltzen  ausgesprochenen 
Eigonschalten  der  Figuren  erhält,  durch  die  uns   erst  klar  wird, 
„warum"'  er  richtig  ist.    Was  mit  Erkenntniss-  und  Kealgrund  ge- 
meint sei,  bedurfte  freilich  einer  Erläuterung.   Soll  aber  die  beige- 
fügte den  Sinn  geben,  so  wird  man  erst  recht  in  die  Irre  geführt. 
Jeder  Beweis  gibt  doch  zunächst  das  Wamm  und  erst  dadurch  ver- 
mittelt die  Gewissheit,  dass  der  Satz  richtig  ist.    Beide  Vorwurfe, 
sowie  sie  ansgesproclien  werden,  sind  also  nichtig,  das  Termisste  ist 
Toriiaiiden,  es  abzaleagnen  wird  oicbt  gelingen.  Man  wird  nicht  fehl- 
gehen, wenn  man  die  ganse  üniclarbeit  des  Ansdnicks  ans  dem 
Wüsche  der  Yerbesserer  herleitet,  mehr  tn  sagen  als  sie  aufweisen 
können.  Dass  manche  Beweise  nicht  einfSach  genug  sind,  dass  es  an 
systematischer  Ordnung  gefehlt  hat,  und  dass  durch  diese  sowol  wie 
durch  mancheriei  Besiehungen  die  Uebersicht  gefördert  werden  könnte, 
sind  VorwUrfiB,  die  man  Tersteht,  nnr  geht  daraus  keine  eigenUidie 
Beformfrage  hervor;  denn  Jeder  vollzieht  die  Besserung  selbst  Hier- 
zu anzutreiben  beabsichtigte  mau  nicht,  man  wollte  das  Alte  von 
Grund  aus  verwerfen,  hatte  aber  nichts  ihm  gegenflberzusteUen  und 
musste  daher  zu  einem  so  klAglichen  Appell  an  die  Sympathie  der 
Menge  seine  Zuflucht  nehmen.  Der  Verüüser  Iftsst  uns  nngewiss,  ob 
die  von  ihm  angefahrten  2  YorwOrfe  zugleich  seine  eigenen  sind; 
wollte  er  sie  aber  nicht  vertreten,  so  durfte  man  wol  eine  Klarstel- 
lung oder  Abweisung  von  ihm  erwarten.  Als  Ersatz  dafttr  weist  er 
nun  auf  das  Torbild  der  Steiner'schen  Methode  hin,  welche  das  ganze 
Qebiet  der  elementaren  8&tze  mit  einem  Blicke  Oberschaneii  lehrt. 
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Wenn  eine  solche  Leistung  fikr  die  projectivische  Geoaetrie  mögtich  sei, 
80  dOrfo  man  nicht  daran  verzweifeln  ein  gleiches  auch  für  die  Ab- 
Auge  der  Geometrie  zu  erreichen.    Damit  also  deutet  der  Yerftmcr, 

ohne  den  Euklidischen  Standpunkt  cbaraktcrisirt  zu  haben,  an,  dasa 
sich  doch  ein  höherer  Standpunkt  der  Methode  denken  lasse.  Doch 
in  diesem  Gedanken  liegt  Yon  Yom  herein  ein  Widerspruch.  Nohmen 
wir  an,  wie  in  der  Tat  manche  Lehrer  aussagen,  nach  Stcincr'scbeizi 
Vorbild  die  Anfänger  mit  bestem  Erfolge  unterricbtet  zu  haben  ,  die 
Schüler  seien  wirklich  ohne  Mühe  zu  einem  so  urafassrndon  Ueber- 
blick  pelnTigt;  dann  werden  sie  vergleichsweise  in  der  Lage  df^saen 
S(  ii],  der  zum  crstonmril  einen  Fabrikraum  betritt  und  das  ganze  Ge- 
triebe van  einem  i'unkte  aus  überschaut,  der  aber,  wenn  er  mit  Ar- 
beit und  Maschinen  mcht  vorher  im  eiuzciuen  bekannt  geworden  ist, 
keine  Ahnung  davon  hat.  was  alles  bedeutet.  Sie  werden  unter  den 
vielen  Beziehungen  die  wesentlichen  und  notwendigen  nicht  untar- 
scheiden  können,  manches  zur  Anwendung  erforderliche  wol  nicht 
kennen  lernen.  Eben  dieses  Notwendige  und  zwar  diest  ä  allein  gibt 
die  Euklidische  Methode  und  erfüllt  damit  dii5  erste  Forderong,  die 
des  Verweilens  im  engen  Ideeuiireise.  Es  ist  ein  Widerspruch,  mit 
dieser  Forderung  das  Streben,  gleich  anfangs  den  Blick  zu  erweiten, 
verbinden  zu  wollen  ^  eins  arbeitet  dem  andern  entgegen. 

Sehr  oft  lässt  sich  die  Meiuuug  vernehmen,  das  Festhalten  au 
der  Euklidischen  Methode  beruhe  allein  auf  dem  alten  Uerkommen. 
Nun  sind  aber  nach  Bccker's  Rechnung  die  Reformgedanken  bereits 
70  Jahre  lang  tätig.  Wie  geht  es  dann  zu,  dass  noch  keine  wesentp 
lieh  abweichende  Bearbeitung  entschiedene  Aneilieoniing  gefunden 
hat?  Obgleich  längst  widerlegt,  ist  es  immer  tob  neuem  das  genannte 
Yorortei],  wodurch  sich  die  Beform  melHaiis  einsnflfthnB  sssht  Jede 
längt  von  neuem  mit  derselben  liftstenug  an  imd  sddiesil  ndl  dam* 
selben  Miserfolg.  Die  Reform  würde  anf  einem  w^t  Idaxecem  Bodni 
stehen  und  mehr  Achtung  gewinnen,  wenn  sis  mit  der  Finge  be- 
ginne: Welche  Eigenschaften  der  Enklidtschen  Methode  mftsnea 
fsstgehalten  werden«  damit  der  matfiematische  Unlerridit  u&wm 
Zw'eclc  nieht  verfehle?  PerYeriasser  leglsidi  diese  Frage  aickfe  vor, 
ist  vielmehr  gLeich  von  Anfapg  und  im  aUgemeinen  nnd  gaasen  fogen 
Enklid  eingenommen,  2e|gt  sich  aber  offen  ftlr  die  Lehrsn  ssiner 
eigenen  Erfthnmg,  welche  ihn  doch  Punkt  fOr  Punkt  dem  Enklid 
näher  ftthren.  Er  verteidigt  die  DarsteUoiigstaat  wekibe  den  Leluw 
satz  zo  Anfang  stellt  nnd  den  Beweis  folgen  Iftsst,  und  gcsHdit»  daaa 
ihn  die  Uehereinstimmnng  in  diesem  Pnnkte  gOnsligsr  flr  EaUid 
gestimmt  habe.  Diese  Form  ist  doch  also  acbon  eine  Tl'gftimfhaft 
der  Methode,  von  der  wir  nicht  abgehen  dftrfo«.  Auch  iat  dies  nidiS 
die  einzige  Coacesslon:  aiuih  seine  ErkUUmng,  daaa  din  fnjMtiiiKlft 
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Oeonetrle  nkiht  an  die  Stelle  der  Euklidischen  zu  setzen  ist,  zeigt 
iodirect,  du  letztere  manches  besitzt,  was  wir  nicht  ohne  weiteres 
lallen  lasse«  können.  Ein  Pnnkf,  nnd  zwar  ein  wichtiger,  ist  da- 
gegen in  Pregramni  nicht  berührt,  steht  aber  in  Beziehung  zn  einer 
Stelle  in  der  gegenwärtigen  Schrift  I>ie8e  empfiehlt,  den  streng 
wissenschaftlichen  geometrischen  Unterricht  erst  in  Obertertia  zn  be- 
ginnen nnd  ihm  in  Qnarta  nnd  Untertertia  einen  propädeutischen 
Unterrieht  vorhergehen  zn  lassen,  der  sich,  nm  es  knrz  zu  sagen,  auf 
inssere  Beobachtung  beschränkt,  die  dabei  bemerkten  Eigenschaften 
der  ilgnren  nicht  beweist  Ob  dieses  Yorgehen  zu  einem  guten  Ziele 
fttbrt;  muss  erst  die  Erfahrung  zeigen.  Hier  ist  es  jedenfalls  sehr 
einseitig  erwogen,  indem  bloss  iu  Betracht  gezogen  wird,  dass  ab- 
stracte  Gegenstände  leichter  tou  ältem  Schülern  gefasst  werden, 
leitende  Gesiehtspunkte  gar  nicht  aufgestellt  sind,  ein  Lehrbuch  un- 
nMig  sein  soll,  weil  ja  der  nachherige  strenge  Cnrsus  alles  mangelnde 
ergänze.  Was  dabei  aussor  Acht  gelassen  ist,  liegt  nahe  genug. 
Werden  die  Schüler  leichter  über  den  Berg  hinwegkommen,  nachdem 
sie  zwei  Jahre  lang  vor  demselben  Halt  gemacht  haben?  Werden 
ne,  nachdem  sie  bereits  eine  Menge  geometrischer  Gegenstände  ken- 
nen gelernt  und  sich  obcrfiächliche  Begriffe  ange^gnet  haben,  ge- 
neigter und  Aibiger  sein,  noch  einmal  Winkel,  Dreieck  u.  s.  w.  rttck- 
siehtlich  logischer  Beziehungen  anzusehen,  ohne  dass  ein  wirklicher 
realer  Zuwachs  an  Kenntnissen  die  Mühe  lohnt?  Keinem  Lehrer 
kann  wol  die  Bemerkung  entgehen,  dass  Schüler  iu  den  ersten  Jahren 
des  Unterrichts  Jeden  noueu  Lehrgegenstand  oinio  Unterschied  was 
ihnen  geboten  wird-  mit  gleicher  Spanunng  aafnohmen.  Wird  diese 
Zeit  mit  Verweilen  bei  deu  eiut'achsten  Figuren  benutzt  um  sie  mit 
dem  zar  Folgerung  notwendigen  Beziehungen  vertraut  m  machen,  so 
wird  man  keinem  Widerwillen  begegnen.  Später  werden  sie  wähle- 
rischer, der  Gegenstand  scheint  ihnen  zu  armselig;  da  ist  die  zum 
präcisen  Zowerkegehen  erforderliche  Geduld  fiir  sie  eine  schwere 
Aafgabe.  Diese  wird  schon  an  sich  um  so  abschreckender,  jo  weiter 
sie  ohne  Präoision  fortgeschritten  waren;  nun  kommt  aber  noch  die 
Zunentung  hinzu,  dass  sie  beim  Beweis  nicht  allein  die  vorhergehen- 
den Sätze  wissen,  sondern  dieselbe  aach  von  deu  aus  dem  propädeu- 
tischen Unterricht  bekannten  Sät?:eu  unterscheiden  sollen  ^  dio  hier 
keine  Geltung  haben.  Wenn  der  Verfasser  eine  Methode  des  pro- 
pädeutischen Unterrichts  kennt,  welche  von  allen  diesen  Nachteilen 
frei  ist,  80  wird  er  ein  neues  Problem  lösen,  indem  er  davon  Kechen- 
Schaft  und  dazu  Anleitung  gibt.  Bis  jct7.t  hat  man  dio  Nachteile  nur 
durch  äussersie  Beschränkung  des  Umfangs  so  gut  als  möglich  zu 
venringem  gesucht. 

Die  Sehxift  wendet  sieh  nun  zu  den  Eecensionen  der  citirten 
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Bftehcr  des  Yerftmen.  Die  in  diesem  ArofaiT  enthalteiMii  sind  imm- 
licli  retchlicli  bedaclit  wordeo.  Die  HanptsteUen  nnd  in  eiteHD 
mitgeteilt,  und  die  Antwort  daraof  fibei^gelit  Iceinen  Punkt  mit  SÜllr 
achweigen.  Gleicbwol  ist  die  Beliandinng  der  FVagen  nicht  der  Axt, 
daas  sie  dem  Aufwand  entsprechend  den  Zweck  fördern  kdnnte;  lia 
ist  mehr  darauf  gerichtet  dnrch  dialektische  Kunstgriffe  die  Ent* 
Scheidung  hinauszuschieben  und  Air  diesmal  noch  dem  Urteil  zu  ent- 
gehen als  die  Sache  zu  IdAran.  Die  erste  Antwort  beginnt  mit  einem 
persönlichen  Ausfiall  g^n  den  Becensenten,  indem  sie  demselben 
ein  Dogma  Ton  vermeintlich  nnfehlfaarer  Wahrheit  zuschreibt  —  wol 
nur  um  dem  zuvorzukommen ,  dass  man  vom  Yerfiisser  ein  glcMies 
sage.  Es  handelte  sich  um  die  Bedeutung  der  Axiome  der  Geomc» 
trie.  Der  Verf.  erklärt  sie  fttr  unmittelbar  einleuchteudo  Sätze;  hat 
aber  an  einer  Stelle  geäussert,  dass  man  bei  oberflächlicher  Be- 
trachtang fflr  einleuchtend  halten  könne,  was  nicht  einmal  wahr  sei. 
Der  Ref.  gkubt  nicht  an  die  UntrQglichkeit  jener  Divination,  welche 
ohne  br  wns<:ten,  angebbaren  Grund  Urteile  als  Bieber  aulsteUt,  and 
bat  nach  Uiuweis  auf  des  Verf.'s  eigene  Mahnung  zur  Vorsicht  an 
einem  weiteru  Beispiel  aus  dessen  Lehrbuch  (Axiom  III.)  geieigti 
welcher  Täuschung  eine  solche  Divination  ausgesetzt  ist.  Kann  maa 
liier  von  einem  Dogma  reden,  i?t  es  nicht  vom  Ref.,  sondern  vom 
Verf.  auiigestellt  und  ohne  Widerlegung  des  Entgegenstehenden  fest- 
gehalten worden  -,  der  Zweifel  daran  kann  doch  kein  Dogma  sein. 
Jetzt  verkehrt  der  Verf.  zur  Verteidigung  alle  Aussagen  in  ihr  Gegen- 
teil. Zunächst  soll  die  obige  Aenssoruug  nur  von  Fällen  der  Un« 
achtsamkeit  gelten,  und  unter  „obcrflächlii  verstehe  er  überhaupt 
„unachtsam'*.  Ob  jemand  das  für  gleichbedeutend  hält,  sei  dahin- 
gestellt; im  Berieiit  ist  beides  unterschieden  berücksichtigt  Der 
wörtliche  Inhalt  des  dem  Ref.  zugeschobenen  Dogmas  lantet  nun: 
„dass  alle  unmittelbare  Erkenntniss  nur  obertläcblich  sein  könne*'. 
Dies  sagt  der  Verf. ,  wol  zu  merken ,  in  seiner  abweichenden  Wort* 
deutung.  Oberflächlich  nennt  man  aber,  wie  das  Wort  selbst  sagt, 
die  Urteile,  die  auf  das  äussere  Anschauen  des  Nächstliegenden  hin 
ohne  eingehendes  Studium,  ohne  grOndlicbe  Untersnchung  geMt 
werden;  es  schliesst  nicht  aus,  dass  dieses  Anschauen  alles  treu  auf- 
nimmt, was  sich  ihm  darbietet.  Da  es  nun  ein  Widerspruch  ist,  un- 
mittelbar evident  zu  nennen,  was  auf  grOndlichcr  Untersuchung,  ja 
überhaupt  auf  Ueberlegungen  beruht,  so  war  wol  der  obige  Sau 
selbstverständlich.  Auch  war  bis  dahin  dem  Ref.  durch  keinen  Ein- 
wand dagegen  ein  Aulass  geboten  ihn  zu  verteidigen.  Erst  jetzt  hat 
der  Verf.  in  der  Wortdeutung  ein  Mittel  gefunden  ihn  anzufechten- 
Was  er  von  Verketzeruug  sngt,  ist  aus  der  Luft  gpgritTou  ,  diese  Be- 
schuldigung möchte  er  doch  mit  Worten  des  Berichts  belogen  Doch 
trotz  jener  Umdeutung  und  gerade  durch  die  Verkebmug  der  Aot- 
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Btellongen  veriUlt  er  veiterliio  in  den  gen&nnteo  Wldenprocb,  dem 
er  dnreh  entete  entgelien  wollte.  Ref.  batte  vom  Axiom  IH.  ane* 
gesprochen,  dase  es  bei  eberfliehlicber  Betrachtung  ftr  evident  ge- 
balten  werden  könnte.  JDcr  Verf.  erwidert  jetzt:  allerdings  könnte 
es  bei  oberflächlicher  Betrachtung  bezweifelt  (I)  werden,  doch  nach 
gewissen  Ueberlegungen  ^  es  werden  deren  eine  läugcro  Beihe  anf* 
geführt,  die  schwerlich  der  Scholer  von  selbst  ansteUt,  nnd  deren 
jede  wieder  aene  Fragen  benrorrufon  wttrde  —  wttrde  die  Richtigkeit 
den  iudoms  einlenchten.  Ist  nach  allen  diesen  Ueberlegungen  das 
Axiom  noch  nnmittelbar  evident? 

Das  Qbrige  bedarf  wol  nur  kurzer  Antwort.  In  Betreff  der  Be- 
merkung Uber  kfineste  Bistanz  (welche  keiner  Ansicht  des  Verf. 
entgegentritt)  sei  gern  eingeräumt,  dass  sie  an  unrechter  Stelle  an- 
gebracht war  und  wo!  deshalb  nicht  verstanden  worden  ist.  Das 
Wort  „mithin^*  mag  nicht  als  folgernd  gemeint  sein;  Hess  es  sich 
aber  nicht  entbehren,  um  so  schlimmer.  Die  Auffiftssung  der  Axiome 
als  Hypothesen  verwirft  der  Yerfosser  ia  der  Besorgniss,  dass  da- 
durch den  Schalem  die  Lust  zu  weiterer  Forschung  geraubt  wttrde. 
Sie  sollen  ihre  „anschaulich  evidente  Erkenntniss*^  solange  für  zu- 
verlässig halten,  bis  ihnen  die  Möglichkeit  des  Irrtums  gezeigt  wird. 
Sollte  man  meinen,  dass  in  unseru  Zeiten,  wo  die  Erfolge  der  auf 
wissentlich  fehlbaro  Hypothesen  bauenden  Forschung,  die  auf  keiner 
aprioristischcn  Basis  zu  gewinnen  waren,  bekannt  sind,  sich  jenes 
alte  Vorurteil  noch  könnte  hören  lassen !  Wenn  der  Verf.  meint,  Uber 
der  Controverse  sei  der  Übrige  Inhalt  seiner  Schrift  übersehen  wor- 
den, so  ist  das  ein  Irrtum;  das  Viclteiligc  eignet  sich  einmal  weniger 
zur  Besprechung,  und  einzelne  Punkte,  auf  dier  er  besonders  Wert 
legten  hatte  der  Verf.  nicht  hervorgehoben.  Hoppe. 


Vermischte  Schriften. 

American  Journal  of  Matheuiatics.  J.  J.  Sylvester,  Editor. 
Thomas  Craig,  ph.  Dr.,  Assistant  Editor.  Publishcd  uudcr  tho 
Anspiccs  of  the  Johns  Hopkins  University.  Volume  VI.  Baltimore 
1884. 

Der  Inhalt  des  6.  Bandes  ist: 


A.  Cayiey:  Note  über  eine  Xeilungsreihe. 
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Th.  Craig:  Ueber  vierfache  Thetafunctioncn.  —  üeber  gewisse 
Gruppen  von  lielationen,  dttien  jeue  genügen.  —  U^Mr  Thetafimc- 
tioDcn  mit  complexen  Charaktenstiken. 

A.  L.  Daniels:  Zwei  KoteB  Ober  WeientrasB*  Theorio  der 
elliptischen  FonctioneB. 

0.  8.  Ely:  Die  gnpbisdie  Hefhode  aogewaadt  auf  imuraieB- 
geeetete  Teilmigen. 

Dr.  F.  Franklin:  Note  ttbcr  die  Entwickelang  eines  algebrai' 

scheu  Bruches. 

A.  8.  Hathaway:  Einige  As&ftCie  aber  dia  Zahleolfaeoria 

M.  Uermitc:  Ucbcr  ciue  Formel  bezüglich  auf  die  Theorie  der 
Fonctioneu  einer  Variabein. 

6.  W.  Hill:  Ueber  gewisse  mögliche  KQraangen  in  der  Be- 
rechnung der  langperiodisdieii  Unglciehheiteii  in  der  Bewegung  dee 
Mondes  infolge  directer  Eiowh^ung  der  Planeten. 

£.  W.  Hyde:  Aeehnung  der  Bichtmg  und  Lage. 

M.  Jeukius:  Beweis  ciues  Satzes  über  Teiluugen.  —  Fernere 
Liste  der  (Jorrcctionen  2u  Prot  Sylvcster's  constroctivcr  Theorie  der 
Teilungen« 

W.  W.  Johnson:  Die  imagin&re  Periode  der  elliptischflii 
Functionen. 

£.  McClIntock:  Ueber  die  Lösungen  dar  OMehugoB  6. 
Grades. 

P.  A.  Mac  Mahon:  Scrnivanaaten  und  symmetrische 
Functionen.  —  Note  über  die  Eutwickclung  eines  algebraischen 
Bruches.  —  Symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  emer  Gleichung 
13.  Grades. 

H.  A.  Rowland:  Ueber  die  Fort]»iaDsang  einer  betielngeo 
elektromagnetischen  StOrnng,  Uber  sphärische  Lichtwellen  und  die 
dynamische  Theorie  der  DUfiraotion. 

€h.  II.  Smith:  Eine  graphische  Metbede  der  Ltoong  sphäri- 
scher Dreiecke. 

W.  E.  Story:  Ueber  die  absolute  Classitication  der  quadrati- 
schen Oerter  und  ihre  Schnitte  mit  einander  und  mit  linearen 
Oerteru. 
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J.  J.  Sylveslers  YMrlesuigoii  «ber  dl»  Frinc^eo  Amt  allge- 
meiiMii  Algebra» 

C.  A.  van  Yelser:  ZtuammengMetzte  Determutanten. 

G.  P.  Young:  Principien  der  Lösung  von  Gleichungen  höheiH 
Grades,  nebat  AaweadaiigeD.  ^  LOsang  lösbarer  Gleicbangen  6.  Gra- 
4ea>  ¥¥- 


Acta  MatheumtiGa,  Zeitscliiift  beratugegebea  von  G.  Mit  tag  • 
Leffler.  4.  Stodcbolm  1884.  F.  u.  G.  BeQer.  BerUn,  Mayer  n. 
Mllller.  Paria,  A.  HarmaBo. 

Der  Inbalt  des  4.  Bandes  ist: 

P.  Appell:  Uebcr  die  Functionen  dreier  reeller  Variabeln,  die 
der  DifferentialgleicbaDg  JF=s  0  genflgen, 

C.  A.  Bjerkues;  liydrodyiuLiuisciie  Uütersuchungcn.  1.  Die 
hydrodynamisclieu  Gleichungen  uud  die  ergänzenden  Relationen. 

G.  Cantor:  Von  der  Macbttgbeit  vollkommener  Oesamtbeiten 
von  Pnnkten. 

G.  Dai  boux;  Ueber  die  partielle  Biffereutialgieicbung  3.  Ord- 
nung der  orthogonalen  Systeme. 

E.  Ooarsat:  Beweis  des  Cancby'scben  Satses. 

Cb.  Hermito  und  L.  Fuchs:  lieber  eine  Entwickolung  in 
Kettenbrucb. 

Sophie  Xowalevski:  Ueber  die  Bedaction  einer  bestimmten 
Classe  Abei'seher  Integrale  S.  Banges  anf  eUiptiscbe  Integrale. 

£.  Laguerre:  Ueber  einige  Punkte  der  Theorie  der  numeri- 
schen Gleichungen. 

I^Matthiesseni  Untersachongea  Uber  die  Lage  der  Brenn* 
linien  eines  nneadlick  dünnen  Strahlenbandels  gegen  anander  und 
gegen  einen  Hanptstrahl. 

(t,  Mittag-Leffler:  Ueber  die  analytische  Darstellung  der 
monogenen  einffvrmigen  Functionen  einer  unabhängigen  Yariabcin. 
—  Neuer  Beweis  des  Lanrent'schen  Satzes. 
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H.  Poixicar6:  Ueber  die  Grappen  der  lineuea  Gieidiiiiigiii» 

L.  Scheffler:  Beweis  des  Laorent'scbeii  Satzes. 

N.  So u ine:  Ueber  die  YeraUgemeiaeruag  einer  Formel  tob 
Abel. 

Chr.  Zell  er:  Zu  Eulcr*s  Hecursionsformel  für  die  DivisoM- 
sammeu. 

H. 
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Litterarischer  Bericht 

VL 


Physik. 

Die  Physik  im  Dienste  der  Wisaensehaft,  der  Knust  und  des 
iraküscben  Lebens.  Unter  Hitwirknog  von  Dr.  X  von  Böbber, 
%  bteilangsvorstand  auf  der  deotscben  Seewarte  in  Hamburg;  C.  Grab- 
a  inkel,  kais.  Postrat  in  Frankfurt  a.  11;  Dr.  £.  Hartwig, 
AsB>tent  an  der  Univ.  Sternwarte  in  Strassbnig;  Dr.  £.  Lommel, 
Ptofo^sor  an  der  Univ.  Erlangen;  Dr.  F.  Melde,  PMf.  an  d.  Univ. 
Harberg;  Dr.  J.  Bosentbal,  Prof.  an  d.  Univ.  Erlangen;  Tb. 
Scbwartse,  Ingenicnr  in  Leipzig;  Dr.  A.  v.  Urbanitaky, 
Assistent  an  d.  tochn.  Hocbscbule  za  Wien;  Dr.  H*  W.  Vogel,  Prof. 
an  d.  tecbn.  Hocbscbule  m  Berlin;  Dr.  J.  H.  Wallentin,  Prof. 
am  Obergjrmnasinm  im  IX.  Bezirk  in  Wien;  beraosgegeben  von  Dr. 
G.  Krebs,  Oberlehrer  an  der  Masterschale  (Realgymnasinm)  zn 
Franklhrt  a.  M.  Stuttgart  188a  Ferdinand  Enke. 

Das  Werk  behandelt  eine  Anzahl  solcher  physikalischer  Ent- 
deckungen,  welchü  in  neuerer  Zeit  dureh  die  ausgedehnteste  An- 
weiiduiig  bekannt  geworden  sind.  Es  gibt  iu  den  folgenden  13  Auf- 
sätzen deren  Ertinduugs-  und  Furtbildungsgeschichto  und  so  viel  von 
der  Theorie  und  Technik,  als  znm  Verständniss  des  Zusammenhangs 
erforderlich  ist,  mit  einigen  eingelegten  Ilolzschnittcu.  Die  Titel  der 
Anfsätze  sind:  Vogel:  Im  photographischen  Atelier.  Lommel: 
Spectruni  und  Spectralanalyse.  Krebs;  Eine  mcteorolugi.schc  Sta- 
tion. Bebber:  Auf  der  deutschen  Seewarte.  Roscathal:  Heizung 
uu  l  Ventilation.  Melde;  Die  Akustik  in  ihren  Hauptbeziehungen 
zu  den  musikalischen  Instrumenten.   Schwartze:  Die  Motoren  des 
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Kleingewerbe!,  ürbanitzky:  Die  elektrischen  Maschinen.  Wal- 
lentin:  Kerzen  und  Lampen.  Ürbanitzky:  Der  Kamp!  des  Mi" 
triscben  Lichtes  mit  dem  Gaslichte.  Wall  entin:  In  der  galvano- 
plastischen Werkst&tte.  Grahwinkel:  Die  Telephonie  nnd  ihre 
Verwendung  im  Yerkehrsieben  der  Gegenwart.  Hartwig:  Anf  der 
Sternwarte.  H. 


Die  Spannungs  -  Elektricität,  ihre  Gesetze ,  Wirkungen  und  tech- 
nischen Anwendungen.  Von  K.  W.  Zenger,  o.  ö.  Professor  der 
Physik  an  der  k.  k.  Mhm.  teckn.  HoeksehiUe  in  Prag.  Mit  86  Ab- 
büdangen.  Peet,  Leipzig  (18M).  A.  Haitifibea.  S52  B. 

Das  Buch  gibt  genau  das,  was  der  Titel  sagt  Es  eignet  sich 
zur  Selbstbelehrung  ohne  Rttckaicbt  auf  Studimn  und  Beruf.  Der 
Inhalt  ist  selbstverständlich.  H. 


Die  Generatoren  hochcrcsiianuter  Elcktricität  mit  vorwiegender 
Berücksichtigung  der  Elektrisirniaschiueu  im  engeren  Sinne.  Von 
Dr.  Igua/  G.  Wallen tin,  k.  k  Professor.  Mit  75  AbbUdaogen. 
Wien.  Pest,  Leipzig  (lÖSi).  A.  üartiebea.  271  S. 

Auch  dieses  Buch  ist,  wie  das  vorige,  zur  Selbstbelelming  ohm 
Bflcksicbt  anf  Stodiam  nnd  Beraf  eingerichtet  Seine  Anigabe  be* 
steht  darin,  die  Apparate  in  erforderlicher  VoUstAndIgkeit  zn  be» 
schreiben  nnd  ihre  Wirknngsweiso  darzulegen.  Unter  diesen  werden 
nach  einander  behandelt:  die  Reibnngselektrisimiaschinen,  die  Elek- 
trisinnascbinon,  welche  auf  den  Prindpien  der  Influenz  und  des 
Transportes  der  Ladnngen  bemhen,  Apparate  nach  dem  Prindp  der 
Metallindnctoren,  Indactionsapparato  als  Generatoren  hochgespannter 
Elektridtät,  Accnnmlatoren,  die  rheosCatische  Maschine.  Hierbei 
werden  keine  Kenntnisse  des  Gegenstandes  voransgeaetzt,  eondem 
die  zum  Yerständniss  erforderlichen  Begriffe  Torfaer  eritat^  weiter- 
bitt  auch  das  rar  Messung  der  Krftfte  gebOiigo  Veiftbren  geehrt 

a 

Die  physikalibcheu  Grundsätze  der  elektri schon  Kraftilbcrtragung. 
Eine  Einleitung  in  das  Studium  der  Elektrotechnik.  Von  Josef 
Popper,  Mit  einer  Figurentafel.  Wien,  Pest  Leipzig  (Itiöi). 
A.  HaiHebcn.  55  S. 

In  dieser  Arbeit  war  der  Veiftsser  bestrebt,  das  tbeoreliicb  so 
interessante  ;nnd  praktinch  so  wichtige  Problem  der  etektrischen 
Kraftflbertngong  in  seiner  grOistea  AllgemeialMit  als  elektriidMn 
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TiBDiport  Ton  Energie  Uberbanpt  —  in  grflndlicber  imd  Bystematl- 
Bcber  Weiia  za  behandelD,  nm  dem  PhysilLer,  Elelrtrotecbniker,  wie 
tneh  dem  IJDternefamer  die  EemitiüM  ailer  jener  Factonn  zu  ver- 
adialfen,  die  iMi  diesem  Problem  massgebend  sind.  Um  diesen  Zweck 
m  enekfaen,  wird  meist  eine  aUgemeine  üebersicbt  Aber  die  Ter- 
scbiedenen  Arten  von  Kiaftabertragnng  flberbanpt  gegeben,  sodann 
genigt,  welche  Grössen  spedell  bei  dem  elektrischen  Transport 
fon  Arbeit  gemessen  werden  müssen,  und  welche  physikalische  Be- 
deatang  denselben  zn  Grande  liegt;  dabei  wird  der  allgemeine  Ar- 
beitsbegriff and  der  sonst  so  schwierig  za  er&sseode  Begriff  des  Po- 
tentials in  leichtfasslicber  Weise  von  der  elementaren  Mechanik  an- 
gefangen  bis  hinein  in  das  Capitel  der  statischen  und  dynamischen 
Elektricität  gleichartig  dorchgefflhrt  und  hiedarch  auch  die  Bedeutung 
der  elektrischen  Maassmethoden  principieil  klargelegt  Gegen  Schluss 
der  Arbeit  werden  die  für  den  Elektrotechniker  und  Unternehmer 
wichtigen  Betrachtungen  über  die  Ockonomie  des  Betriebes,  Aas^ 
ntttssng  des  Anlagecapitals ,  Einffuss  der  Distaozeu,  der  Spannungen 
u.  8.  w.  in  conciser  Weise  zusammengefasst,  so  dass  sich  Jedermann 
auch  Ton  Fall  zu  Fall  ein  Urteil  zu  bilden  vermag  über  jene  Um- 
stände, Ton  welchen  das  Ergcbuiss  einer  elektrischen  Kraftühertragung 
abhängt,  und  welche  näheren  Detailstudicn  stets  zu  machen  sind,  um 
eine  solche  Anlage  geschäftlich  calculiren  zu  können.  Zur  noch 
grdssereu  Erleichterung  des  Verstüiidnisses  wird  schliesslich  der  bis- 
her am  vollstiindigsten  stiulirte  und  gemessene  Fall  oiu  r  elektri- 
schen Kriittühcrtraguug  durchgeführt  uud  unter  Zugrundelegung  des 
Diagrammcs  dazu  benützt,  jede  einzelne  der  convcntionell  bezeich- 
neten Grössen  vor  das  Auge  zu  führen  und  die  allgemeinen  Begriffe 
nnd  Betrachtungen  an  einem  specielh  n  Falle  zu  illustriren.  Nach 
dem  Studium  dieser  Arbeit  wird  wohl  Jeder  eine  gi  uiiäliche  Einsicht 
in  das  Problem  der  elektrischen  Kraftübertragung  gewonnen  haben 
und  mit  Leichtigkeit  im  Staude  sein,  dessen  weitere  Eutwickiuug  mit 
selbständigen  Urteil  za  verfolgen 

A.  Hartleben*s  Verlag. 
Diesem  Urteile  treten  wir  vollkommen  bei. 

Die  Bedaction. 

Analytische  Theorie  der  W&rme.  Von  M.  Fourier.  Deutsche 
Ausgabe  von  Dr.  B.  Weiustein.  Mit  21  in  den  Text  gedruckten 
HolzschoUten.  Berlin  Julius  Springer.  476  S. 

INe  Uebersetznng  der  „Tbtorie  de  U  chalenr**  Tertritt  sagleicb 
mit  dem  in  Breslan  erschienenen  nnTerftnderten  Abdruck  eine  neue 
Aufgabe  des  Werks,  welehe  lange  Zeit  gefehlt  hat,  besitzt  aber  Tor 
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dieser  den  Vorzog,  dass  darin  nach  sorgfältiger  Revision  der  analy- 
tischen Rechnungen  die  zahlreichen  Druckfehler  des  Originals  besei- 
tigt sind.  In  der  Abfassung  ist  nichts  geändert,  nur  haben  einige 
Hinzufügungen  stattgefunden :  die  kleinern  Teile  haben  Ueherschriften 
erhalten,  hin  und  wieder  ist  der  Calcul  des  leichtem  Verständnisses 
wegen  erweitert,  und  den  Reiheneutwickelungen  sind  überall  die 
Grenzen  der  Gültigkeit  hinzugeschrieben.  Anmerkungen  sind  selten; 
die  Litteratur  ist  am  Schlüsse  zusammengestellt  Das  Originalwerk 
ist  bekannt  als  bahnbrechend  für  mathematische  Behandlung  der 
Physik,  es  hat  die  dazu  dienenden  Mittel  der  Aualysis  bedeutend 
vermehrt  durch  die  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen.  Es  be- 
handelt die  Bewegung  der  Wärme,  hauptsächlich  in  festen  Körpern 
nebst  Ein-  und  Austritt  uuter  äusseren  Einflüssen.  Die  Hauptab- 
schnitte sind  folgeude.  Nach  einer  Einleitung,  welche  die  analytische 
Gestaliiiiig  der  physikalischen  Gesetze  vollzieht,  kommt:  GleichuDgen 
für  die  Verbreitung  der  Wärme;  Verbreitung  in  eiuer  uneudiicheQ 
rechteckigen  Ilalbplattc ;  variireudo  Bewegung  in  einem  Ringe;  ra- 
diale Verbreitung  iu  einer  Kugel;  desgl.  in  einem  unendlich  langeu 
Cyiinder;  statiouärc  Bewegung  iu  einem  einseitig  unendlich  langeu 
rechteckigen  Prisma;  Bcweguni,'  in  einen]  Wiirtel;  Diflusiou  der 
Wärme;  allgemeine  analytische  Ergebnisse  über  lutcgmtion  von  Dif- 
ferentialgleichungea  und  Darsteiluug  von  Fuuctioiicii ;  Aual>'6e  üid 
Gnmdlago  der  WärmüUicorio.  H. 

Das  internationale  elektrische  Maasssystem  im  Zusammenhauge 
mit  anderen  Maasssystemen  dargestellt  von  F.  Up])enboru,  lu- 
gcnieur,  Redacteur  des  Centralblattes  für  Elektrotechnik.  (Enthalt 
die  Beschlüsse  der  beiden  Pariser  Congresse  (1Ö81  und  1{>84)  nebst 
genauer  Erläuterung  von  deren  Consequonzen.)  2.  Aatiage.  Müa- 
chen  and  Leipzig  1884.  K.  Oldonbourg.   26  S. 

Das  dektriflcbe  Masasystcm  beruht  aof  dem  mecbanischciu  Ob* 
wot  mao  diese  Grundlage  als  bekannt  and  feststellend  tu  betracbtn 
pflegt,  so  war  es  docb  nicbt  ttberflflssig  eine  eingehende  ErOrtening 
derselben  Torausgehen  za  lassen.  Einesteils  Iftsst  die  Wabl  der  Ein- 
betten Verscbiedenbeit  zn,  Aber  welcbe  Eutsebeidttog  und  DefinitioB 
erfordert  wird:  andernteils  kommen  auch  Zweifel  Ober  Begriffe  tst. 
Der  Umstand,  dass  das  Gewicbt  meistens  anf  eine  Frage  nacb  der 
Ufissse  antwortet,  Yerleitet  sebr  stark  daza  den  Urbegriff  des  Gewichts 
als  einer  Kraft  preiszugeben.  Dem  ist  hier  voigebengt  durch  Hin* 
weis  auf  die  Erklftmng  des  Congresses»  weiche  das  Grammgewicht 
als  Kraft  bezeicbnet  und  die  es  repräsentirende  Masse  Granunmasse 
nennt  Die  fundamentalen  Einbeiten  sind  nun  Centimeter  C;  Graont' 
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masse  (?  nnd  Secnnde  S.  Auf  sin  won^on  die  fern< m  incLlmyii scheu 
Einheiten  d fr  Geschwindigkeit,  ik^sihleunigung,  Kiatt.  kr  Arbeit 
und  des  Krtectes  reducirt.  Die  davon  abweichenden  technischen  Ein- 
heiten sind  dann  anfcreföbrt.  Von  den  elektrischen  Masssystcraen 
werden  das  elektrostatische  und  elcktroniagneti<;che  ht  )i  indelt.  Die 
Masseneinheit  der  Elcktricität  wird  durch  das  Coulümb'sche  Gesetz 
bestimmt,  die  Stromeinheit  aus  Faraday's  Ilclation  horireleitct.  Aus- 
führliche Erklänmg  bedurfte  die  Einheit  der  cicktrüniotorischen 
Kraft.  Zu  diesen  kommen  ftlr  das  elcktromagnetischo  Masssystem 
hinzu  die  Widerstandseinheit  und  die  Einheit  der  Capacität.  Das 
Fernere  handelt  von  den  gesetzlichen  Bestimmungen  und  Cougress- 
beschiüssen.  H. 


Zeitschrift  zur  Förderung  des  physikalischen  Unterrichts.  Her- 
ausgegeben und  redigirt  vom  Physikalisch-technisclieü  InsütLit,  Lis- 
ser  u.  Bo necke.  Erster  Jahrgang  1884.  Berlin  1884.  Lisser  u. 
Benecke. 

Diese  neue  Zeitschrift,  welche  seit  Octoher  J.  in  monatlichen 
Heften  erscheint»  bat  sich  vor  allem  /ur  Aufgabe  gemacht  Apparate 
zu,  Demonstrationszweckeu,  deren  YerferUger  die  Herausgeber  selbst 
sind,  und  demonstrative  Experimente  anzugeben.  Solche  sind  auch 
die  Qegenstftnde  der  Aufsätze,  mit  welchen  sich  eine  Anzahl  Phy- 
siker, hesonders  Lehrer  der  Physik  an  dem  Unternehmen  beteiligt 
haben.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Archiv  for  Mathematik  og  Natnrvidenskib.  U^givet  af  Sophns 
Lie,  WormMfiller  ogG.  0.  Sars.  H.  m.  IV.  Y.  TL  VILBind. 
Kristiania  1877—1882.  Alb.  Gammemejr^. 

Ueber  den  Anfang  dieser  Zeitschrift  s.  litt.  Ber.  243.  S.  37.  Der 
2.  bis  7.  Band  enthält  an  mathematischen  Abhandlungen: 

S.  Lie:  Neue  Integrationstheorio  der  Monge-Amp^re*scbeu  Glei- 
chung. —  Die  Störungstheorie  und  die  Bcrührungstransformatiouen. 

—  Eine  Eigenschaft  der  Stciner'schen  Fläche  3.  Classe  und  4.  Ord- 
nung. —  Ueber  reelle  algebraische  Minimalflächen.  —  Synthetisch- 
analytische Untersuchungen  über  Miuimalflächen.  I.  Ueber  reelle 
algebraische  Miniraalfl&chen.  —  Theorie  des  Pfaff 'scheu  Problems  2. 

—  Kleiner  Beitrag  zur  Theorie  der  Steiner'schen  Fläche.  —  Theorie 
der  TranafonnatioDsgmppen,  lU,  IV.  V.  3.  4.  —  Sätze  überMinimal- 
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flftcheii,  II.  ma  —  Bestimmniig  aUer  ia  eine  algolireiidie  Detdop» 
paUe  eiagescIiriebeDeii  algebraiseheD  InlegitlfllefaeB  der  DiffBraliai- 
gleicbnng  « 0.  4.  —  Zur  Theorie  der  FlAehen  coartMiMr  Krtm* 
mimg.  4  6.  ~  Weitere  UnterBiichiiigeii  über  Mimmalflftehea.  4 

—  Ueber  FUkehen,  deren  Xrftmmnogsradien  dnrek  eine  BelatioB  fer- 
knflpft  sind.  4  ^  Bcstimmiing  aller  ilAcfaen  eomtanter  Srflmmiuf. 
5.  —  Discussion  der  DifFereDtialgleichong  «  =  F{»}»  6.  —  Tran«* 
formationstheorio  einer  partielleD  Differontialgleicbmig.  6.  —  üebv 
die  Integration  durch  bestimmte  Integrale  ?en  einer  Classe  linearer 
partieller  Differentialgleichangcu.  6.  —  Zar  Theorie  der  geodAti» 
sehen  Cnrven  der  Minimalflächen.  6.  —  Bestimunng  aller  FlidMit 
die  in  mehrfacher  Weise  durch  Translationfibewegang  einer  Curre 
erzeugt  werden.  7.  —  Ueber  Flächen,  die  infinitesimale  und  lineare 
Transformationen  gestatten.  7.  —  Ueber  gewöhnliche  Differential* 
gleichnngen,  die  eine  Gruppe  von  Transformationcu  gestatten.  7. 

S.  A.  Sexe:  Wie  man  die  imaginäre  Grösse  vermeidet.  4.  — 
Sollte  sich  nicht  ein  reeller  mathematischer  Ausdruck  finden  lassen, 
d*-r  dio  Hülle  der  imaginären  Grössen  übernelunen  und  dlfelbfta 
Dienste  leisten  könnte  wie  diese  Grössen?    7  — 

n.  Gcelrnuyden:  Dio  konische  Pendelbcwegung.   5.  —  Be- 
merk unf^'cn  über  die  Theorie  des  Zoiiiakal lichtes.  7. 

Inning  Holst:  Ueber  algebrais(  h'j  cykloidisrhe  Gurren.   6. — 
Km  Beitrag  zur  methodischen  Behandlung  der  metrischen  Eigen*  * 
8r}!!\ften  algebraischer  Curven.    7.  —  Analytischer  Beweis  ein^  geo- 
metrischen Satzes.    7.  —  Ein  Par  synthetische  Methoden  in  der 
metriscbeu  Geometrie  mit  Anwentluugon.  7. 

J.  J.  A Strand:  Ueber  eine  noae  Methode  zur  LOsnng  trinomi^ 
scher  Gleichungen  nten  Grades.  6.  H. 

Jomal  de  Sciencias  MathemaUcas  e  Astronomicas  pnbUcado  *pele 
Dr.  Francesco  Gomes  Teixeirn«  Professor  de  mathematica  na 
UniTersidade  de  Coimbra,  Socio  conespondente  da  Academia  Beal 
das  sciencias  de  Lishoa  e  da  Sodedade  de  sciencias  physicas  e  na* 
tutaes  de  Bordeaux.  Tolome  III.  lY.  Cdmhra  1881— 1889.  Im- 
prensa  da  UniTersidade. 

Der  3.  nod  4.  Band  enthalten  folgende  Abhandlungen. 

A.  Schiappa  Monteiro:  Ueber  eine  Im  Journal  de  math^ 
malignes  ^toentaires  (heransg^.  su  Paris  TOn  Bovrget  n.  Koehkr) 
gestellte  Aufgabe.  —  LOsong  der  AnQsabe  17.  ^  Note  besaglkh 
anf  descriptive  Geometrie  Uber  den  Sdinitt  der  Fliehen  3,  Grades. 

—  LOonng  der  Anüsabe  16.  —  Note  Ober  die  Strictionalinie  des 
Hyperboloids.  —  LOsnng  der  An^cahen  15.  14  —  Ueber  die  Teiinnf 
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der  Geraden  und  des  Kreises  in  gleicbo  Teile,  bezüglich  auf  eine 
Aufgabe  von  >rarecas  Ferreira.  —  Note  über  die  Erzeugung  eines 
Kegelschnitts  mittelst  des  Kreises  oder  eines  andern  K^elschnitU 
uüd  über  andere  geometrische  Untersuchungen. 

L.  F.  M  a  r  r  8  c  a  s  I '  e  r  r  e  i  r  a :  Ueber  ein  geometrisches  Problem. 

J.  A.  Martins  <la  Silva;  Leber  die  Transforinatiuu  der  Lc- 
geudre'scliLn  Function  -V„  in  ein  bestimmtes  Integral.  —  Ueber  die 
dirocte  IiL'duLtiün  einur  (  lasse  vielfacher  bestimmter  Integrale.  — 
Beweis  eines  Satzes  von  lksgc.  —  Note  Uber  die  TransturiuatioQ 
eines  büstinimteu  Integrals.  —  Ueber  eiuiuv?  neue  Formeln  bezüg- 
lich auf  die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen.  —  Lösung  der 
Aufgabe  21. 

F.  Gomes  Teiieira:  Vorlesungen  über  die  Principien  der 
Infinitesimalrechnung.  —  Ueber  die  Multiplication  der  Determinanten. 

Pedro  Gomes  Teixeira:  Ueber  einige  arithmetische  Sätze. 

A.  F.  Rocba  Peixoto:  Ueber  einen  Satz  bezüglich  auf  ebene 
Schnitte  des  RatAtionskegels. 

J.  M.  Kodrigues:  Ueber  eine  Formel  von  Wronski.  —  Ueber 
die  Theorie  der  Facultäten.  —  Ueber  eine  Formel  von  Euler.  ^ 
Ueber  eine  Formel  von  Lagrange. 

B rensing:  Ueber  die  Geschichte  des  Nonins. 

M.  Birger  Hansted;  Yerallgemeinerung  der  Legendre'scheii 
Fnnetion  Xm. 

F.  daPoilteHortft:  Einige  Eigenschaften  der  KegelscbnlUe. 

Daarte  Lette  Pereira  da  Silva:  Ueber  einige  nnbestimmte 
InCegxtle.  —  Derivirte  beliebiger  Ordnung  von  y  nach  x  ftr/(fl7,  ij)  »O. 

J.  C.  O'Neil  de  Medeiros:  Ueber  ein  Problem  der  elemen* 
taren  Algebn. 

Aonerdem  riod  7  neue  Aiii{sabeDf  Nr.  18—24.,  geiteUt,  und 
einige  Nacbrichteii  theat  erschienenen  Bttcber  gegeben.  H. 

Nienw  Archief  voor  WiBknnde.  Deel  XI.  Amsterdam  1884. 
J.  F.  Sikken. 

Der  Inhalt  des  11.  Bandes  an  Abbandlnngen  ist  folgender. 

L.  Janse  Bz:  Ueber  die  graphische  AaflOsnng  der  sphärischen 
Dreiecke  und  danmf  gegründete  nantische  und  astronomische  Auf* 
gaben. 

P,  van  Qeer:  Die  Methode  tob  Boberral. 

D.  Bierens  de  Haan:  Zwei  seltene  Werke  von  Benedictas 
Spinoza.  Ein  insserst  seltenes  Werk  von  Albert  Oirard, 
sjovention  nonvelle  en  Talg^bre." 

F.  J.  van  den  Berg:  Ueber  die  geometrische  Yerbindnng 
zwischen  den  Wvizelpankten  einer  Glekdrang  and  denen  ihrer  de- 
rivlrten. 


22  LttUrarudur  Bericht  VI. 

Forner  sind  mitgeteilt  ein  Beweis  des  Ptolemäischen  Satzes, 
welchen  ein  Schüler  4.  Classe  der  höhern  BUrgcrscbnle  in  Tiel  ge- 
funden hat;  ein  Beweis  der  Formel  für  die  Anzahl  der  Comblnatio- 
nen,  too  W.  Mantel-,  und  die  in  den  WintenremmmlonfeB  der 
Witkondig  Genootfchap  in  Amstexdam  mhanddte  Themata. 

H. 

Hathesis,  recueil  math^matiqne  4  Tnsage  des  Cooles  et  des  eta- 
bUsBements  d'instmetion  moycnne,  publik  par  P.  Mansion,  Pro- 
fesseur  ordinaire  k  TUniversit^  de  Gand,  Correspondent  de  TAead^inie 
royale  de  Belgique,  ote.  et  J.  Neuberg,  Professeur  h  rUniversit^ 
de  Li6gc,  Membrc  de  la  Societe  royalc  des  scieuces  de  Liege,  etc 
avec  la  collaboration  de  j)lusieurs  prnfe?seurs  beiges  et  etrangors. 
Tome  quatrirme,  ann^e  1884.  Gand  1884.  Ad.  Hoste.  Paris, 
Gaatbier  Villars. 

Der  4.  Band  entbAlt  folgende  Abhandlungen. 

P.  Mansion:  Abriss  der  Theorie  der  hjrperbolischen  Functio- 
nen. —  Aus  dem  Leben  von  W.  Snel.  —  Der  200 sie  Jahrestag  der 
Erfindung  der  Differentialrechnung.  —  Gurren  mit  Yenweigniigt- 
pankt.  —  Erfindung  der  Differentialrechnung. 

Barbarin:  Sätze  über  die  Ellipse.  —  Aufgaben  ftber  die  Kogel 

E.  Catalan:  lieber  einen  Satz  von  Abel. 

Anp^elo  Genocchi:   Zusammenstellung  verschiedener  Unter- 
suchungen (Iber  die  Ovalen  von  Descartcs  und  einige  andre  Conreii. 
De  Kocquigoy:  Arithmetische  Aufgaben. 
Gel  in:  Algebraische  Aufgaben. 

M.  d'Ocague:  Ueber  die  centralen  Transformationea  der  ebenen 
Curven. 

J.  Mister:  Schwerpunkt  einer  abgestumpften  dr«  iseiticrcn  Py- 
ramide. —  Schwerpunkt  des  schräg  abgescbnittcueu  Prismas  und 
Parallel  epiped  8. 

E.  Cesaro:  Untersuchung  über  Transversalen.  — Wahrschein- 
lichkeit gewisser  arithmetischer  Facta.  —  Ueber  die  innere  Gleichung 
der  Curven. 

II.  Brocard:  Aufgaben.  —  Geometrische  Eigenschaft  einer  ge- 
wissen Gruppe  von  2  Systemen  concentriscber  Kreise. 

H.  Schocntjes:  Ueber  die  Erzeuyungsart  der  Concboide. 

Kadicke:  Ueber  die  Summen  der  gioichhoheu  Potenzen  einer 
Reihe  von  Cosinus. 

E.  Lemoine:  Verschiedene  Sätze  über  die  Antiparailelen  der 
Seiten  eines  Dreiecks. 

Weill:  Ueber  ein  Zweieck  und  ein  Dreieck  ans  Kreisbogen 
gebildet 
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BoijeafOennfts;  Aufgabe  der  unbestimmten  Analytik. 

Ausserdem  ciithfllt  der  1.  Uand  Lösungen  vieler  in  den  vorher- 
gehenden gostf^Uteu  Aufgaben  und  100  neue  Autgabeu,  Hr.  301  bis 
400.    Von  diesen  fjesondeit  sind  Exaraenautgabeu.  II. 

Mitthefliingen  der  Hathematiflchoi  GeseHsehaft  in  Hamburg. 

Nr.  8.  4.   1883.  1884.  —  18  +  39  S. 

Aus  den  Vorträgen  sind  l'oigendc  Gegenstände  von  Interesse  hcr- 
vorzulicben. 

F.  H.  Reitz:  lieber  die  ins  Werk  gesetzte  Verbindung  der 
Dreiecksnetze  von  Spanien  und  Algier. 

Ahlborn:  lieber  Conne.xe  und  Coincideuzcurvcn. 

E  Liebenthal:  Untersuchungen  über  die  Attraction  zweier 

homogenen  Körper. 

Plath:  Ueber  die  Wiedt-ranffindung  des  Planeten  Sylvia.  Hier- 
bei die  Zu^uuunenstellung  der  von  16Ö7  bis  1881  erhaltenen  -iU  WertO 
für  die  blasse  d*'s  Jupiter. 

F.  II.  Reitz:  Ueber  den  Hohmann-Coradi'schen  Flächen- 
iutegrator. 

J.  F.  Bubendey:  Ueber  die  Coustantenbcstimmung  der  Fanc- 
tionen  dnrch  WabrscbeinliebkeitBrcchmtng.  bei  Btark  abweichenden 
Einzelverten. 

P.  Jaerisch:  Ueber  die  Kritilc  der  Anwendbariceit  der  Glei- 
chnngeii  der  Elastidtlttstheorie.  —  Ueber  anomale  Dispersion. 

Beits:  Ueber  das  Perihßliotrop ,  Instniment  zur  Erleichterang 
des  Anfflndens  neaer  Dreieckspankte  dansh  Sonnenlicbtblitse. 

Schabert:  Ueber  die  Ausdehnung  des  Begrilfo  der  7  arithmeti- 
schen Operationen  yon  höherer  als  S.  Stufe. 

Ahlborn:  Ueber  die  Beziehung  der  elliptischen  Functionen  zur 
Geometrie. 

Wagner:  Ueber  die  Abbildung  ebener  Cunren  und  Fificben* 
stücke. 

Krflss:  Ueber  die  Verwertung  der  Besultate  photometrischer 
Messungen. 

Bock:  Ueber  die  Entwickelung  von  Functionen  in  unendliche 
Producta. 

Ahlborn:  Ueber  die  Bedeutung  der  Zahl  p  in  den  Abol'Bchen 
Fnnetioneu  und  ihre  Beziehung  zur  (Geometrie. 

U.  Schubert:  Ueber  eine  gewisse  Familie  von  Coniigurationen. 
—  Die  »dimeusionalen  Verailgeineinerungeu  des  3  dimensionaleu 
Satzes,  dass  es  2  Strahlen  gibt,  welche  4  gegebene  Strahlen  schneiden. 

P.  Jaerisch:  Lösungen  der  Elastidtfttsgleichungen  von  der  Form 
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Association  Frantjaise  pour  l'.ivancemeut  des  iciences.  Congres 
de  Lille  1884.  Congres  de  la  iiucbelle  18^2.  Pariä,  au  ä^cretariat 
de  l'Association. 

Wie  aus  einem  Auszug  aus  den  Statuten  zu  ersehen,  ist  die 
Association  Franraisc  eine  danernd  bestehende  Gest  llscbaft,  der  Jeder 
durch  Anmeldung  bei  dem  Cousoi!  beitreten  kann,  mit  einem  Capita! 
in  Teilen  /u  ötwj  Francs.  Sie  unterscheidet  Gründer,  die  wenigstens 
einen  solchen  Teil  zeichnen,  und  MitL'ludf  r  mit  jabriichcra  Beitrag 
von  20  fraucs.  Ueber  die  Congresse  m  den  einzelnen  StadLea  Frank- 
reichs und  die  aus  denselben  hervorgehenden  Pablirationen  sind 
keine  nähern  Angaben  gemacht.  Zwei  solche  Publicatiuuen  Uegeu 
dem  Ref.  vor;  eine  dritte  aus  dem  Congress  7u  Algier  1881  ist  be- 
reits im  275.  litt  Bericht  besprochen.  Die  gegenwärtigen  sind  ver- 
fasst  von  M.  E,  Leraoiue,  Ingenieur  civil,  Ancien  cl^ve  de  l'^cole 
p  ilyfochniquü.  Die  erste  behandelt  die  Peaueellier'sche  Vorrichtaop, 
i;^  rt(  h  •  mittelst  oiues  lenkbaren  Gestänges  bei  Führung  eines  Punkts 
iui  Kreise  einen  andere  Punkt  in  gerader  Linie  bewegt,  ein  Princip 
welches  im  Anslande  mehr  bekannt  sei  als  in  Frankreich.  Die 
zweite,  bestehend  aas  2  Arbeiten,  leitet  17  neue  Dreieckssätze  her. 

H. 

Bulletins  de  l'Academic  Royale  des  sciences,  des  lettres  et  des 
bcaux-arts  de  Bolgiqae.  3»«  s^rie,  t  I.~T.  1881—1883.  Braxel- 
les,  F.  Uayez. 

I>ie  5  enten  Bände  der  3.  Reihe  enthaltea  folgende  Bttthema* 
tiiebe  Arbeiten  nebet  Referaten  ftber  dieaelben. 

C.  Lc  Paige:  Noto  über  dio  Theorie  der  Polaren.  —  Ueber 

gewisse  Covariauten.  1.  —  Ueber  dio  Curveu  3.  Ordnung.  1.  3.  4. 
—  Ueber  die  Theorie  der  binären  Fomieii  für  nicbrrro  Reihen  voa 
Variabelu.  2.  —  Ueber  die  geometrische  Darstellung  zweier  ein- 
förmigen Transformationen.  3.  —  Ueber  einige  eiiiförmigo  geome- 
trische Transformationen.  4.  —  Nntn  über  die  Homographie  3.  Ord- 
nung. —  Ueber  die  Flächen  2.  Ordnung.  5. 

P.  Samnei:  Note  aber  ein  Instrameat  zur  Beschreibong  voa 
Ellipsen.    1.  2. 

Folie  (gemeinsam  mit  Le  Paige):  Ueber  die  Corven  3.  Ord- 
nung.  1.  3. 

Catalan:  Ueber  die  Legeudre'scheu  Functionen  J?«.  —  Magi- 
sches Quadrat  von  la  Villa  Albani  (Rom).  2.  —  Ueber  die  Addition 
der  ellliptibcheu  Functionca  1.  Gattung.  —  Einige  Sätze  der  elemen- 
taren Geometrie.  4.  —  Noto  über  die  Theorie  der  Kettenbrücbe 
and  gewisse  Reihen.  —  Ueber  eine  Doppelreibe,  ö. 


Digitized  by  Google 


Zäkmthr  BMU  VI  » 

Dernyts:  Note  Aber  die  algebraischea  FlAohen  mit  mittlerer 
Xrflmmsng  aall.  2. 

Gomes  Teixeira:  Uebor  eine  Clftflse  von  Gleichungen  mit 
pertielien  Dlffcrentialquoticnten  2.  Ordnung.  2.  —  Integration  einer 
Oane  vod  Gleicboosen  mit  partiellon  IHfiterentialqaotieDteii  2.  Ord* 
Hang.  3. 

Mantioe:  Fandamentales  Prinuip  betreffend  die  Berühning  yoii 
Flächen,  welche  eine  gemeinsame  Erzeugende  haben.  3.  —  Ueber 
einen  Punkt  der  Theorie  der  Fourier'schen  Reihen.  5. 

E.  Weyr:  Ueber  die  luvolutionsflächen.  4. 

Boblin:  Teilung  eines  Winkels  oder  ßogons  in  3  progressive 
und  proportionale  Teile.  4  —  Uober  die  Verdoppelung  des  Ku- 
hns. 5. 

Genocchi:  Ueber  dir  Functionen  von  Pryin  und  Hermite.  4.  5. 

Sautreaux:  Versudi  der  Anwendung  der  Geometrie  mit  poly- 
gonalen und  polyedriäclicu  Coordinaten  auf  die  Losung  der  Glei- 
chungen 3.  uud  4.  Grades.  4. 

Ronkar:  Versuch  der  Bestimmung  der  XrAgheitsmomente  des 
Erdsphäroids.  5. 

De  Tiliy:  Ueber  den  Satz  von  Chasles  bezügiicii  aal  Central- 
axen.  5. 

Wilmart:  Lösung  des  Euklidischen  Postulats.  5.  H. 

Yerslagen  en  HededeeUngen  der  Koninldyke  Akademie  van 
Weteiiflehappen.  ÜdeeUng  natanrkonde.  Tmede  reeks.  Achttiende 
deeL  Amsterdam  1883.  Johannes  HOUer. 

Der  18.  Teil  enthält  folgende  mathematische  Abhandlungen. 

Ch.  M.  Schols:  Berechnung  des  Abstandcs  und  Azimuts  aus 
Länge  und  Breite.  —  Ueber  deu  Auschluss  eines  Dreiecksnetzes  von 
niederer  Lage  an  3  Punkte  eiTies  hOhern. 

W.  K^pteyn:  Einige  Bemerkungen  über  gewöhnliche  lineare 
Differentialgleichungen. 

D.  Bierens  de  Haan:  Baustoffe  fflr  die  Geschichte  der  mathe- 
matischen und  Natur- Wissenschaften  in  den  Niederlanden. 

J.  Bueno  do  Mesqnita:  Allgemeine  Gleichungen  ftlr  ein 
centrirtes  Linsensystem. 

D.  J.  Körte  weg:  Allgemeine  Sätze  betreffend  die  stationäre 
Bewegang  einer  incompressibeln,  reihenden  Flüssigkeit  U. 

Auioal  Eeport  of  tbe  Board  of  Regeota  of  the  Smithaonian  In- 
aütiitloii,  skowiDg  the  operationa,  expenditnres  and  conditioa  of  tke 
laatitvtloa  for  tbe  year  1881.— 1883.  Waahington  188S— 1884. 
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Der  Report  enthält  unter  der  Ueberschrift :  „Record  of  recent 
scientific  progress"  einen  übersiclitlichen  Bericht  über  die  jährlichei 
extensiven  Fortschritte  iu  der  Erforschung  der  nmteriellen  Tatsachen. 
Dieser  Ttil  <los  Buchs  umfasst  etwa  die  Hälfte  dos  Raumes.  Der 
Bericht  erstreckt  sich  auf  folgende  Wissenschaften:  Astronomie, 
Meteurologie,  Physik,  Chemie,  Botanik,  Zoologie  und  Anthropologie. 
Die  Theorie  wird  in  keiner  derselben  berührt,  daher  ist  auch  die 
Mathematik  ?:inzlich  ans^oschlossOD.  £s  handelt  sich  allein  am  dno 
Beobachtangcu  und  deren  Mittel.  H. 

Bulletin  of  the  Pbilosophical  Society  of  Washington.  Vol  IV. 
V.  PoblUhed  by  the  co- Operation  of  the  Smitbsonian  Institatioa. 
Washington  1881.  1883. 

Aus  dem  Namen  ^^philosophische  Gesellschaft^*  würde  man  ge- 
neigt sein  zu  entnehmen,  dass  dieselbe  der  Pflege  der  ideellen,  theo» 
retisehen  Wissenschaft  gewidmet  sei,  daher  der  Mathematik  eine  Tor- 
waltende  Stelle  eingeräumt  werden  müsse.  Die  Statuten  sprechea 
Überhaupt  nicht  vom  Zwecke  der  Gesellschaft,  sondern  nur  von  der 
Verwaltung,  sie  beschrilnken  die  Gegenständo  der  Verhandlungen  und 
Publicationen  dnn  }t  keine  Festsetzung,  nicht  einmal  auf  wissenschaft- 
liche. Die  VerliandlaDgen  deuten  auf  ein  gleiches  luteresso  für  ide* 
eile  und  reale  Wissenschaft;  das  ideelle  Interesse  lassen  die  einlei- 
tenden Fragen  erkennen,  auch  tritt  es  in  dem  ehrenvollen  Andenken 
an  den  ihr  zugehörendeu  Mathematiker  Peirce  hervor.  Wenn  nun 
gleichwol  die  Resultate  aller  publicirten  Vorträge  auf  blosse  Aus- 
dehnung materieller  Kenntnisse  gerichtet  sind,  so  leitet  eine  Aeusse- 
Hing  von  S.  Newcomb  in  einem  Vortrag  „über  die  Beziehung  der 
wissenschaftlichen  Methode  zum  socialen  Fortschritt"  auf  eine  Er- 
klärung des  Umstandes.  Er  findet,  dass  in  Amerika  eine  weit  grössere 
Trennung  zwischen  Wissenschaft  und  praktischem  Leben  als  in  der 
übri-icn  civilisirteu  Welt  gemacht  wird,  nur  schreibt  er  die  geschil- 
derte Ansiclit  dem  gemeinen  Manne,  nicht  dem  Gelehrten  zu.  Ohne 
Zweifel  ist  aber  auch  letzterer  nicht  von  diesem  Eiutlusse  frei.  In 
Amerika  findet  die  Hcahvisscuschalt  auf  ihrem  bekauoleu  Staudpunk't 
ohne  theoretische  Vertietung  so  viel  Verwertung,  dass  das  ideeiie 
btudium  nicht  daran  denkt  etwas  nützliches  zu  schaffen  und  sich 
sorglos  beliebigen  Specu!ation'-n  hingibt.  Im  vorliegenden  Falle 
kommt  weiter  hinzu,  dass  die  grosse  Ausdehnung  des  bearbeiteten 
Fcliles  jode  Cuiiceiitration  unmöglich  macht,  iu  den  am  je  zweiten 
Sounubend  statthndendeu  SitKnugou  wUrdo  ciu  thooretiacher  Vortrag 
ganz  vereinzelt  bleiben.  B. 
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Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  anno  CCLXXXI.  1883—84. 
Serie  terza.  TrauBantL  Volume  Vni.  Koma  1884. 

In  diesem  Bande  sind  folgende  mathematischo  Äbbaudluugeu 
oder  deren  Analysen  enthalten. 

A.  Violi:  Die  Molecnlargeacliwindigkeitoii  der  loftfOrmigen 
KOrper. 

S.  Robert  Paolo:  Warnm  die  Gletscher  znrttcl^geheu. 

G.  Trattini:  Ueber  einige  Sätze  in  der  Theorie  der  Sabsti- 
tntioneo.  —  Die  Grnppen  za  k  Dimensionen. 

Ascoli:  Die  Grenzcnrven  einer  Varietät  von  Curven. 

P.  Blaeerna:  Ueber  die  der  fiisperiode  entsprechende  Tempe- 
ratur. 

A.  Cape  Iii:  Ueber  die  ZmmmensetzDng  der  SabstitatioQS- 
gmppen. 

F.  Brioschi:  Ueber  eine  Classe  von  Canren  4.  Ordnung. 

A.  Lugli:  Ueber  die  barometrische  Uöhenmessung. 

C.  Segre:  Ueber  die  Theorie  der  Classification  der  Homogra^ 
phien  in  einem  llaume  von  beliebig  vielen  Dimensionen. 

V.  Vültürra:  Ueber  das  GleicbgoAvic-bt  der  biegsamen  und  nicht 
dehnbaren  Fliiclien.  —  Ueber  ein  eleittrostatisches  Problem. 

F.  Bonatelli:  Von  einigen  psychologischen  Schwierigkeiten, 
die  sich  mittelst  rlrs  Begriffs  des  Unendlichen  lösen. 

G.  Mengarini:  Methode  der  Bestimmung  des  Ohm  in  abso- 
lutem Masse.  H. 


Mathcmatiach-natnrwissenschaftliche  Mitteilungen  herausgegeben 
von  Dr.  Otto  BOklen«  Bektor  der  Bealanstalt  in  Reutlingen. 
Heft  I.  1884.  Tflbingen  1884.  Franz  Fnes.  94  8. 

Diese  neue  Zeitschrift  ist  zum  Organ  der  mathematisch-natur- 
wissenschaftlichen Section  der  Keallehrerversamndnng  bestimmt. 
Jährlich  erscheint  ein  Heft  in  gleichem  Umlange.  Das  erste  enthält 
13  AnCsAtsa,  welche  zum  grössten  Teil  der  reinen  Mathematik  ohne 
Beziehung  zur  Schule  angehören;  zum  Schlnss  einen  litterarischen 
Bericht  mit  kurzer  Besprechung  neu  erschienener  Werke.  H. 


Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

VI. 


6«8chieht«  der  Mathematik  und  Physik. 

Cantor,  M.,  üh,  d.  sogenannten  Seqt.  d.  aegypt  Mathematiker. 
Wien,  Gerold*8  S.   2Ö  Pf. 

Methode  und  Prinelpien. 

Harms,  F.,  Metaphysik.  Hrsg.  v.  IL  Wiese.  Breslau,  üLOhler. 
2  Mk.  4D  Pf. 

See  Chi,  A.,  die  Einheit  d.  Natnrktäfte.  Ein  Bcitr.  z.  K«tar- 
philosophio.  Uebers.  v.  R.  L.  Schalze.  2.  Afl.  5.  Lfg.  Leipzig, 
Frohberg.   2  Mk. 

Siemens,  Sir  W.,  Üb.  d.  Erhaltung  der  Sonnon-Energie. 
Uebers.  v.  C.  E.  Worms.   Berlin,  Springer.   4  Mk. 

Weyrauch,  J.  J.,  das  Princip  v.  der  Erhaltg.  d.  Energie  seit 
Mayer.   Zur  Orientirung.   Leipzig,  Teubner.   1  Mk. 

Sammlungen* 

D  ö  1  p ,  H.,  Aufgaben  zur  Differential-  u.  lotcgralrccbimug.  L  Afl. 
Giessen,  Ricker.   a  Mk.  40  Pf. 

Heis,  £.,  Sammig.  v.  Beispielen  u.  Aufg.  aus  d.  allg.  Arith- 
metik u.  Algebra,   üfi.  Afl.   Köln,  DuMont-Scbaaberg.   3  Mk. 

Kley  er,  A.,  vollst  gelöste  Aufg. -Sammig.  a.  allen  Zweigen  der 
Rechenkunst  etc.   141-155.  Hft    Stuttgart,  Maier.   4  25  Pf . 

Kraft,  F.,  Sammig.  v.  Problemen  d.  analyt  Mechanik.  L  b. 
fi.  Lfg.   Stuttgart,  Metzler's  Verl.   k  2.  Mk. 

Lieber,  K  u.  F.  v.  Lohmann,  geometr.  Konstructions- Auf- 
gaben. L  Afl.   Berlin,  Simion.   2  Mk.  ZQ  Pf. 
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vn. 


Methode  und  Prindpien. 

Die  Grundlagen  der  Arithmetik.  Eine  lo!?iscli  mathematische 
Uiitprsucliung  über  deu  Begriff  der  Zahl.  Vüu  Dr.  G.  Frege,  a.  o. 
Prozessor  au  der  Universität  Jena.  Breslaa  1884.  Wilhelm  Koch- 
ner.   119  8. 

Bor  Hauptinhalt  der  Sdirift  ist  Kritik  voa  Meianngeii.  Sie  iat 
nicht  nor  die  vonttglicliste  Leiatnog,  Bondera  auf  ihr  wurzelt  anch 
alles  tlbrige.  In  ihr  offenbart  sich  die  seltene  Begabung  des  Ver- 
fassers, in  durchweg  verst&ndlicher  Sprache  strenge  und  gründliche 
Prüfung  darzuk'gen,  und  das  von  den  äussern  logischen  Formen 
freie,  auf  die  Katar  des  Gegenstands  gerichtete  Urteil;  hier  begegnet 
man  auch  häufig  genug  Bemerkungen  von  Interesse.  Wenn  sidi  von 
der  Eotwickeluug  der  eigenen  Ansicht  d  s  Verfassers  nicht  ein  glei- 
ches sagen  lässt,  so  ergeht  es  ihm,  wie  vielen  andern  Schriftstellern. 
Die  dgene  Ansicht  ist  nicht  das  Ergcbniss  einer  unabhängigen  Unter- 
sachang,  sondern  nimmt  nur  das  Plätzchen  ein,  welches  der  Ver- 
fasser nach  Verwerfung  einer  Reibe  fremder  Urteile  als  iutact  bat 
ausfindig  machen  können.  Gehen  wir  jetzt  das  Einzelne  durch. 
In  der  Einleitung  rechtfertigt  der  Verfasser  das  Unternehmen,  über 
das  Wesen  der  Zahl  eine  Untersuchung  anzustellen,  und  zwar  da- 
durch, das?;  Gelehrte  darüber  abweichend  urteilen.  Der  Grund  möchte 
Nvül  nicht  ausreichend  sein,  denn  dasselbe  geschieht  oft,  wo  die  Frage 
schon  völlig  erledigt  ist;  überdies  kommt  es  darauf  an,  ub  äic  not- 
wendig ist  oder  docij  zur  Klilruntj  beitrügt.  Letztere  Unterscheidung 
kenut  die  Schrift  nicht  j  bei  aller  Schärfe  der  iücr  geübten  Logik 
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Steht  dieselbe  noch  aut  dem  Standpunkte,  wo  ihr  die  Füh^keit  zn 
urteilen  als  Kudziel  der  Erkennt uiss  erscheint,  unbekümmert  darum, 
ob  uns  das  Urteil  einen  Schritt  weiter  bringt,  wo  insbesondere  vüu 
einer  Definition  nur  gefordert  wird,  dass  die  irgend  wober  zusammen- 
gesuchten und  ausprobirten  Bedinj^unL'eu  alles  uuter  den  Bei^riff  fal- 
lende ein-,  alles  andere  ausschliessen ,  gkicliviel  ob  sie  mu  der  De- 
deutunt;  des  DegriÜ'es  etwas  zu  tun  liab.n  oder  ihr  fremd  sind. 
Der  LLgnli"  ist  einem  selehen  Logiker  nicht  eine  Errungenschalt, 
sondern  ein  vor^a-fundeues  Stück,  das  er  in  Arbeit  nimmt,  wieder 
(,'hemiker  das  Füssil  oder  den  Meteorstein.  Bezeichnend  in  dieser 
]je/.ichnng  ist  die  Auslassung  der  Einleitung  auf  Seite  III.  Der  Ver- 
fasser nennt  es  betrtibend  und  entmutigend,  dass  schon  errungene 
Erkenntnisse  wieder  verloren  gehen,  weil  sich  die  Schuldoctrin  mit 
ihrer  „rohen  *  Auflassung  des  Zahlbugritfs  begütigt  und  die  von  Iler- 
hart  gogebcue  rvichtigstellung  als  überÜiissig  bei  Seite  lässt,  ein  Schick- 
sal das  hiernach  wul  auch  sein  Untersuchungsergebniss  treffen  werde. 
Da  der  Verfasser  dem  Gedanken  nicht  liauni  giebt,  dass  die  angeb- 
lichen Vcrbesscrer  die  Schuld  ganz  oder  zum  Teil  selbst  tragen,  so 
mnsB  hier  an  Folgendes  erinnert  werden,  was  die  Erscheinung  wol 
genügend  erklären  wird.  In  der  Entwickeluugsgescfaichte  der  cxacteu 
Begriffe,  die  der  Verfasser  gänzlich  ignorirt,  lassen  sich  3  Stadien 
nnterscbeidon:  1)  bis  zvff  objectiven  Gestaltung  der  Vontteliungen  and 
Begriffe,  2)  bis  zur  Gewinnung  exactcr  Fundamental  begriffe,  3)  von  da 
an  die  Theorie  bis  zum  heutigen  Staudpunkte  nmikssend.  Jedes  Stadiam 
schliesst  mit  einer  deutlichen,  entschiedenen  Leistnng,  die  mit  der 
Elimination  aller  der  Merkmale  verbunden  ist,  die  im  neuen  Stadion 
ausser  Anwendung  kommen.  Als  hervorragende  Beispiele  mögen  ge* 
nannt  werden  im  ersten  Stadium  die  Elimination  d^r  cphthalmo- 
eentrischen  Data  bei  Bildung  des  Körper-  und  Baumbcgriffs,  im 
zweiten  die  Elimination  der  individuollen  Unterschiede  bei  Bildnag 
des  Gattuttgs-  und  Zahlbegrifos,  dnrch  welchen  die  articulirte  Spndie 
bedingt  ist,  im  dritten  die  Elimination  des  Grösscnursprungs  in  Zahl 
und  Ausdehnung  bei  Bildung  der  Begrififo  der  Analysis.  Die  Mathe* 
matik  der  Schule  bewegt  sich  im  dritten  Stadium  und  setzt  die  Er- 
zeugnisse des  zweiten  voraus,  wenn  auch  der  Unterricht  vielleicht 
propädeutisch  auf  das  zweite  zurückgreift  und  in  Definitionen  und 
Axiomen  das  Erworbeue  formulirt  Was  elimiuirt  ist,  hat  auf  dea 
Fortgang  der  zu  lehrenden  Theorie  keinen  ISinflnss.  Der  Anföngcr 
weiss,  dass  er  Aepfel  und  Glockenschlage  mit  HQlfe  derselben  Be- 
griffe  (der  abstracten  1,  2,  3,  etc.)  zahlen  kann,  und  begegnet  heia 
Erlernen  der  Arithmetik  keiner  fundamentalen  Lacke  seines  Wissens. 
Wenn  nun  Frege  von  ihm  eine  befriedigende  Antwort  auf  die  Fzi- 
gen,  was  Einheit  und  was  Zahl  sei,  verlangt,  so  sind  wir  doch  ge- 
wiss ebenso  berechtigi  ihn  zn  fragen ,  was  die  von  ihm  geforderte 
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Urteile  über  Einheit  and  Zahl,  wie  er  und  Herbart  sie  geben ,  zur 
Bildung  beitragen.  Wenn  Frege  geltend  macht,  dass  wir  keine 
blossen  mecbaniscben  Rechner  aasbilden  wollen,  so  ist  doch  hinzn- 
zufügen:  auch  keine  Conversationslcxika.  Nicbt  blosa  richtig,  son- 
dern auch  instructiv  müssten  die  Urteile  sein  sie  mttssten  einen 
Schritt  mm  Ziele  der  £rkenntniss,  nlUnlich  dem  Ziele,  das  Gegebene 
im  Geiste  zu  beherrschen,  enthalten,  wenn  der  Tadel  begründet  sein 
sollte,  dass  die  Schule  oder,  um  dem  Verfasser  nicht  eine  ihm 
ganz  frenule  Special beziehung  zuzuschreiben -~  die  intelligente  Mensch- 
heit dargebotene  Erkcnntniss  Ton  sich  weise  nnd  die  Forschung  ver- 
geblich mache.  Treten  wir  der  Sache  näher,  so  wird  sich  zeigen, 
dass  der  Ycrbesserer  Punkt  für  Punkt,  indem  er  eine  vulgäre  Vcr- 
naclilässigung  rügt,  sich  selbst  einer  weniger  verzeihlichen  S'jhuldig 
macht.  Die  Frage,  warum  wir  es  nicht  dabei  bewenden  lassen  kön- 
nen, die  Bedingungen  des  Fortschritts  einer  Fachwissenschaft,  wie 
hier  der  Arithmetik,  zu  erfüllen,  lässt  vr  unberührt,  obwol  seine 
Ansicht  darüber  nicht  so  ganz  gleichgültig  sein  würde.  Es  genügt 
wol  anzuführen,  dass  die  Theorie  nicht  den  Inhalt  des  Geisteslebens 
ausmacht,  nnd  die  Beziehungen  der  Wissenschaftszweige  unter  ein- 
ander und  zum  Leben  eine  rückgängige  Untersuchung  ihrer  Prin- 
cipien  und  damit  das  Studium  der  Erkcnntniss  überhaupt  for- 
dern. In  diesem  Sinne  mag  die  Auffassung  der  Zahl,  welche  von 
der  allgemeinen  Erkenntnisslehrc  keine  Notiz  nimmt,  eine  rohe  ge- 
nannt werden.  Indes  verleihen  doch  der  Beschränkung  auf  das  dritte 
Stadium  die  unausgesetzten  Erfolge  eine  gewisse  Rechtfertigung.  Der 
Logiker  dagegen,  welcher  jene  Vernachlässigung  rügt  und  es  be- 
trübend und  entmutigend  nennt,  nirgends  Sini»  für  principielle  Re- 
vision zu  finden,  und  doch,  wo  es  eben  auf  Gründlichkeit  ankäme, 
seinerseits  wieder  das  erste  Stadium  ignorirt ,  indem  er  mir  den  ob- 
j<»ctivcn,  fertigen  Bcj;ritf,  nkhl  aber  seine  Entwickoluug  nnd  seinen 
Zweck  der  Betrachtung  für  wert  h»11t,  mrjchte  schwerlich  irgend 
welche  Erfolge  seiner  logisclien  Doetriii  aufweisen,  die  ihm  keine 
Zeit  Hessen  ül)er  die  Grenzen  des  /.weiten  Stiidinnis  weiter  ziirtlck 
zu  pebcn.  Im  Gegenteil  hat  diese  doctriuJire  Logik,  deren  Sätze  aus 
roher  Empirie  liervorgehen ,  aber  vom  Autor  für  ewige  Denkgesetze 
ausgegeben  werden ,  weil  er  nicht  anders  denken  kann,  die  also  aus 
dem  Unvermögen,  stntf  nnf  ilire  Incompctenz.  auf  die  Gewissheit 
schliesst,  nur  mehr  und  mehr  Schwierigkeiten  gehäuft,  statt  sie  zu 
lösen  —  vergl.  das  etwa  (>  Seiten  lange  Resultat,  welclies  Baumann 
aus  seiner  Zusammenstellung  der  Lehren  der  IMiilu  i|,h<  n  iiber  Kaum 
und  Zeit  zieht.  In  der  Tat  nimmt  sie  den  ungünstigsten  Standpunkt 
ein,  wo  sie  sich  nach  unten  und  nach  oben  den  IJlick  verschliessti 
und  darum  aller  Orient  im  ui^^  entbehrt.  Fand  also  der  Verfasser  in 
der  Bestimmung  des  Zahlbegriffs  eine  Schwierigkeit,  so  war  es  zu- 
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nächst  die,  sich  im  Finstern  nicht  zu  stosscn.  Der  Arithnietiker 
empfindet  sie  nicht,  weil  er  clor  Frnc^o  Ar^n  Rückcfi  /nkchrt.  Al-er 
auch  der  begegnet  keiner  Schwierigkeit,  welcher  die  Kntwick'^luug 
des  Ikgriffs  von  Anfang  au  verfolgt.  Jedenfalls  ist  es  sehr  b-  ;:r?if- 
lich ,  dass  von  keiner  Seite  oinc  Nachfrage  n;i!*h  d^r  ftiigeidicbcQ 
L(^nni?  stattfindet,  wo  sie  von  der  rinon  leicht  eotbelirt,  von  der  aa- 
dem  leicht  vollständig  gegeben  werden  kann. 

Folgende  Stelle  der  Einleitung  p.  V.  scheint  auf  das  Vorstehende 

Bezug  zu  habeu.    „  Eine  gründliche  Untersuchung  des  Zabi- 

begritis  wird  immer  etwas  philosophisch  ausfallen  müssen.  Diese 
Aufgabe  ist  der  Mathematik  und  Philosophie  gemeinsam.  Wenn  das 
Zusammenarbeiten  dieser  Wissenschaften  trotz  mancher  Anläufe  vou 
beiden  Seitext  nicht  ein  so  gedeihliches  ist,  wie  es  za  w&uschen  und 
wol  auch  möglich  wäre,  so  liegt  das,  wie  mir  scheint,  an  dem  Ueber- 
wiegen  psychologischer  Bctrachtangsweisen  in  der  Philosophie,  die 
selbst  in  die  Logik  eindringen.  Mit  dieser  RichtaDg  hat  die  Mathe- 
matik gar  keine  Berflhrungspunkto,  nnd  daraos  erklttrt  sich  leicht 
die  Abneignng  vieler  Mathematiker  gegen  philosophische  Betrachtna- 
gen.*^  Diei  bestätigt  zum  Teil  dhreel  das  Gesagte:  der  Mangel  an 
Erfolgen  der  philosophiachen  liOtwirkung  wird  eingeräumt  Dass  der 
behauptete  Gmnd  davon  gerade  der  entgegengesetzte  ist,  legt  jene 
unklare  Begriffsmiscbung  der  doetrinären  Logik»  an  den  Tag,  welche 
Mittel  und  Wege  der  Erkenntoiss  von  ihrem  Product  nicht  unter- 
seheiden  kOnnen.  Allerdings  hat  die  Hathematik  als  fertiges  Pro* 
duet  mit  psychologischer  Betrachtungsweise  nichts  zu  tun;  denn  dass 
dasselbe  vollkommen  ol^ecüv  sei,  ist  eben  die  Forderung  der  Wissen- 
schaft. Aber  die  gauze  Arbeit,  welche  das  Prodact  schafft,  die  Wahl 
der  Transformationen,  die  Bildung  geeigneter  Begriffe,  die  Beweise, 
Überhaupt  alles,  was  einen  Zweck  verfolgt,  sind  ihrer  Natur  nach 
psychische  Torgänge  j  wer  darüber  principidl  und  allgcmiein  uiteiku 
will,  darf  gegen  die  psychische  Natur  des  Gegenstandes  nicht  blind 
sein,  und  das  ist  es  dodi,  was  der  Yerfiasser  mit  der  Abweisung  der 
psychologischen  Betrachtung  schlechthin  fordert.  Der  dodrinärs 
Logiker  pflogt  in  der  Täuschung  be&ngeu  zu  sein,  er  könne  der 
üeberzengungskraft  der  Beweise  bestimmte  Formen  der  Schlüsse 
unterlegen.  Er  wird  aber  nicht  gewahr,  dass  er  sich  auf  das  ADer- 
subjectivste  und  noch  dazu  das  UnwissenscbafQichste  stutzt:  auf  den 
Glauben  an  die  unverstandene  Wnnderkraft  der  Schlussformen  und 
auf  Säue  eigene  Unfthigkeit  anders  zn  denken.  Hat  nun  der  Ter- 
taer  richtig  bemerkt,  dass  die  logischen  Furagen  iu  neuerer  Zeit 
mehr  und  mehr  psychologisch  in  Angriff  geuonuneu  werden,  so  kann 
man  wol  zugeben,  dass  dies  Untersnchungsgebiet  dem  rein  theoieti- 
schen  Arithmetiker  ferner  liegt  als  das  der  förmateu  Logik;  nur  er- 
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klärt  ihr  Umstand  uicbt,  wie  die  ilahin  einschlagenden  Arbeiten 
einem  gedeiblichcu  Zusainnu'iiwirkeu  luittcii  im  Wege  stehen  können, 
wenn  die  formale  LogiU  sich  zu  unuebuibareii  Leistnn^a-n  l.ihig  ge- 
zeigt hätte.  Die  Schuld  an  tleren  Uuvermögen  schiebt  der  Verfasser 
auf  die,  welche  gar  nicht  daran  beteiligt  sind. 

Nach  der  Einleitung  bi  ginnt  die  Schrift,  nochmals  einleitend, 
mit  einer  Erörterung  der  Begriffe  „analytisch,  synthetisch,  apriori, 
apostcriori**.  Es  ist  dies  ein  Thema,  welches  gowohnhcitsniässig  vor 
jeder  logischen  Untcrsachuug  behandelt  zu  werden  i)tiegt,  obgleich 
leicht  ZD  bemerken  ist,  doss  die  betreffenden  Fragen  massig  aufge- 
worfen werden,  indem  im  weiteren  nichts  darauf  Bezug  bat  ImYor- 
liegenddn  ist  nur  eine  charakteristische  Aeussorung  zu  erwähnen; 
zaerst  die  sehr  richtige  und  sonst  wenig  beachtete.  Bemerining:  „Ans 
einzelnen  Tatsachen  folgt  nichts^S  Hieraus  aber  schliesst  der  Vor* 
fasser:  „Wenn  man  ai»erhaapt  allgemeine  Wahrheiten  (poetischer 
Ausdruck  statt:  richtige  SAtze)  anerkennt,  so  mnss  man  auch  zu- 
geben, dass  es  solche  Urgesetze  gibt,  die  seiher  eines  Beweises  weder 
fähig  noch  bedürftig  sind'^  Wie  defect  dieser  Schluss  ist,  liegt  am 
Tage:  es  fohlt  jeder  Grund  der  Anssdiliessung  weiterer  Möglich- 
keiten. Was  dem  Bauer  unbegreifliches  begegnet ,  muss  sein  Kobold 
getan  haben.  Ebenso  stellt  sich  die  obige  Aeosscrung  dar:  dio  Ur- 
gesetze sind  nnr  ein  Name,  der  substituirt  wird,  wo  die  Erklftrung 
fehlt  Was  eine  ganz  einfache  Betniditung  des  Zugrundeliegenden 
ergibt,  ist  folgendes.  Da  der  Mensch,  ohne  Wissen  geboren,  zu  all- 
gemeinen Erkenntnissen  gelangt,  nnd  aus  den  erlebten  Tatsachen 
nichts  folgt,  so  niuss  es  andre  intellectnello  Tätigkeiten  geben  ausser 
dem  Schliesseu.  Diese  sind  denn  auch  leicht  aufzuweisen  und  be- 
kannt genug:  Ordnen,  Scheiden,  Combiniren,  Setzen  von  Merkzeichen 
n.  s.  w.  Sie  behaupten  nichts,  sind  daher  unbestreitbar  und  bedürfen 
keines  Beweises,  fahren  aber  zur  Entdeckung  ausschliessender  Gegen- 
sätze, der  Basis  sicherer  Schlüsse,  zu  der  Orientimng,  die  vor  Irrtum 
mehr  schätzt  als  alles  andre.  Wem  es  au  Orientirung  fehlt,  dem 
ist  selbst  der  Identitätssatz  eine  Quelle  von  Irrtttmem. 

Jetzt  folgt  die  Kritik  von  Meinungen  einiger  Schriftsteller,  zu- 
erst Ober  die  Natur  der  arithmetischen  Sätze.  Hier,  wo  sich  der 
Verfasser  in  der  günstigen  Lage  befindet,  ohne  Verbindlichkeit  fOr 
Berichtigung  und  Lösung  nnr  Mängel  fremder  Versuche  anzeigen  zu 
mflsseu ,  zeigt  er  sich  in  den  engen  Grenzen  der  formulirteu  Fragen 
gut  orientirt  und  lässt  weder  formell  noch  substantiell  den  gehörigen 
Eänbliek  vermissen.  Ein  Zweifel  bleibt  nur,  ob  nicht  eben  diese 
Beschränkung  eine  Misdeutung  des  Autors  enthält  Dio  erste  Frage 
ist:  Sind  die  Zahlformeln  beweisbar?  Daas  der  Beweis  für  3-)- 2 »5, 
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anf  blo88o  recnrrente  Definition  von  2,  3,  5  gcsttttsi,  eine  Lftcke 
cnthftlt,  wird  keiner  Einwendung  begegnen.  Wenn  hingegen  der  Vcf- 
faeser  der  Behauptung  Mill's,  dass  die  Definitionen  der  Arithmetik 
beobachtete  Tatsachen  enthalten,  mit  der  Frage  entgegentritt:  welche 
beobachtete  Tatsache  in  der  Definition  der  Zahl  777864  befaanplet 
wird;  wenn  er  ferner  es  misslich  nennt,  einen  grundsätzlichen  Unter- 
schied zwischen  kleinen  und  grossen  Zahlen  su  machen,  so  scheint 
doch  alles  Verstftndniss  fflr  empirische  Erkenntniss  zu  fehlen.  Keh- 
meu  wir  den  Fall,  jemand  lese  eine  unendliche  Reihe,  welche  wie 
oft  geschieht  durch  Angabe  der  Anfangsglieder  ansgedrtickt  ist;  dann 
wird  er  in  der  Tat  das  millionste  Glied  auf  Grund  einer  Beobach* 
tnug  erkennen,  aber  nicht  wie  der  Verfasser  meint  der  analogen 
Beobachtung  oben  dieses  Gliedes,  sondern  etwa  des  2ten  und  3ten 
Gliedes,  so  viele  deren  genflgen  das  Gesetz  des  Fortschritts  daraas 
zu  entnehmen.  Hier  ist  wirklich  ein  Unterschied  zwischen  kleinen 
und  grossen  Zahlen  vorhanden;  die  Theorie  ist  davon  frei,  aber  Air 
ihre  Basis  ist  dieses  psychische  Element  unentbehrlich.  Ebenso  ge* 
nOgt  die  Beobachtung  an  kleinen,  vorstcllbaren  Zahlen  zur  Ent- 
deckung, dass  zur  rccurreuten  Begriffsbestimmung  die  Specialitftt  der 
Zahl  nicht  mitwirkt,  mithin  zur  Gewinnung  eines  Begriffs  von  nnbe* 
greozter  Ausdehnung.  Da  Frege,  wie  ans  vielen  Aeusserungca  her- 
vorgeht ,  kein  Werden  der  Begriffe  kennt,  so  ist  ihm  erklärlicher- 
weise der  Fall  nicht  in  den  Sinn  gekommen,  dass  bei  Bildung  eines 
homogenen  Begriffs  zwischen  Anfang  und  Vollendung  ein  heterogener 
Geistesact  als  notwendiges  Glied  eintreten ,  der  einfache  Begriff  anf 
zusammengesetztem  Boden  stehen  kdnne,  obwol  dieser  Fall,  wie  s.  E 
bei  der  Function  o* ,  bekannt  genug  ist.  Frege  nennt  es  ein  Vor- 
urteil von  Mill,  dass  alles  Wissen  empirisch  sei.  Nach  seiner  Logik 
ist  es  also  ein  Vororteil,  dass  man  erklSren  kann,  was  er  als  anf 
einem  UrwIssen  beruhend  unerkl&rt  Iftsst:  analog  ist  es  dann  auch 
ein  Vorurteil  der  Baumeister,  dass  man  Häuser  bauen  kann!  Ge- 
wöhnlich aber  spricht  man  von  Vorurteil,  wo  eine  Meinung  der  Er- 
kenntniss hinderlich  ist,  und  das  trifft  gewiss  zu  bei  Frege's  Meinnng 
Ober  die  empirischen  Wissensehaften,  deren  wesentliches  logisches 
Organ  er  irrigorweiso  im  luductionsscblnss  sieht,  denn  diese  hindert 
ihn  von  der  erfolgreichen  Logik  der  Empirie  Eenntnisa  zu  nehmen. 
Ans  dem  Mitgeteilten  Iftsst  sich  nicht  beurteilen,  ob  Mill  eine  rich- 
tigere Ani&ssung  der  Empirie  besass;  denn  das  Wesentliche  darin 
wflrdo  doch  bei  der  Wiedergabe  unbeachtet  geblieben  sein.  Dass 
Mill  fttr  jede  Zahl  eine  besondere  Beobahtung  fordere ,  ist  nur  Fre- 
ge*ä  Conjectur  aus  unzureichenden  Granden,  von  Mill  nicht  ausge- 
sprochen. 

Die  ferneren  Fragen  sind  folgende:  Sind  die  Gesetze  der  Arith- 
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raetik  inductivc  Wahrheiten?  Sind  sie  syutheticcli  apriori  oder  ana- 
lytisch? Die  Fragen  über  die  Anzahl  laaten:  Ist  sie  eine  Eigen- 
schaft der  äussern  Dinge?  Ist  sie  etwas  subjectivesV  Die  Uber  Einheit 
und  Eins:  Drückt  das  Zihlwürt  „eiu'^  eine  Eigenschaft  von  Gegen- 
ständen au  y  Sind  die  Einheiten  einander  gleich?  Ueberall  leidet  die 
LiiteiäucLuu;;  bei  aller  Vielseitigkeit  au  demscllx  n  I ,  au  Jeni 

Ausseratlitlassen  der  Genesis.  Ans  vielem  Ar^iuihniLiren  kommt 
heraus,  dass  die  Anzahl,  soviel  sie  auch  subjective  Seiten  zeigte, 
doch  objectiv  sei.  Das  war  nun  eigentlich  durch  die  Existenz  der 
Arithmetik  vorher  bekannt.  Vermischt  man  aber  mit  diesem  auf  das 
dritte  Stadium  bezüglichen  Urteile  solche  ans  den  frUhern  Stadien, 
so  darf  mau  sich  nicht  wundern,  wenn  manches  uDvereinbare  zutage 
kommt  Ein  Fall  derart  liegt  vor,  wo  der  Tcrlksser  bei  Abschlnfls 
der  Kritik  fremder  Meinongen  die  restirende  Schwierigkeit  findet: 
wir  mfissten  denselben  infolge  den  Einhdten  zwei  widersprechende 
EigeDBchaften  beilegen:  die  Gleichheit  und  die  Verscbiedenbeit.  In 
der  Tat  ist  die  Verscbiedenbeit  im  ersten  Stadium  notwendig  als 
Motiv  zum  Zftliien,  im  dritten  die  Gleiebbeit  der  Einheiton  als  Ge* 
genstand  der  Tbeorie ;  die  Verscbiedenbeit  ist  im  resultirenden  Be- 
griff eliminirt,  ein  Widerspmcb  weder  da  noch  hier  vorbanden.  Unter 
der  Ueberscbrift:  ,jiösuug  der  Schwierigkeit**  —  werden  zunftcbst 
folgende  Urtoile  über  die  Zahl  zusammengestellt,  welche  aus  den 
vorhergehenden  Betrachtungen  stammen.  Die  Zahl  ist  nicht  in  der 
Weise  wie  Farbe,  Gewicht,  Hftrte  von  den  Dingen  abstrahirt,  nicht 
in  dem  Sinne  wie  diese  Etgenscbaft  der  Dingo.  Sie  ist  nichts  phy« 
sikalischcs,  aber  auch  nichts  snbjcctivos,  keine  Vorstellung.  Sie  ent- 
steht nicht  durch  Hinzuftigung  von  Ding  zn  Ding.  Die  Ausdrilcke 
Vielheit,  Menge,  Mehrheit  sind  wegen  ihrer  Unbestimmtheit  unge- 
eignet zur  Erklftmng  der  Zahl  zu  dienen.  Dio  Abgegrenztheit,  die  Un* 
geteilthcit^  die  Unzorlcgbarkoit  sind  keine  brauchbaren  Merkmale  fflr 
das,  was  wir  durch  das  Wort  „Ein**  ansdracken.  Wenn  man  die  zu 
zfthlendeu  Dinge  Einheiten  nennt,  so  ist  die  unbedingte  Behauptung, 
dass  die  Einheiten  gleich  soien,  falsch.  Dass  sie  in  gewisser  Hinsicht 
gleich  sind,  ist  richtig  aber  wertlos.  Die  Verschiedenheit  der  JMngo 
ist  sogar  notwendig,  wenn  die  Zahl  grosser  als  1  werden  soll.  Es 
ist  ein  Unterschied  zwischen  Eins  nnd  Einheit  zu  machen.  Das 
Wort  Eins  ist  als  Eigenuame  eiucs  Gegenstandes  der  matbematischeu 
Forschung  eines  Plurals  unfähig.  Es  ist  also  sinnlos  Zahlen  durch 
Zusammenfassen  von  Einsen  cutstehen  xu  lassen.  Nach  allen  diesen 
negativen  Merkmalen,  denen  keine  problematische  positive  Bestim- 
mung, d.  h.  Aassage,  wozu  der  Begriff  notwendig  ist,  was  er  leistet, 
gegenüber  gestellt  wird,  erwartet  man  nun  weiii^'stens  die  Erklärung 
des  Verfassers,  welche  Stelle  er  selbst  dem  Begriffe  zuerteilt,  womit 
freilich  auch  nur  eine  neue  Meinung  aufgestellt  wftre^  während  er 
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schlechthin  eine  Lö<?nng  vorsprachen  hat.  Aber  diese  Erkläruog 
folgt  nicht,  sie  scheint  vergissi  n  za  sein;  denn  nachdem  die  Schrift 
in  Betrachtungen  und  Erwägungen  noch  einige  Seiten  fortgefahren 
hat,  ist  einmal,  dann  ölters  von  der  Ansicht  des  Verfassers,  als  wenn 
sie  vorher  aasgesprochen  wäre,  die  Rede.  Soviel  sich  nun  aus  dem, 
was  zu  ilirer  Verteidigung  gesagt  wird,  entueinnfn  lässt,  besteht  die 
gedachte  Ansicht  darin,  dass  die  Zahl  als  I^I*  rknuil  am  Gattuug&- 
begriff  haftet,  so  dass  z.  B.  die  Begriffe  Jupitorsniun  i .  Angehöriger 
des  deutschen  Reichs  sich  verändern,  wenn  bzhw.  t  in  fünfter  ent- 
deckt, ein  neuer  geboren  wird  —  Beispiele  die  der  Schrift  entlehnt 
sind.  P'ür  diese  Ansicht  werden  aliei  haud  Bestätigungen  zusammen- 
gesucht, üiine  auch  lai;  lias  AUerbekannteste  zu  erwähnen,  womit  sie 
im  Widerstreit  steht.  Schon  ans  der  Graniuukiik ,  wenn  sie  auf  die 
logischen  Verhältnisse  etwas  näher  eingeht,  ist  bekannt,  dass  Gattung 
und  Zalil  zwei  sich  einander  ergänzende  Begritle  sind,  deren  Leistung 
dnrcii  ihre  Sonderuug,  durch  die  Fähigkeit  unabhängig  von  einander 
zu  variiren  bedingt  ist.  Dasselbe  lehrt  der  gewöhnliche  Gebrauch. 
In  der  Isolirung  der  Bestandteile,  welche  einzeln  variiren  können, 
liegt  der  Fortschritt  der  ErkeDutniss,  indem  daraus  der  coostante 
Bestandteil,  der  sich  als  dauernder  Bogriff  festhalten  Usat,  gewonnen 
wird.  Diesen  Forscbritt,  nnd  damit  die  ganze  Bedentnng  der  Be- 
griffe Gattung  nnd  Zahl  macht  der  vorliegende  Terancli  snnicbte. 
Erwfthnt  mag  noch  sein,  dass  der  Verfasser  die  Nnll  als  di^enige 
Zahl  definirt,  welche  einem  In  der  Wirklichkeit  nicht  reprftsentirten, 
Tiellelcht  sogar  unsinnigen  Begriffe  als  Merkmal  zugehört  Das  Ge- 
nannte wird  wol  zur  Genüge  gezeigt  haben,  dass  der  Verfasser  sehr 
mit  Unrecht  die  Aritbmetiker  getadelt  hat,  welche  von  seiner  Be- 
lehrung keinen  Gebrauch  machen.  Hoppe. 

Der  Grenzbegriff  in  der  Elementar-Mathem&tik.  Von  Heinrich 
Vogt,  Programm  des  KOnigl.  Fricdrichs-Gymnasinnis  sa  Breslau 
1885.  &d  S. 

In  der  Einleitung  sagt  der  Verfasser,  das  Vorhandensein  von 
Axiomen  sei  für  die  Elementarninthematik  k*"ine  Schwierigkeit;  denn 
der  Anfänger  könne  begreifen  ,  warnui  sie  notwendig  sind.  Dagegen 
gebe  PS  Schwierigkeiten  in  den  Grundbegriffen,  namentlich  im  Begriff 
der  (irenze.  Ks  ist  schon  auffällig,  dass  er  »len  Doppelsinn  dieses 
"Wortes  nicht  gleich  bei  erster  Nennung  hebt,  noch  nielir  aber,  dass 
er  wirklieh  in  l)eiderlei  Sinno  von  Grenze  spricht,  als  ob  es  dieselbe 
Sache  wäre,  so  dass  man  kaum  uinhiu  kann  anzunehmen,  das  ihn 
der  gleiche  Terminus  dazu  verführt  hat  zwei  ganz  uuuhuliLhi'  Be- 
griffe za  mischen.  Dieser  Umstaud  allein  würde  ihm  Grund  genug 
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geben  können,  Schwierigkeiten  da  zu  finden,  wo  keine  sind.  Doch 
kommen  weitere  Denkfehler  hinzu,  die  auch  bei  gehöriger  Scheidung 
bestellen  bleiben.  In  der  Einleitung  ist  mit  Grenze  offenbar  der 
Grenzwert  gemeint.  Gleich  im  Anfang  des  I.  Abschnitts:  ,,üie  geo- 
metrischen Grnndbegriffe**  —  handelt  es  sich  um  die  Fläche  als 
Grenze  zwischen!  zwei  Raumteileu.  Der  Verfasser  vorsncht  zu 
beweisen,  dass  die  Gren/Jilche  undenkbar  sei ,  begeht  aber  dabei 
einen  so  groben  logischen  Fehler,  dass  auch  nicht  ein  Schein  von 
Bündigkeit  entsteht.  Kr  fragt:  Gehurt  die  Grenze  einem  von  beiden 
Raurateilen  oder  beiden  (  tlrr  kciiif  lu  von  beiden  zu? —  überflüssiger- 
weise, dciju  dass  sie  In  uli  ii  /.ULjfhnrt ,  ist  jedermann  geläufig;  die 
andern  Fälle  sind  wol  nur  zur  Ablenkung  der  Aufmerksamkeit  her- 
beigezogen. Ik'ideu,  sagt  er,  könnte  die  Grenze  nicht  zugehören, 
denn  als  verschiedene  Raumteile  könnten  sie  nicht  etwas  gemein- 
schaftliche.s  haben.  Wie  will  der  Verfasser  das  jemandem  einreden? 
Haben  nicht  zwei  Brüder  ihren  Vater,  zwei  Löffel  in  einem  Kasten 
diesen  Kasten  gemcinschaftlicli  v  Hiernach  scheint  es,  als  ob  der  Ver- 
fasser Haben  und  .Sein  verwechselt,  Oder  sollen  wir  vielleicht  Un- 
ausgesprochenes ergänzen?  Hat  er  etwa  mit  Zugehüren  gemeint:  als 
Teil  zugehören?  Daun  wurde  man  sogleich  antworten:  Die  Fläche 
ist  kein  Teil  eines  liaunies;  wer  ihren  Hegriff  erklareu  v. ill,  durf  ihn 
nicht  subsumiren  wollen,  denn  wenn  das  gienge,  so  wäre  der  Flä- 
cheubegriff  unnütz,  und  das  widerlegt  die  Geometrie.  Um  den  Ein- 
druck der  angeblichen  Schwierigkeit  noch  zu  erhöhen,  wird  weiterhio 
angeführt,  dass  die  Fläche  2  Seiten  hat  Wahrscbeinlidi  verwechselt 
hier  der  VerfaBScr  Haben  mit  In*  sich-  enthalten;  denn  sonst  siebt 
man  nicht,  irdcfae  Schwierigkeit  er  meinen  kann.  Nachdem  sich  mm 
der  Terfasser  ans  einfachen  und  leicht  vorsteUbaren  Begriffen  durch 
allerhand  Vermischungen  nnd  ycrwechsclongen  ein  recht  trübes  Me* 
dinm  geschaffen  hat,  nimmt  er  Anlass,.  die  scheinbare  Oberflftche  der 
aas  getrennten  Atomen  bestehenden  Körper  in  Vergleich  mit  der 
ideellen  Fliehe  za  besprechen.  Hierauf  weiter  einzugehen  ist  uuer- 
qnicklicb,  solange  die  klare  logische  Basis  fehlt.  Sehr  verschieden 
von  diesem  ersten  Abschnitt  ist  der  zweite,  betitelt:  Bas  Messen 
und  die  Irrationalzahl.  Zwar  bcrobt  auch  hier  die  vermeintliche 
Schwierigkeit  auf  einem  logischen  Fehler,  doch  beschränkt  sich  dessen 
£influs8  auf  einige  Urteile,  während  im  übrigen  die  Darstellung  die 
Klarheit  nicht  vermissen  lässt  und  viel  instructives  darbietet  Mit 
gehdriger  Umsicht  nnd  durchweg  treffend  wird  erst  die  Aufgabe  dis- 
cutirt,  die  stetige  Grösse  durch  die  Zahlgrösse  zu  decken.  Die 
Darstellung  lässt  so  lange  nichts  vermissen,  bis  (auf  Seite  34)  der 
Verfasser  in  den  bekannten,  oft  gorOgten  nnd  doch  leicht  zu  berich* 
tigenden  Fehler  verÜUlt,  die  variable  Grosse  ihrem  Grenzwert  gleich 
zu  setzen,  indem  er  sagt;  der  Begriff  der  Gleichheit  mOsae  erweitert 
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werden.  Der  Fehler  entspringt  aas  dem  Yontrtefl:  Wir  dOrfen  die 
Wahrheit  nicht  aassprechen,  wo  sie  nneerm  Zwecke  nwider  ist 
Sagen  wir,  jene  Grössen  seinen  nngkicli,  so  kommen  wir  erst  nach 
onendHchcm  Process,  d.  h.  nie  zum  Ziole.  In  diesem  Irrtom  ist  der 
Verfasser,  nnd  mit  ihm  Viele,  stecken  geblieben.  Sie  haben  vergessen 
ZQ  fragen:  Was  ist  cigrutlich  nnser  Zweck?  Niigends  wird  die 
Gleichheit  jener  zwei  Grdssen  gefordeit ,  sondern  stets  dk 
Gleichheit  zweier  Constanten,  welche,  wie  leicht  zu  beweisen,  ans 
der  unendlich  kleinen  Differenz  beider  gegen  die  variabeie  Grösse 
folgt.  Unter  den  Schriftstellern  indes,  welche  an  dem  Irrtame  be- 
teiligt sind,  unterscheidet  sich  Vogt  durch  die  für  den  Leser  ange- 
nehmere Auskunft,  indem  er  denselben  mit  allen  Versuchen  ans  der 
selbstgesehafFencn  Schwierigkeit  herauszukommen  verschont,  und  die 
Frage  mit  der  sogenannten  IJegriffserweiterung  der  Gleichheit  für 
erledigt  ausgibt;  nur  scheint  ihm  die  Theorie  der  Grenzwerte  nicht 
auf  gleicher  Stufe  der  Klarheit  mit  der  Euklidischen  Lehre  zu  ste- 
hen. Dieser  Umstand  föhrt  ihn  auf  die  Bemerkung,  dass  Euklid 
sichtlich  alle  Intinitesimal-Üetrachtungen  vermeidet,  und  auf  das,  was 
sie  erfordert,  verzichtet,  während  Arcinmcdes  die  lutinitesimal-Frage 
durch  (!ie  Exhaustionsmethode  in  Angriff  nimmt.  Nachdem  dies  ein- 
gehend dargelegt,  schliesseu  sich  pädagogische  Folgerungen  au.  Der 
Verfasser  befürwortet  das  Festhalten  an  der  Euklidiseii en  Besehrün- 
kung  im  Bereich  der  ScLuhloctrin.  Wo  das  Unendliche  uucntbehr- 
lich  sei,  solle  man  es  auf  üiu  Mininiuni  rcduciren.  Dem  aber  setzt 
er  ohne  alle  Zwischcubtufcu  uur  das  BetreibLU  der  Diflferentialrech- 
Bung  auf  der  Schule  entgegen.  Wenn  man  imn  auch  mit  dem  Aus- 
schluss der  letztern  recht  eluvurbtaudeu  sein  kann,  so  liegt  der  Grund 
doch  am  aüerwenigstens  im  Intiuitesimalbcgriflf  als  solchem,  sondern 
in  seiner  Complication  mit  dem  FunctioiibbcKriti',  der  die  höhere 
Mathenuiiik  von  dir  Schuldoctrin  sclicidet.  Der  innnile&iinalbegriff 
selbst  jjingegen  und  seine  ciufacbcrn  Auwenduugen ,  wie  sie  in  der 
Elcnieuuir  .Alathenmtik  ihre  Stelle  finden,  sind  so  leichtfasslich,  dass 
sie  de!-  Klarheil  und  Strenge  keinen  Abbruch  tun  Cicrade  iui  Ge- 
gensatz': /AI  dem.  was  Vogt  rüt  ,  müssen  wir  foidcin,  dass,  wo  solche 
Anwendungen  bLilUuidLH,  auch  die  ausdi  uckliche  Erklärung  uiclit 
fehlt,  und  dass  die  Erklärung  \on  dem  geuauutcu  Fehler  frei  ist, 
Variabelc  und  Grenzwert  gleich  zu  setzen  oder  auf  einen  unendlichen 
Process  zu  verweisen,  ferner  dass  alle  symbolischen  od  r  abgekOrzten 
Redeweisen,  die  das  Unendliche  betreflf^cn,  aus  dem  Elcmentanmter- 
richt  verbannt  werden.  Dann  ist  gerade  die  b&uügc  Anwendung, 
nicht  die  Besebrftnknng  auf  ein  Minimum  dem  Yeratftndnisss  gttnslig. 

Hoppe. 
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Vermischte  Schriften. 

Jürual  de  sciencias  matbcmaticas  c  astroin  niit  as  jMiblirfido 
pelo  Dr.  F.  Gouies  Toixeira,  Professor  de  matliematica  ua  uui- 
versidadc  do  Coimbra,  Socio  correspoudoute  da  Arademia  Real  das 
sciciicias  de  Lisboa  e  da  Sociedaile  de  sciencias  piiysicas  e  iiaturaes 
de  Bordeaux.   Volume  V.    Coiinbra  1883. 

Der  Inhalt  des  5.  Baades  ist  folgender. 

J.  A.  Martins  da  Silva:  Note  Aber  die  Unabhängigkeit  der 
Kuilwerte  der  Jacobi*Bchen  Fnnotion  von  normalen  Abel'idiett  Inte- 
gralen erster  Gattung.  —  lieber  eine  Formel  bezOglich  auf  die 
Theorie  der  eUiptischen  Functionen. 

B.  H.  Note  aber  ein  Problem  der  rationalen  Meehanik. 

A.  F.  RochaPeixoto:  üeber  die  homologiseben  Trieder. 

Duarto  Luitü  Pereira  da  Silva;  Ucbor  einige  bestimmte 
Integrale. 

C.  le  Paige:  Uomograpliien  und  Involutionen  höherer  Ord- 
nuugen. 

L.  F.  Marecas  Ferreira:  lieber  die  trinomiscben  Olei- 
cbnngeo. 

G.  0.  Lopea  Banhos:  Geometriche  Bestimmnng  der  Trlgheits- 
monente  der  Rotationskörper. 

A.  Schiappa  Monteiro;  Untersnchnngen  bezflglich  anf  den 
▼ariabeln  Kreis^  welcher  2  gegebene  Kreise  unter  gegebenen  Winkeln 
schneidet 

F.  Gomos  Teixeira:  LOsnng  der  Aufgabe  23.  Snmmation  der 

UeiLie : 

'=*  hx 

tf»0   •^T"!  Ii« 

Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Hittag- 
Leffler.  Stockholm  1885.  F.  u.  G.  Be^or.  Berlin,  Mayer  n. 
Malier.  Paris,  A.  Hermann. 

Der  Inhalt  des  5.  Bandes  ist  folgender. 
C.  J.  Malmsten:  Ueber  die  Formel: 

K  Phragmen:  Beweis  eines  Satzes  aus  der  Manuichfaltig- 

keitslciire. 

L.  Scheefer:  Allgoineino  Uutersucbungen  über  Rectification 
der  Gurven.  —  Zur  Theorie  der  stetigen  Functionen  einer  reellen 
YerftuderlicheD. 
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U.  Krey:  Einige  Anzahlen  filr  Kegelflftchen. 

£.  Gronraat:  Ueber  eine  Classe  von  DoppeUotegraien. 

E.  Picard:  Ueber  die  nnbeitimmten  temftren  qnadrattschen 
Formen  za  co^jagirten  vobeBtinunten  nnd  über  die  entaprechenden 
hyperfncbBiadien  Fanctlonen. 

C.  Le  Paige:  Nene  Unteranebangen  Aber  die  Flftcben  3.  Ord- 
nnng. 

iL  G.  Zeuthen:  Ueber  die  einer  kubiiicbeu  ir lache  cingescbrie- 
bencu  Peuüieder. 

H.  Schroeter:  Beiträge  zur  Theorie  der  eliipUscben  Fanc- 
tioucu. 

II.  Poincare;  Abhandlung  über  die  zetafucUsichen  Fauctioueo. 
Ch.  II  er  mite:  Ueber  einige  arithmetische  Folgemngcn  ans  den 
Formeln  der  Theorie  der  elliptiacben  Functionen. 

W.  Fiedler:  Ueber  die  Durchdringung  gleiehseitiger  Bolationa- 
hyporboloide  von  parallelen  Axen.  H. 

Verslagen  en  Modedeelingen  der  Kouinkiijke  Akademie  van 
Wetenschappen  Afdeeling  Naturkunde.  Twcedo  rccks.  NeproDtiende, 
twintigste  deel.    Amsterdam  1884.    Johannes  Müller.    441      452  S. 

Der  19.  und  20.  Teil  enthalten  folgende  mathematische  Abhand- 
iaogen: 

T.  J.  Stielt) es:  Ueber  die  quadratische  Zerlegung  von  Prim- 
zahlen der  Form  Sn+l»  (19). 

C.  le  Paige:  Uebor  die  Flilchcn  3.  Ordnung.  (19). 

F.  de  Roer:  Erweiterung  des  Satzes  von  Rolle.  (19).  — 
Discussiun  der  allgemeinen  Gleichung  4.  Grades.  (20). 

P.  H.  Schonte:  Ueber  eine  specielle  Carve  4.  Grades  mit  3 
Doppelpnnl(ten.  (19). 

J.  A.  C.  Ondemans:  Das  Problem  des  Sn<dUas  aofgeUst  von 
Ptolemaeas.  (19). 

D.  J.  Körte  weg:  Ueber  die  Bahnen  beschrieben  unter  dem 
Einfloss  einer  centralen  Kraft  (20). 

&  J.  Michaelis:  Ueber  die  Theorie  der  Federicraft-Nach- 
Wirkung.  (20). 

D.  Bierens  de  Haan:  Baustoflfe  für  die  Geschichte  der 
mathematischen  und  physikalibchon  Wissenschafteu  in  den  ^vitdcr- 
landen.   (19.  20.).  II. 


Digitized  by  Google 


IJamrwrMult  Btrieki  TW, 


46 


Litterarischer  Bericlit 

VIU. 


Lehrbücher. 

Lflit&dea  svm  Untenidite  in  der  ArUhmetik  and  Algebra  «n 
GynuMieii  nnd  verwandtmi  Aostaltan.  Von  Dr.  Job.  Chr.  Wal - 
berer,  Profesior  am  königUclieii  Gymnadom  in  Amberg.  Zweite, 
dnrcbgesebene  und  mit  Uebungsaufgaben  versehene  Aaflagc.  Manchen 
1884.  Theodor  A<^ermann.  152  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  241.  litt.  Bericht,  S.  4.  besprochen. 
Das  Buch  steht  auch  noch  jetzt  aaf  dem  niedrigsten  didaktischen 
Standpunkt.  Die  Sätze  dor  Arithmetik  werden  nnr  als  Auswcrtungt» 
regeln  anfgcfasst,  und  selbst  in  diesem  Sinne  bleiben  die  Erklärungen 
defect.  Die  Division  ist  nur  als  Messung  durch  wiederholte  Sab* 
traction,  nicht  aber  als  Teilung  erklärt  Sollte  man  nach  'der  gegebe* 
nen  Regel  4  Meter  durch  4  dividircu,  so  hätte  man  die  abstracto 
4  80  oft  davon  zu  snbtrahiren  bis  kein  Rest  bleibt.  Dass  auch  sinn- 

a 

lose  Aufstellungen ,  wie  -     od,  vorkommen ,  kann  kaum  auffallen, 

wo  die  ganze  BebandlnngBweise  anf  gedankenloses  Rechnen  abzielt 

H. 

Leitfiulem  fftr  den  Anfangsnntemcht  in  der  Arithmetik  an  höheren 
Lehranttalten.  Von  Prof.  H.  Köstl  er ,  Oberlehrer  am  Domgjrmnaunm 
zn  Kanmborg  a.  S.  Zweite,  vormehrte  nnd  teilweise  nmgearbcitete 
Anflaga  Halle  a.  S.  1886.  Lonis  Hebert  48  S. 

Der  Lpütadeu  oiithält  auf  15  Seiten  diejenigen  Sätze,  weiche  der 
Atiluuger  erlernen  niuss,  um  mit  den  4  Species  der  Buchstaben- 
rechnnng  vertraut  zu  werden,  nebst  Andeutung  der  Beweise.  Die 

Aich.  4.  Matt.  «.  Ykpt,  2.  Ma,  Ml  B.  H«fl  IV.  4 
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Formuliruug  ist  doutlioh  und  correct.  Was  die  Grenzen  des  Lehr- 
stofls  betrifft,  so  ist  die  Bedeutung  der  Buchstaben  auf  positive  ganze 
Zahlen  bcschräukt.  die  algebraische  Division  nicht  zugezogen.  I>a- 
getren  ist  die  Rcciiuuug  mit  algebraischen  Summen  nicht,  wie  im 
^'o^würt  angegeben,  ausgeschlossen,  vielmehr  und  —  als  Operations- 
und Vorzeichen  eingeführt,  und  alles  dafür  nötige  erklärt  und  io 
Uebung  gebracht.  Auch  die  Addition  der  Bruche  fehlt  iiiubt.  und 
ist  in  einem  Anhang  zur  Bildung  der  Gencraluenuer  Anleitung 
geben.  Ein  zweiter  Anhang  betrifft  die  Decimalbrüche.  Uunchtig 
ist  in  dem  Buche  nur  die  anfängliche  Definition  des  Begriffs  Rechnen, 
die  mit  allem  was  folgt  im  Widerspruch  steht  Aus  zwei  oder  meh- 
reru  Zahlen  nach  gewissen  Ilegelu  eine  neue  bilden  nennt  in  praxi 
niemand  rechnen,  auch  im  folgenden  der  Verfasser  nie.  Vulmehr 
entsteht  durch  diesen  Act  erst  ein  Ilechnungsausdruck,  enthaltend 
eine  Kcchnungsaufgabc,  die  unter  Umstciuden  aasgefflhrt  werden  soll 
oder  kann.  Das  letztere  heisst  hier  stets  ausrechnen,  und  ein  anderes 
Rechnen  kommt  nicht  vor.  Den  noch  grössern  übrigea  Teil  des 
Buchs  bildet  eine  ZusauimcustcUung  von  3ö7  Aufgaben  zur  Emubuug 
der  vorher  behandelten  Rechnungbweisen,  nach  diesen  geordnet. 

H. 

Vorschule  der  Geometrie.  Von  Prof.  Ii  Köstler,  Oberlehrer 
am  Domgymnasium  zn  Naumburg  a.  S.  Dritte,  vermehrte  und  teil- 
weise umgearbeitete,  und  vierte,  verbesserte  AnÜage.  Mit  4y  in  den 
Text  gedruckten  Uolzscbnitteu.  HaUo  a.  &  1884.  1885.  Louis  Ke- 
bert  24,  21  & 

IHesfi  Vonchnlo  besteht  ans  2  Teilen,  der  Fomienlehre  und  der 
ColiBtmctiouflIehre.  Der  actueUen  AbHuanng  nach  steUen  sich  beide 
als  Auswahl  ans  dem  Lehrstoff  der  elementaren  Geometrie  ohne 
merklich  verschiedene  Gestaltung  dar.  Die  Fonnenlefare  macht  den 
SchOlem  mit  den  Gegenständen  der  Doctrin,  also  mit  den  einMMn 
GebiUeii  nad  den  gebrftnchlicbeu  Festsetinngon  bekannt,  weadel  dam 
Jedoch  auch  uor  die  gleichen  Definitionen  nnd  Woiturlcianiagen  an. 
Der  Verfasser  betrachtet  als  Aufgabe  der  Formenlehre,  den  Schtler 
von  der  sinnlichen  Anschauung  zur  Abstraetion  der  begrifflichen  £r- 
klftrung  cmporznmhren,  die  Aufsteliuugeu  des  Bnehs  als  die  hlonaeB 
Besnltate,  deren  £rr2ichnng  dem  Lehrer  fiberlassen  bleibt  Sovel 
die  zn  befolgende  Methode  als  anch  die  Art  der  Tfttigkdt  der  SchQler 
wird  nnbestimmt  gelassen.  In  der  Gonstntctionslebre  Ist  letslera  von 
selbst  dentli.h.  Sie  soll  den  Gebranch  von  Lineal  «nd  Srfcel  ein- 
Oben,  es  sind  an  diesem  Zwecke  die  einfiwhsten  Elemeotaran^iabea 
auägewilhlt  Am  Scfaluss  werden  zur  Formenlehre  Fragen ,  mr  Con- 
stmctiondehre  Angaben  gestellt.  E. 
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Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Von  Julius  Hoch,  Lehrer 
für  Mathematik  an  dar  von  Grossheim'schen  Realschule  in  Lülicck. 
l.  Teil:  Linieu,  Winkel,  Kongruenz  uud  Gleichheit  der  Figuren.  Mit 
126  iu  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.   Halle  U.  W. 

Schmidt   164  S. 

Oberster  Gesichtspunkt  der  Abfassung  und  Motiv  zur  Heraus- 
gabe eines  neueu  Lehrbuchs  ist  erklärterroasscu  die  systemati^tche 
Anordnung  des  Lehrstoffs.  Diese  tritt  auch  iu  der  Tat  in  einer 
weiter  als  gewöhnlich  gehenden  Gliederung,  Nebenstellung  der  sich 
ansschliessenden  Gegenstände  und  stufenweisen  Folge  der  einzelnen, 
jedesmal  ganz  erledigten  Themata  deutlich  au  den  Tag.  Ob  es  uun 
Ansicht  des  Verfassers  sei ,  dass  der  Unterricht  nach  einem  so  be- 
arbeiteten Lehrbnche,  mit  Hintansetzung  anderer  Gesichtspunkte, 
namentlich  der  logischen  Verknüpfung,  dem  pädagogischen  Zwecke 
gcuiige,  ist  im  \  üiwoft  nicliL  ausgesprochen;  docli  darf  mau  wol  an- 
nehmen, dass  er  sein  Buch  nicbt  zu  blosser  Ergänzung  anderer 
Lehrbücher  hat  herausgeben  wollen.  Eine  Geringschätznog  des 
logischen  Gesichtspunkts  ist  hier  freilich  am  aufgewandten  Flcisse 
nicht  zu  bemerken:  die  Beweise  sind  stets  in  extenso  uud  in  vor- 
Bcbriflsmässigcr  Form  gegeben;  dagegen  steht  ein  principieller  Mangel 
dem  togiseben  Yerstfindniss  im  Wege.  Es  ist  gesagt,  dass  der  Winkel 
znr  Bestimmung  des  Biohtangsnnterscliiedes  dient,  aber  mcht,  wie 
dies  geschidit.  Tom  Znstnunenlegen  dar  Winkel,  ihrer  Addition  und 
Hewung,  von  der  Vergteicfaung  der  Biclitnogen  bei  versciüodenem 
Ausgangspunkt  ist  nirgeuds  die  Rede.  Uns  auf  dem  Winkelbegriff 
mliende  Dunkel  siebt  sicli  dann  durch  alle  Sfttze,  die  mit  Winkeln 
SU  tun  haben,  fort,  und  der  logische  Faden  lässt  sich  nirgends  ver- 
folgen. Die  Anordnung  der  Gegenstände  ist  folgende:  zuerst  nach 
den  Gebilden:  Linien,  Winkel,  Figuren.  Die  2  Hanptabsdinitte  ttber 
die  Figuren  behandeln  die  Gongruenz  und  die  Gleichheit,  ersterer 
nach  der  ReShe  das  Dreieck,  das  Viereck,  das  Vieleck,  den  Kreis, 
letzterer  das  Dreieck,  Parallelogramm  und  Trapez  nach  Hdhe  und 
Grundseite,  bei  Uebereiostimmung  in  beiden,  in  einem  und  in  keinem, 
die  Summe,  die  Verwandlung  und  Teilung,  die  Flächenmessung. 
Dann  folgen  üebungssfttze,  Aachen  und  Constmetionen.  H. 

Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.    Von  Dr.  £.  GUnzor, 
Lehrer  der  Allgemdnen  Gewerbeschule  und  de»-  Schule  fftr  Bauhand- 
werker in  Hamburg.  Erster  Theil:  Planimetrie  mit  185  Figuren  und 
einer  Sammlung  von  250  Aufgaben.  Zweite,  Yerbesserte  and  ver-^ 
mehrte  Auflage.  Hamburg  iB84.  F.  H.  Nestter  u.  Helle.  III  8. 

Die  eiste  AuHa.Ln  ist  im  258.  litt  Bericht  S.  19.  l)Osprochen. 
In  der  zweiten  kommt  hinzu  ein  Anhang  über  harmonische  Teilung. 
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IMe  üebungss&tze  nnd  Aufgaben  sind  vermehrt  und  insbesondere  dafür 
gesorgt,  die  schwierigeren  Anfgabcn  durch  leichtere  vorzubereiten. 
Fttnar  mlBncfteidet  sich  die  neue  Auflage  durch  manche  Zusätze 
nd  Erwelteniiigeii.  In  der  ProporÜenslehre  wird  der  Fall  der  In- 
eonmeuiinbiUtil  ttwttnt,  nnd  die  Ooltigkelt  eines  Satzes  fftr  den- 
talbeii  in  eine»  Zmals  ohne  Beweis  nnsgesproehm,  doch  findet  er 
Wider  veretiiidHdie  Erörterung  uoeh  tiieerelteche  BerllckiichtigQng. 

H. 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasküi  and  höhere  Lehranstalten. 
Von  Dr.  F.  W.  Fischer,  Oberlehrer  am  Gymnastam  zu  Kempen. 
Erster  Teil:  Planimetrie.  Zweite,  verbesserte  nnd  vermehrte  Auflage. 
Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Freibniv  i  Br.  1884. 
Herder.  184  & 

I>er  Inhalt  des  Buches  ist  kein  abgeschlossener.  Obgleich  der 
Lehrgang  vuu  seiner  Aufgabe  der  Entwiekelung  der  Grundlagen  der 
Doctrin  nie  abweicht,  so  begrenzt  er  sich  doch  nach  keiner  Seite  hin 
auf  (  in  bestimmtes  Quautuni  des  Notwoiuligen.  sonilera  zieht  im  wei- 
tem l'ortschritt  mehr  und  mehr  Tlioiaata.  uud  Irageii  nach  dem 
Gesichtspunkt  des  Interesses  der  Schüler  in  den  Kreis  der  Betrach- 
tung. Besonders  zu  nennen  sind  etwa  die  Transversalenlehre,  Fragen 
Aber  Maxima,  Pol  und  Polare  am  Kreise,  harmonische  Teilung  u.  a. 
Die  Methode  steht  auf  Euklidischem  Boden.  Die  DnrsteUung  ist 
ansfUhrlich  nnd  darauf  eingerichtet  dem  Schfller  als  Huster  zn  dieneo. 
Hiebt  ansfilhrlieh  genug  ist  der  Anbog  der  Lehre  von  den  Winkeln. 
Der  Winkd  war  durch  seine  Entstehung  crklflrt.  Zur  eocneten  Auf- 
fassung mnssten  die  Conseqncnzen  der  Erklärung  fftr  die  fertig  vor- 
liegenden Winkel,  d.  h.  die  Sfttxe  Ober  Addition  nnd  Grüssen- 
verglelchung  der  Winkel  ausgesproehen  werden.  Unter  dem  Parallelensatz 
steht  ganz  nnzntrelfend:  „Beweis**  —  denn  es  folgt  dann  nur  die 
wiederholte  Behauptung  des  Satzes  in  anderer  Form.  Die  Elementar* 
aufgaben  sind  von  den  Lehrsätzen  getrennt  Ausser  ihnen  folgen 
auf  jeden  Abschnitt  viele  Aufgaben  und  Sätze  zur  Uebnng. 

H. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Stereometrie  mit  den  Ele- 
menten der  Projektionslehre.  Von  Dr.  Carl  Gusserow,  Oberlpbrer 
am  Dorotheenstudtischon  liealgymuaaium  iu  Berlin.  Berlin  lb65. 
Julius  Springer.  96  & 

Die  Lehrmethode  dieses  Leitfadens  ist  durchaus  originell.  Sie 
unterscheidet  sich  von  der  gewöhnlichen  durch  die  aulüngliciie  Em- 
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führuDg  und  unausgesetzte  Anwendung  des  Projcctionsbegriffs.  Der- 
selbe dient  grösstenteils  zur  Deductiou,  während  die  resultircndcn 
Sätze  davon  unabhilngig  auftreten ;  doch  gibt  es  ausser  den  Sätzen, 
wclrlio  die  Projectionen  an  sich  betreffen,  auch  Sätze  uhvr  Kaura- 
gebikie,  die  mit  Anwendung  des  Begriffs  torjunlirt  werden;  jedenfalls 
scheint  nicht  zum  Ziele  tronommcn  zo  sein,  die  orzentrto  Mannich- 
faltiukeit  drr  iiotrachtiiiiL' ,  wo  sich  dies  nicht  von  selbst  vollzieht, 
zu  einer  einheitlich  constauteu  hinzuführen.  Die  hier  oiiiwführteu 
Projectionen  sind  Paralielprojectiouen  in  beliebiger  Kii  litung  auf 
beliebige  Ebenen,  nicht  aber  auf  feste,  gemeinsame  (iruudebenen, 
sondern  auf  solche,  die  zur  Figur  gehören.  Der  Begriff  ist  a]«o  ein 
ganz  flüssiger,  beweglicher  auf  einem  Felde  von  doppelt  unendlicher 
Maunichfaltigkeit  Fragt  man  nun:  kann  ein  Schüler  auf  dem  so 
eröffneten  Felde  der  Jietrachtung  in  dem  kurzen  Laufe  des  elemen- 
taren stereometrischen  Lehrcursns  orieutirt  werden  und  einigermassen 
einen  Ueborblick  gewinnen?  —  so  muss  mau  dies  wol  entschieden 
verneinen.  Nur  der  Lehrer  macht  sich  seine  Aulgabti  durch  diese 
Methode  leicht,  die  Schüler  werden  ^auz  abhängig  von  seiner  Führung. 
Dass  der  bezeichnete  Missstand  nicht  grössere  Ausdehnung  annehmen 
kann,  bewirkt  in  der  vorliegenden  OostulLung  der  Doctriu  die  Reihe 
feststehender  Sätze.  Wäre  das  (iaiize  so  in  den  Projectionsbegriff 
verwebt,  wie  der  Anfang,  so  würde  alles  Wissen  wie  au  schwimmen- 
den Strohhalmen  haugend  erscheinen.  Der  Verfasser  empfiehlt  die 
Methode  damit,  dass  sie  die  zu  starken  Anforderungen  an  das  Vor- 
stelluugsvermügen ,  welche  der  Uebergang  von  der  Planimetrie  zur 
Stereometrie  aaferlogt,  durch  Vermittlung  mildere,  indem  anfänglich 
nie  melur  sie  zwei  Ebenen  in  gegenseitiger  Lage  betrachtet  werden. 
Annerdem  seien  manche  Vorteile  damit  verbunden:  es  werden  weniger 
Figuren  erfordert,  nnd  die  Beziehung  der  elementaren  Stereometrie 
znr  Projectionslebro  wirkt  vorbereitend  fflr  letztere.  Rechnen  wir 
beide  Vorteile  zn  dem  mancher  Erleichtemng  der  Dednction  hinzu, 
80  wollen  wir  das  Unternehmen  als  einen  beachtODswerten  Versuch 
der  Verbesserung  der  Methode  gern  anerkennen;  nur  mflssen  wir 
das,  was  bisher  mit  gutem  Orunde  als  Korm  gegolten  hat,  aufrecht 
halten,  dass  nämlich  alle  zur  Theorie  gehörigen  SUze  absolut  und 
ohne  Beziehung  zn  willkflrlieber  Betrachtung  au^^telU  werden. 
Letzterer  kann  nur  die  Bedeutung  eines  HalCBolementes  eingerftumt 
werden,  wie  sie  den  Hfllfslinien  zukommt  Hier  hingegen  erscheint 
der  KinIQhmng  zufolge  die  Projection  als  wirklicher  Lehrgegenstand. 
Noch  ist  als  charakteristisch  zu  erwfthnea,  dass  den  KOrpem,  den 
eben*  und  kmmmflächlgen,  insbesondere  ihrer  Inhaltsbestimmung, 
eine  recht  eingehende  Behandlang  zuteil  wird.  Auch  die  Schwer- 
punkte, rein  geometrisch  «rldftrt,  bilden  einen  besonderen  Gegenstand. 
Nach  der  Einleitung  sind  die  Hanptatecbnitte:  die  Stellung  der  Cto* 
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radcn  zar  Ebene;  die  Lage  zweier,  dann  mebrmr  Ebenen  ni  ein- 
ander; Polyeder;  krnmmflächige  Körper;  Schwerpunkt  Der  Anhang 
enthält:  das  Pyramidcnproblera;  den  Enler'scheo  Satz  and  die  regd- 
m&88igen  Polyeder;  2  Lehrsätze.  H. 

Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trii^oiionietrie  mit  Uebung-- 
Aufgaben  für  höhere  Lehranstalten.  Von  Dr.  I  ii.  Spieker,  l'rj- 
ft'ssor  um  licalgymnasiuiu  zu  Potsdam.  Mit  in  dcu  iext  gedruckten 
Holzschnitten.    Potsdam  1885.    Aug.  Stein.    134  S. 

Das  Buch  zeigt  keine  wesentlichen  Verschiedenheiten  von  den 
gewöhnlichen  gleichen  Inhalts.  Es  gibt  vollständig  das  Kotweudige 
und  dieses  mit  Fleiss  und  Geschick  bearbeitet  Die  Einleitung  enthält 
die  Geschichte  der  Entstehung  der  Trigonometrie.  Die  gomometri- 
schen  Fanctionen  werden  am  rechtwinkligen  Dreieck,  dann  am  Kreise 
erklärt,  znerst  als  6  coordinirte,  dann  in  gegenseitiger  Beziehung. 
Nun  folgt  die  Berechnung  des  rechtwinkligen,  dann  gleichschaikligea 
Dreiecks,  dann  regelmässigen  Vielecks,  hierauf  erst  die  AdditioBS- 
formeln  mit  allen  Consequcnzen  und  ihrer  Anwendung,  dann  die 
Berechnung  des  beliebigen  ebenen  Dreiecks,  der  Vierecke  und  Viel- 
ecke, dazu  einige  Aufgaben.  Die  Ilcrloitung  der  sphärisch  trigoa^ 
metrischen  Formeln  ist  die  gewöhnlihhe  mit  Hülfe  des  Polardreiesks; 
hierzu  gleichfalls  einige  Aufgaben.  Dann  folgen  die  Formeln  Ikher 
den  um-  und  cinbeschriebenen  Kreis  und  den  Inhalt  des  sphärischen 
Dreiecks,  nebst  Uebnngen.  H. 

Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebungsbeispielea.  Von  Adolf 
Sickenberger,  Professor  am  k.  Uaximiliansgymuastum  in  Mftachen. 
Dritte,  umgearbeitete  Auflage.  Mflnchen  1885.  Theodor  Ackermann. 
188  & 

Die  erste  Auflage  ist  im  288.  litt.  Bericht  S.  33,  die  zweite  im 
247.  1.  ß.  8.  24.  besprochen.  AondcmDgco  in  der  gegenwärtigen 
sind  nicht  angegeben.  II. 

Lehrbuch  der  Mathematik.  Für  den  Schul-  und  Selbst -Unterricht 
bearbeitet  von  Dr.  Hermann  Gerlach,  Oberlehrer .  am  Friedrich- 
Franz-Gymnasium  in  Parchim.  Zweiter  Teil.  Elemente  der  Plam- 
metrie.  Fünfte,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Mit  134  Figuren 
in  Holzschnitt  und  G82  Uebungss&tzen  und  Aufgaben.  Dessau  1885. 
Albert  Beissner.   158  8^ 

Die  vierte  Auflage  ist  im  245.  litt.  Bericht  S.  6.  besprodm. 
Verändernngen  in  der  neuen  Bearbeitung  botreffen  die  Eirtferanig 
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einss  Punkts  von  einer  Geraden,  die  gleichschenkligen  Dreiecke,  die 
Tangcutenvierecko,  die  Berührung  zweier  Kreise,  die  Kreisfläche, 
lias  ProJuct  zweier  Strecken,  die  proportionirtcn  Linien,  die  harnio- 
iii. scheu  Strahlen,  die  Polaren  nud  die  Chordalcn.  In  der  Aufgaben- 
iwmminng  sind  die  67.  and  68.  AaCgaben  durch  neue  ersetzt 

H. 

Die  aritlmtetifichen  und  geometrischen  Yerh&ltata,  ProportioneD 
iiBd  Progressionen  mit  Anwendaug  anf  die  Ziniessins-  und  Bauten- 
rechnnng  (Knrsns  der  Oberseknnda  des  Gyranadi)  fttr  den  Sehnt* 
gebrauch  bearbeitet  von  Dr.  £.  Wrobel,  Oymnasiallehrer  in  Rostock- 
Bostoek  1885.  WSk.  Werther.  44  S. 

Das  Lehrbuch  bebandelt  in  exaet  enklidlscher  Form  (Definition, 
Lehrsatz,  Beweis,  Zns&tie,  nachfolgende  Erlftnternngen  nnd  Beispiele) 
nadli  ejnaader;  die  arittuneCischen  Verli&ltnisse  nnd  Proportionen,  die 
geometrischen  Verhttltnisse  nnd  Propoitionen,  arithmetische  Progres* 
alaafiii  1  Oidnnag,  habere  arithmetische  Reihen,  darunter  die  ügurir- 
ten  ZaUen«  dann  (fie  geometrisehen  Progressionen,  nebst  Begriff  nnd 
Kriterien  der  OonTergenz  Ar  arithmetische  nnd  geometrische  Reihen, 
znletit  die  Zinsessinsreebnnng  nnd  Bent^rechnnng.  Es  wird  vorans- 
geaetst  die  Kenatniss  der  7  Elementaroperationen  nnd  der  Gleichnn* 
gea  1.  Grades.  H. 

Lehrbuch  der  ^irithmetik  und  Algebra  nebst  vielen  Uebuuj^'s- 
aofgabüu.  Für  Lehrersemiuarien  und  höhere  Bürgerschulen,  sowie 
für  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von  A.  P.  L.  Cl aussen,  Köuigl. 
Seminarlebrer  in  iiutow.  Potsdam  1884.  Aug.  Stein.  240  S. 

Norm  der  Abfassung  des  Buches  scheint  zu  sein,  dass  sich  der 
Lernende  nicht  zu  sehr  mit  Denken  anstrenge  und  lieber  auf  dem 
Umwege  manches  Irrens  und  Missversteheus  mit  der  Zeit  zum  Ziele 
gelange.  Für  die  Geistesbildung  des  einzelnen  Autodidakten  würde 
letzteres  gewiss  kein  Schade  sein.  Erwiigt  man  aber,  dass  ein  Miss- 
verstiindniss,  ehe  die  Klärung  eintritt,  sich  vom  Buche  auf  Hunderte 
von  Seminaristen,  von  jedem  wieder  auf  Tausende  von  Kindern  über- 
tragen kann,  so  können  uns  die  Folgen  eines  ungenauen  Ausdrucks 
doch  nicht  so  gleichgültig  sein.  Der  Vortrag  beschränkt  sich  zum 
grossen  Teil  auf  blosse  kategorische  Mitteilung  dessen ,  was  dem 
Rechner  creläullg  ist.  Die  Aufstell unceu  sind  bis  auf  weniges  couciun 
und  richtig,  obwol  mehr  in  jaiidliärer  Sprache  ausgedrückt.  Sollte 
ein  Leser  einen  Satz  wie  den:  Eine  Zahl  ist  durch  8  teilbar,  wenn 
die  3  letzten  Ziücrn  es  sind  —  so  verstehen)  es  mQssten  die  3  letzteu 
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Ziten  0  od«r  8  iein,  so  machte  der  Imnin  geringfllglg  wMam. 

Schlimmer  ist  jedeo&Ila  die  falsche  Aassage,  ^  sei  unendlich,  fther 

deren  Sinn  ea  dem  Leaer  nicht  verwehrt  nird  aich,  Gedanken  m 
machen,  welche  er  will.  Im  Yerhftltniaa  an  der  hier  foranigaaatifa» 

niedrigen  Entwickelangsstufe  des  Denkena  tat  nun  der  Um&ag  dei 
Lehrstoffs  sehr  gross.  Er  erstreckt  rieh  auf  Potenzen,  Wurzeln, 
Logarithmen,  die  algebraischen  Glcichnngen  bia  zum  3.  Grade,  die- 
phantkche  Gleichangen,  arithmetische  and  geemetrische  Progressionen, 
Exponontialgleicbnngeo  und  Ztssrechnimg.  UehnigsaaliKaben  aiad 
reieUich  beigegeben.  H. 


Leltfitden  der  Physik.  Von  R  H.  Ho f  m e la te r,  Profosaor  an  der 
Kantonachnle  mid  ansaerordentlicher  Professor  an  der  Hockschnle  in 
Zflrieh.  Vierte  Aoflage.  Zftrioh  ia84.  OreU  FflaaU  n.  Co.    195  & 

Das  Buch  zeigt  v\m  ungemeine  Vielseitigkeit,  Uiusicbt  nnd  Be- 
herrschung des  so  vielteiligen,  verschiedenartigen  Stoffs.  Die  Ab- 
fassung ist  so  ahtrekürzt  als  es  ohne  Ueberjr^hung  irgend  eines 
wichtigen  Punktes  möglich  ist.  Jeder  I'uiikt  \sird  eben  nur  berührt; 
doch  siüd  die  Angaben  hinreichend  und  deutlich,  um  den  Lehrer 
an  alles  zu  erinnern,  was  2ti  erörtern  und  zu  berth  ksichtigen  ist. 
Es  wird  uus  durch  das  Buch,  das  Bild  einer  empirischen  Wissenschaft 
entfaltet,  deren  Begriffe  nicht  aus  ideellen  Principien  aal  den  Gegen- 
stand Übertragen,  sondern  dnrcb  die  Erfolge  der  in  alle  Erscheinungen 
eindringenden  Specialautersuchnngen  als  feste  iUltpunkte  gewonnen 
worden  sind,  einer  Wissenschaft  also,  welche  die  Natur  nach  deren 
eigener  Anlcitu Iii;  /.n  beherrschen  strebt.  Wenn  je  dem  Schnlunterricht 
in  der  Thysik  diu  Tälji'rkiit  zugeschrieben  worden  ist,  zur  allgemei- 
nen, innern  liikiung  beizutragen,  so  kann  ihm  wol  die  unersetzliche 
Stelle  darin  zuerkannt  werden,  dass  er  die  Idee  einer  wissenschaft- 
lichen Empirie  erzeugt  Dazu  ist  aber  erforderlich,  dass  der  Schaler, 
wenn  gleich  auf  viel  ktirzerem  Wege  als  die  Entdecker,  mit  den 
Elementen  der  Empirie  vertraut  wird,  am  erst  zn  lernen  für  geringen 
Zuwachs  an  Realerkenntniss  dankbar  zu  sein,  ehe  er  tlber  die  höcb- 
aten  Beanltate  der  Forschung  mitzusprechen  anfitngt  Ans  diesem 
Geiste  scheint  aoeh  der  YorUegende  LeitfiMlen  bearb^tet.  Die  Er* 
klftmngen,  auch  wenn  sie  von  weiterar  Bedontmig  ahid«  scMiesaen 
sich  meiat  an  die  beaondem  Oegenstftnde  an.  IHe  Hanpteile  aiad: 
Physik  der  Iklaterie,  Physik  des  Aethera;  die  Gegeaatlndo  des  ersten, 
d.  i.  der  Mechanik:  Wirkungen  der  äussern,  der  iimeni  Kräfte^ 
Wellenbewegung,  Akustik.  Unter  diesen  vertritt  der  aweite  die 
Statik,  die  2  letzten  die  Dynamik  der  Ebaacitat,  wihrend  beim 
ersten  Gleichgewicht  nnd  Bewegung  die  unterste  AbMag  bUdea. 
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Difi  in  der  Mechanik  bobandelteo  Themata  beruhen  auf  Answahl. 
Eine  Beschrftukuiig  »af  AswoDdug  4er  Sehubnatematik  Uflst  sich 
nicbtr  ale  »angebend  betrachten,  sonst  hätte  manches  Thema  atu- 
geeehlotsea  werden  mflssen,  wo  doch  qualitative  AufsteUangeo  und 
quantitativ  vergleichende  Gesichtspunkte  sich  verständlich  geben 
liessen.  Die  Physik  des  Acthcrs  enthält:  Wärmelehre,  Optik,  Rcibungs- 
elektricitlLt,  Galvanismas,  Magaetismas,  Wirkungen  zwischen  Strömen 
und  Magneten,  Elektromagnetiemn«,  Indaction,  Thermoelektricit&t, 
tierische  Elektridtät  H. 

Lehrbuch  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerbliche  Fortbikhiiigs- 
sdiulen.  Im  Auftrage  der  Königlichen  Konimission  für  gewerbliche 
rortbiliiungsschulen  in  Württemberg  ausgearbeitet  von  Dr.  Ludwig 
Blum,  Professor  an  der  K.  Realanatalt  in  Stuttgart  Dritte,  ver- 
mehrte Auflage,  bearbeitet  vou  Richard  Blum,  Professor  am  K. 
Lyceum  iq  Esslingen.   Leipzig  1885.   (J.  F.  Winter,   ü39  S. 

Der  Verfasser  bat  zu  gleichseitigem  Oebrauche  zwei  Bücher 
heraiisg^bcn,  deren  eines  er  bei  sonst  gleichem  Titel  „Grundrisses 
das  andere  „Lehrbuch"'  nennt  Ersteres,  im  241.  und  260.  litt.  Bericht 
bzhw.  8. 10.  und  S.  41.  bcsprochco,  ist  für  den  Gebrauch  der  Scfafiler, 
letzteres  ftlr  den  Gebrauch  des  Lehrers  bestimmt  Der  Vortrag  des 
Lehrbuchs,  geteilt  in  44  geschlossene  Themata,  jedes  für  1  Stunde 
berechnet,  ist  gldchmftssig  pragmatisch  beschreibend,  Erscheinung, 
Erklärung,*  Ocsctzc  werden  in  populärer  Breite  für  jeden  ^nzelnen 
Gegenstand  vorgeführt,  reichlich  durch  eingelegte  Figuren  unterstfitzt, 
ohne  je  den  Gedanken  einer  einheitlichen  Theorie  anznr^en.  So 
ist  s.  B.  von  Beliarruug,  Centrifugalkraft,  Tangentialkraft  die  Rede, 
als  wenn  jedes  eine  Sache  für  sich  w&re.  Manches  im  Buche  nimmt 
Bei^ng  auf  gewerbliche  Anwendung;  doch  selbst  dieses  geht  nur  auf 
Mitteilung  von  Wissen,  niebt  aber  auf  Ausbildung  von  Fähigkeiten 
ans.  Im  ganzen  lässt  sich  kein  rechtes  pädagogisches  Ziel  erkennen. 


Sammlungeu. 

Aufgaben  aus  der  Stereometrie  und  Trigonometrie.  Für  Gym- 
nasien and  Realsebulen  bearbeitet  von  K.  Jfldt,  k.  Professor  nnd 
Bdctor  der  Realschule  in  Ansbach.  Dritte,  Termehrte  Auflage.  Ans- 
bacli  1885.  Fr.  Seybold.  56  S. 

Da>  Unch  eutiiält  Uebungsmaterial  fiir  den  Unterricht  in  der 
Stcareometrie  and  Trigouametne,  welckes  auch  fttr  descriptive  Geometrie 
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za  venrondoD  seis  soll,  was  sich  Indes  nnr  Mf  die  snCeii  28  A«f- 
gaben  bezieben  kann.  Alle  ttbrigen  sind  BecbnoDgsaii^sben,  nnd 
zwar  fordern  die  nAcbsleii  206  Berechnung  von  BestinwwingasticheB 
▼on  Körpern.  Die  feigenden  96  AnQsnben  sind  goniometriseby  die  noch 
flbrigen  76  teils  nnmittelbar  trigonometriich,  teils  geometrisch  nnf* 
gestellt  nnd  mit  Trigonometrie  zn  Idsen.  Die  Besnltate  stehen  nm 
Schlnss.  H. 


Tabelien. 

Saggio  di  tavole  dei  logaritmi  quadratid  del  Co.  Antonino 
dl  Pampero.  Udine  1885.  O.  B.  Doretti  o  Sod.  55  S. 

Qnadrati'^chr  !.op:arithmeu,  bezeichnet  dnrch  sind  LogariÜi- 
men  von  Logarithmon,  defioirt  durch 

Sie  sollen  die  Potcnzirung  uninitteHiar  auf  Addition  zuriKktuhrcn. 
Zum  Gebrauch  dieser  Fuucüou  hat  dt  r  ^  ( i  fass»  r  2  Tafeln  bcrei  imet. 
Die  erste  gibt  auf  1  Seite  fttr  jed«  u  J^j^poaeutea      mit  dem  man 

potenziren  will,  den  Wert  von  |^^|^*  Die  zweite  hat  15  Colnmnen 

überschrieben  A',  Lq,  iS'^,  iVj, ...  iv,^  und  zwar  i8t  die  ge- 
gebene Zahl,  die  folgeadeu  stehen  dazu  in  der  Beziebaog; 

Natürliche  lieihenfolge  findet  man  in  der  Columne  iV,o,  welche 
von  10  bcginut  und  dtirch  die  Zehntel  bis  100  lortschrcitet :  darüber 
hinaus  geht  dann  die  Cuhimne  N,^  von  10  durch  die  lluudertei  bis  11. 
£in  Anbang  gibt  die  Tafel  der  ijLpooenten  fttr  die  Basen  2  biä  50. 


VollstSodige  logarithmische  nnd  trigonometrische  Tafeln  von  Dr. 
£.  F.  Angnst  Yierzehate,  verbeaserte  Anflsge  besorgt  von  Dr. 
F.  Angnst,  Professor  an  der  KOnlgl.  vereinigten  Artillerie-  nnd 
lagenienr-Schnle  bei  Beriin.  Leipzig  1884.  Yeit  a.  Comp.  20A  8. 

Die  11.  Auflage  ist  im  23ö.  litt.  Bericht,  S.  36.  besprochen. 
Nach  ihr  zeichnet  sich  zuerst  die  gegenwärtige  durch  \  ermehruug 
und  Verbesserung  aus.  IJei  der  Kreismessung  ist  dir  letzte  Ziffer 
einiger  Zahlen  um  1  erhöht.  In  den  asiroaumiscbcLi  Angaben  ist  das 
tropische  Sonnenjahr  nnd  der  Sterntag  hinzugeküinineu .  die  Masse 
des  Mars  nacii  der  neuesten  Bestimmung  dorcb  Hall,  die  halbe  Ro* 
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tatjonsaxo  der  Erde  in  Uebercinstimnmng  mit  den  Tafeln  von  Gauss 
and  der  Berechnoog  von  Becker  verbessert,  in  den  ErUukrungcn 
das  Yer&hreB  Bor  Beurteilung  der  Genauigkeit  einfacher  und  über- 
sicbclicber  dargestellt  -H. 

Logarithmeutafeln,  sowie  ilesuUate  zu  den  Beispielen  und  Auf- 
gaben des  Lehrbuchs  der  Arithmetik  und  Algebra.  Von  A.  P.  L. 
Glaussen,  Köaigl.  Semiuarlehrer  in  Btttow.  Potsdam  IbBi.  Aag. 
Stein.   47  S. 

Die  Logarilbmen  sind  fttiiistellig,  im  gewöhDlichen  Umfiuig,  mit 
veUständigeii  Proportioiialteilett  der  Differenien.  Auf  je  2  Neben- 
seilen  stehen  die  Logarithmen  yon  1000  Zablen.  Vorher  geht  eine 
Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  bis  99.  Die  Resultate  betreffend 
vergL  S.  46.  H. 


Geodäsie. 

Handbuch  der  niederen  Geodäsie  Von  Friedricli  Hartuer, 
weiland  Professor  an  der  k.  k  technischen  Hochscliule  iu  Wien. 
In  V.  und  VI.  Auflaf^p  hoarlioitct  und  verniolirt  von  J  üsef  Wasticr, 
k.  k.  Regicninj^srath  und  o.  ö.  Professor  der  Geodäsie  au  der  k.  k. 
technischen  Hochschule  in  (iraz.  VI.  Auflage.  Mit  425  Holzschnitten 
and  2  Tafeln.  Wien  im.  L.  W.  Seidel  o.  Sohn.   786  S. 

Die  5.  Auflage  ist  im  243.  litt  B^cht  S.  32.  beeprochen.  Die 
wichtigsten  Yermehrangen  der  neuen  Auflage  betreffen  die  Theodolit« 
Aufnahmen  und  die  damit  im  Znsammenhaiigo  stehenden  Coordinaten- 
rechnnngen.  Die  Capitel  aber  Genauigkeit  der  Lftngenmessnngen, 
Aber  Distanzmesser,  mücroskopische  Ablesevorrichtungen,  Sextanten, 
Winkdoentrimng,  Berechnang  der  PolygonzOge,  Delail-Anfiiahme, 
Ansgleichnngsrechnniig,  Planimeter,  Aueroid-Messangen,  Ansgleichang 
der  Nivellements,  Tachymetrie  etc.  worden  dem  heutigen  Stande  der 
Wissenschaft  entsprechend  erweitert  H. 

Die  Berechnung  der  ü'igouoinetr'schen  Vermessungen  mit  Hück- 
sichL  aul  die  sphäroidischo  (iestalt  der  Kr  Je.  Von  J.  G.  F.  Ii  ohne  n- 
bcrgcr.  Deutsche  Bcarbeiluug  der  Abhaudlung  „De  computundis  etc."* 
Von  E.  Hammer,  Professor  am  kgl.  Polytechnikum  m  Stuttgart. 
Mit  13  Figuren  im  Text.   Stuttgart  Iö8ö.   J.  B.  Motzler.   G5  S. 

Der  Titel  des  Originalwerks  ist:  De  computandis  dlmrnisionibns 
trigonometricis  in  superficie  terrae  sphaeroidica  institutis  commentatns 
Joan.  Theophil.  Frider.  Bohnenberger.  £s  ist  1326  als  Programm 
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ilt-r  Universität  Tübingen  erschienen  und  t  iithält  in  einfachster  Form 
eiiR'n  voUstüiuiigeu  Abriss  der  elementaren  Aufgaben  der  hohem 
Geodäsie.  Das  Vorliegende  unterscheidet  sich  von  deu  zahlreichen 
Schriften  gleichen  Inhalts,  die  s'ch  auf  Bohnenberger's  Abhandlung 
sttttzcn,  als  eine  bis  anf  gewisse  Punkte  treue  Uebersetzung  der  Urschrift. 
Da  CS  jedoch  zum  HQlfsmittel  des  Studiums  der  Geodäsie  für  unsere 
Zeit  bestimmt  ist,  so  waren  einige  Aendernngen  und  Vermefaruugea 
UDcrl&sslicb.  Statt  der  Toise  ist  das  Meter  eingeffthrt,  die  Dimeo- 
sioncn  der  Erde  sind  nach  Bessel's  Angaben  zugrunde  gelegt,  dio 
orsprüDglich  fihr  die  wUrtemtoüB^acbe  LandesTermessang  bestimmten 
Tafeln  sind  soweit  aosgedelmti  dass  sie  fiftr  Dentscbiand  aosreicben. 
Ueber  das  KAhere  gibt  das  Vorwort  des  Uebersetsers  Recbensdiait 

H. 

Revue  Suissc  de  Topographie  et  d'Arpontage.  Organe  de  \\ 
Socictö  Suisso  de  Topographie  et  des  Geom^tres  de  la  Suissc  romande. 
Paraiasant  k  üenöve  ie  lö  de  cha^oe  mois.  1.  aunöe.  Nr.  1.  1885. 

Diese  neae  Zeitschrift,  redigirt  von  Oscar  Hess  er  ly  in  Genf, 
soll  nach  dem  dregährigen  Bestehen  des  Bulletin  de  la  Sod^tö  Soisso 
de  Topographie  an  dessen  Stelle  treten  nnd  dnreh  gegenseitige  Be- 
lehmng  ein  Band  zwischen  den  Schweiser  Topographen  nnd  Geomelent 
schaffen.  Die  erste  Nummer  enthalt:  Biographie  von  Plantamoor, 
Dircctor  des  Genfer  Observatoriums,  dem  £.  Gantier  gefolgt  ist, 
Triangulation,  Plan  der  wissenschaftlichen  Erforschung  des  Genfer 
Sees,  polygonometrischo  Merkzeichen,  dann  unter  Varietäten:  DieTri- 
bnlationon  eines  römischen  Geometers  nnd  die  merkwürdige  Beobach- 
tung, dass  im  Augenblick  des  Erdbebens  in  Spanien  die  Brüsseler 
Sternwarte  eine  geneigte  Stellung  angenommen  bat,  so  dass  also  das 
Erdbeben  von  einer  Erdeinsenfcung  in  grosser  Entfernung  begldtet 
war.  Die  Mitteilungen  in  den  genannten  Artikeln  sind  sehr  spAriidi 
und  kaum  hinreichend  die  Aufmerksamkeit  auf  die  TiUgkeH  der 
Gesetlschaft  zu  lenken,  viel  weniger  davon  Kenntniss  su  geben. 

H. 
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Ferimg  9im  Ferdinand  Enhe  m  Stuttgart* 

Soeben  erschien  and  ist  ilnrch  jede  Bachbaudlung  zu  beziebes: 

Haiicibucli 

der 

Ausübenden  Witterungskunde. 

(iescUehte  «id  gegeiwärlif er  Zusiidl  4er  Wetterprognose. 

Von 

Dr^        J.  van  Bebber^ 
Abtheilnngsvorstand  der  dootgchen  Seewarte. 

Zwei  Theile. 
I.  Theil:  G<MM;lileliie  der  Weltterprognoiie. 
Mit  21  HolachnitteiL    gr.  8.    geh.    Freie  M.  8. 

J.  B.  Metzler^scher  Verlag  m  Stiaujart. 

Soeben  vcriicss  die  Presse  ond  ist  darcb  jede  BachhandlaBg, 
aucb  ZOT  Ansicbt,  zu  beziehen: 

Die  Bereehnang  der  trigonometr.  Yermessuigen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  S])liiiroidischo  Gestalt  der  Erdcv  Von  .1.  0. 
F.  Bohucüberper.  Dcutsrlio  Bearbeitung  der  Abhandlung  „De  coni- 
putandis  ete/'  von  E.  Hammer,  Prof.  am  k.  Polytechnikum  zu 
Stuttgart  Preis  M.  1,80. 

lichnMbmrger's  wicbtigsto  geodätische  Abhandlung  ci*scbeint  liier 
in  einer  sich  möglichst  an  das  Original  ansdiliesscnden  Uebersct^^ung, 
welcher  nur  einige  Figuren  und  ein  Inhaltsverzeichniss  beigegeben 
sind.  Der  Berechnung  der  Zahlenbeispiele  sind  ferner  die  Elemente 
des  J?««rerschen  Erdellipsoids  zu  Grunde  gelegt  worden. 


Zu  kaufen  gesucht  gegen  Caase  od.  iu  Dmtauach  gegen 
meine  Bäcberlieferuogen: 

AMf  Oeuvres  p.  SylowetLie.  —  Annalen  d.  Hydrograidiio. 
MtknaAf  calcni  int^gi*.  —  Oers,  calcul  dififör.  —  Canler,  Euclid« 
—  Chtsles,  aper^u  bist.  —  Ouhanel^  mf'caaiqae.  3«  ed.  —  Gauss, 
Werke.  Grittin«,'en.  —  Iflnhelti^  Optik.  —  llrscb^  iategialtaf. 
HoffMinn,  >atBni,  matbem.  Wörterb.  —  Jordn«;  traite  des  äub- 
stitutioDS.  ~  Lfsenilre,  theorie  des  nombres.  ~  LeibniU,  opera  ed. 
Dutens.  —  löbiuä^  barycentr.  Galcül.  —  Serret^  J.  A.,  cours  d'al- 
g^bre  snp.  4«  ^d.  —  Oers,  ooars  de  calcnl  diff.  et  int^gr.  ~ 
Scrrrt,  P.^  möthodes  en  g^ometrie.  —  Zeitacbrift,  d.  oesterreicli. 
Gesellscli.  f.  Meteorologie,  kompL  od.  eins.  Bde. 

—  Ganze  Bibliotheken  sowie  einzelne 
werthvolle  Werke.  — 

Leipzig^  Alfred  Juorentz, 

Aagustasplatz  2.  Bocbbandlnng. 

Kataloge  gratis  u«  friuico*  sss 
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Beau ,  O.,  Untersuchungen  auf  dem  Gel)iete  der  tri^^ono- 

metrisclien  Reihen  u.  der  Fourier'scben  lutegrale. 
gr.  8    geb.   2  Mark.  * 


INHALT. 

Seile 


XVI.    Die  Cono-Cunei.    Von  Carl  Pabst  sn? 

XVIt.    Das  Schnen-Tangcntcnviercck.    Von  Dr.  J.  Schama^ber . 

XVlil.   TrigmometriMb«  8&ue,   Von  A.  H.  Angl  in  4i7 

XIX.   Neue  Ri  lntioncn  innerbnlb  einet  OrtbogoonkoelfteimteniTMens. 

Von  R.  Hoppe  413 

ZX.   Bein  aneljtisebe  Conteqaensen  der  Cnmntbcorie»    Von  R. 

Hoppe  417 

XXL  Mifcdlea* 

1.  Eine  Orappe  planiaMtrieeber  MAximn  md  liinivn.  Vbo 
Dr.  J.  Lange  430 

S.  Ein  DreieekeMts.  Von  Emil  Hnin  ........  43» 

3.  Ein  Sftts  Uber  Xegelwbnitte ,  die  einen  Dreieck  einbe» 
fchrieben  sind.  Von  B.  Sporer  437 

4.  Kfttper  iwiechen  iwri  fioUtioneellipeoiden.  Von  Dr. 
Albert  Bieler  4S9 

5.  Wann  stehen  die  von  einen  Punkte  an  eine  Kegel* 
sehnittslinie  gesogenen  swei  Tangenten  avf  einander 
senkrecht?  Von  7rnns  Schiffner  441 


6.  Zur  Convergena  der  Reiben.   Von  Dr.  BArsob  .  •  .445 

7.  Archimedische  Kreisqnadrstur.   Von  &  Hoppe    ...  447 
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